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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКИХ ФОРМУЛАХ ДЛЯ ОРТОГгОНАЛЬНЫХ 
ПОЛлИнНомМовВ 


(Представлено академиком ©. Н. Бернштейном) 


Рассматривается связь между весом ортогональных на окружности 
полиномов и последовательностью параметров Шура. 


Введение 


В общей теории ортогональных полиномов весьма важную роль 
играют их асимптотические свойства; поведение ортогонального поли- 
нома при безграничном возрастании показателя его степени решает 
вопрос о сходимости многих бесконечных процессов: интерполяцион- 
ного, квадратурного, аппроксимационного и т. п. 

Мы рассматриваем систему полиномов {Р,(2)}®, ортогональную 
на окружности |2 |=1: 


2п 
5} Р- (2) Ри (948 (= 


0 


| О, если пт, 


й, > 0, если п=т, 


(1) 


(ее реа. .), 


где с (9) — ограниченная неубывающая функция с бесчисленным мно- 
жеством точек роста в [0, 2*]; эти полиномы интересны и сами по 
себе, и благодаря сзоей связи с функциями типа Сага бводогу 
и борог’а и, наконец, от них весьма легко перейти к полиномам, 
ортогональным на отрезке, как показал С. 52020 [ом. (*) и (*)]. 
Хорошо известно, что функция с (0), как всякая функция ограни- 
ченной вариации, может быть представлена в виде суммы трех функций: 


РЕ О дн (2) 


где с, (0)—функция скачков, с, (9) — сингулярная функция, имеющая 
положительную вариацию на множестве меры нуль, и, наконец, 
в, (0) —ядро функции с (6), т. е. абсолютно непрерывная функция 
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с, (6) = (94 (р(9)>0, 0<9<2ж). (3) 
0 


Полагая о, (6) = с, (9)=0 и налагая на вес р (0) некоторые ограничения, 
(+. 52е26 и С.Н. Бернштейн получили некоторые достаточные условия 


для справедливости асимптотических формул. 
ТЕОРЕМА Т. [С. 52е56 (°), (°)]. Если существует интеграл Лебега 


ое р (6) 6, (4) 


=— 


то при |3| <1 справедлива асимптотическая формула 


Рф е -т@Ффь», РФ-иР, (+), 6) 


где Пш =, =0 (равномерно при |2|<тг< 1), *(2) — аналитическая функ- 


п®->> 


ция, регулярная и неравная нулю при |2|<1, причем почти всюду 
в [0, ж] 
. т я И 
Пш х (гей) =к(е?), =. 6 
Пра хе ке, ро (6) 
При более ограничительных условиях, наложенных на функцию 
р (0), асимптотическая формула (5) справедлива и на. окружности 
|2|=4, как это показывает 
ТЕОРЕМА П. [С. Н. Бернштейн (5), С. $хе56 (*)]. Если вес р (6) по- 
ложителен при 9 <9<2т и удовлетворяет условию Пт-Глрзсиата 


[26-9 —Р(9| < 2 11058|-1-*  (,Е>0), (7) 


то в замкнутой области || <1 справедлива асииптотическая форму- 
ла (5), причем 
| „| < С (108 п)-“, [2|<1. (8) 


Настоящая работа имеет целью вывод асимптотических формул без 
наложения ограничения с, (0) = в, (9) =0; мы будем исходить не из веса, 


а из последовательности{а„}® коэффициентов рекуррентного соотношения 


Рина) = Ра) а, (8) 01:2.) (9) 
которые подчинены единственному ограничительному условию 
[а.о (10) 


Мы выразим через них условия, необходимые и достаточные для спра- 
ведливости асимптотической формулы (5) в области |2| <1, или в за- 
мкнутой области |2|<1,а также покажем связь порядка их убывания 
© дифференциальными свойствами веса р (6). 
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$1 
Сформулируем сперва некоторые результаты, полученные нами ранее. 
ТЕОРЕМА 1. 1 [(°), (°)]. Следующие условия эквивалентны: 
1) сходимость числового ряда 


У 14, <<; (1.1) 
®=0 


2) справедливость асимптотической формулы 


. ла 
т Р, (2) =х(2) (1.2) 
пу У 
хоть в одной точке области |2| <1 и тоть дал одной бесконечной 
подпоследовательности {п}; 
3) существование интеграла Лебега 


2 


\ 108 р) 48, (1.3) 
0 


где р (8) — существующая почти всюду производная р (8) = ос’ (8) *. 

Таким образом, функции с, (6) и с, (9) не влияют на справедливость 
асимптотической формулы (1.2) для ортогональных полиномов; играет 
роль только ядро. В частности, добавляя к обложению 4с(8) любое 
количество концентрированных масс, мы не изменим функции т (2), 
а следовательно, и главного члена асимптотической формулы (1.2). 

ТЕОРЕМА 1. 2('). Сходимость числового ряда 


№ 1. © (1.4) 


п=0 


достаточна для справедливости асимптотической формулы (5) в за- 
мкнутой области |2|<1 с оценкой погрешности ** 


[ел | зб У акки |<; (1.5) 
К=п 


при этом функция с(8) абсолютно непрерывна и вес 


ыы 
[п (ей) 


2 (0) = 


положителен и непрерывен в [0, ж], причем равномерно выполняется (6). 


* Как показали А. Колмогоров (3), М. Крейн ($) и Н. Ахиезер (13), утверж- 
дение 3) эквивалентно неполноте ортогональной системы{Р» (2) ря [см. также 


8$. УегЬамзКу (1), (. Э2есб (1?)]. 
** Через С., С, ит. д. обозначены Различные константы, не зависящие от п. 
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Примечание 1.1. Простой пример показывает, что условие 
(1.4) нельзя заменить более слабым условием 


У Та < со < 6 (1.6) 
п=0 


со 
и нельзя заменить условной сходимостью ряда уз ал; действительно, 
П:=0 


если 
(— Пе 
п — па (п=0, 1,2,...; >11), (1.7) 
то оба эти условия выполняются; вместе с тем в этом случае мы 
имеем (*) 


ря и 0 ее сезали вЫ 
Р*(—з=)=1 аа. В =, а. (1.3) 
откуда ясно, что для |2|<1, 2 =Е —1 
Ша 2: (-)=И рев: (1.9) 
в то же время 
Ию Б*(—4)=0. (1.9’) 


82 
| 
Перейдем теперь к выводу условий, необходимых и достаточных 
для того, чтобы была справедлива асимптотическая формула (5), где 
Ите, =0 равномерно при |5|<1. 


и со 


Введем следующие обозначения: 


$ 
№ = а. ЕЁ, О: = 9 =). № №, 9. =0, © = п; 
К=ъ 


нь (2.1) 
в= У: о,, (&=1,2,...). 


ТЕОРЕМА 2. 1. Для справедливости асимптотической формулы 

В. (=к(а-&, (з|<1), (2.2) 

где т (2) — аналитическая функция, регулярная при |2| <1 и непрерыв- 
ная при |2|<1, а Им ве, =0 (равномерно на окружности |3|=1), 


необходимо и достаточно условие * 


со 


= Ум+х 9 [*@+=@ Уь |} =0, | =4; (2.3) 
К=® К=0 $=п {-= 


=$ 


Пт | 


п-со ( 


* Во всех дальнейших условиях сходимость на окружности |3 | =1 предпо- 
лагается равномерной. 
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более простые достаточные условия (в предположении, что функция 
п (2) ограничена в круге |*| < 1): 


со 
сходимость ряда У а, 2” на окружности |=|==1 и существование 
п:=0 


предела 


Ца У 1910, |2|=1; (2.4) 


0 5=п 


еще более простые достаточные условия: 


со 


сходимость ряда У а„2” на окружности |з|=1 и существование 
п=0 


предела 
со 


Пт о Ян | ь [а -На и 2- :.-. ал: 28 |=0, [2|=4. (2.5) 
а 


По теореме (1.1), справедливость (2.2) при |2| <1 эквивалентна 
сходимости бесконечного произведения 


=, 4-1), (2.6) 
К=0 
где, по ('), 
п-1 
= Па 1а,!); (2.7) 
К=0 
поэтому 


1 Р/ (2) = В {Уй, Р» (3) =Ий*(2). 
Мы находим из (9) 
п-—1 п-1 
* »* 1 
Ре =1-2 УР, (9) =1- У м (+); (2.8) 
&=0 К=0 
отсюда при |2| =1 имеем 


Р; (2) =У №* (2) + Х м РЁ) = 


К=п 
=УИй=@+И=@) > н$У Ум); (2.9) 
ЕПК 
пользуясь обозначениями (2.1), находим 


2: (= У, 9,,Р: (4), вы =УЪ | (2) +=@) у и [ (2.10) 


$=% Е=ъ 
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итерируя этот процесс, получим 


Р» (2) =ь„ + » р о №. 
Е=0 з=п 
Отсюда 


(ЕРО-УЕ®-У {20+ 
К=\ 
ы- х у 97 [ «(+= @) у № | }. (2.14) 


Е=05=\ К=$ 


Так как пределы последовательностей {е„} и {г‚} существуют одновре- 
менно, то отсюда вытекает необходимость и достаточность условия (2.3). 
Для выполнения (2.11) достаточны условия 


Ни У =0, вы > у 10° = 


п—со 
К=® =($=® 


Если выполняется условие (2.5), то 
Шш УИ. [У =0, (2.12) 


т. е., задавая сколь угодно малое положительное з, можно найти та- 
кое п,, чтобы для всех п> т иметь 


Я у <= (2.13) 
$=%Ъ $= > 
Если допустить, что для =1,2`,...,т имеем 
О < «= (вт, (2.14) 
$=® 
то, по (2.1), найдем 
191-59 19,|< 
Т=п Тт=П $=п в 5=п 
<519(- Он 
$=п Т=$ $=® 
таким образом, условие (2.5) влечет за собой условие 
<, (2.15) 
К=05=п 


т. е. условие (2.4). 
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Примечание 2.41. Налагая некоторые ограничения на з,, 
можно получить некоторые необходимые условия, которым должны 
Удовлетворять числа {а„}5’ для справедливости асимптотической фор- 
мулы (5) в замкнутой области |2|<1, именно: в тех точках окруж- 
ности |2|=1, где п(2) - 0: 

(®®) 


1) сходимость ряда У |=„|° влечет за собой сходимость степен- 
п=.0 


[> ®] 
ного ряда У а, 2”; 
п=0 


2) если хоть в одной точке окружности |2|=4 имеем 


У -—в|<<, ше, =0, (2.16) 
пв=0 пс 


то степенной ряд У а, 2” абсолютно сходится на окружности |2|=1. 
п=0 
<1в + У Ул. 


Действительно, по (2.9), 


со 


ИН*=(8|- УХ» = 


со 
’ = 
9 — о А, &к 
К=\ 


ы = .А=П К=п К=п 
откуда вытекает 1); далее, мы имеем 
‹ г 
ре и , й 
ан" — Уй* (2) =,” [| < С |, — вин |, (2.17 


откуда вытекает 2). 


$3 


Покажем теперь, как по характеру убывания параметров {а„}> 
сделать заключение о дифференциальных свойствах функции р(9). 

ТЕОРЕМА 3.1. Если для достаточно больших значений п выпол- 
няются неравенства 


ее а (3.4) 


где т— положительное целое число, а функция $(2) для достаточно 
больших значений аргумента положительна и убывает, причем су- 
ществует интеграл 


ьф= 9 зо, (3.2) 


то функция р(9) имеет непрерывную производную т-го порядка с моду- 
лем непрерывности 
о (5; рб) < С, 9, ([1088])8°; (3.3) 
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обратно, если функция р(0) имеет непрерывную производную т-го по- 
рядка, то 


а, |< Сто (> 5 рэ) ‚ С=с0пз. (3.4) 
Мы имеем, по (1.5), 
Е. < с 3:0 ю с. (3 По =) 42 
|| С, Жак |< с. бин < о 
К=® К=® % 
бы — 85) 
С : п 
ъ У 
следовательно, при 2 =е® 
5+ Сз $, (105 
|< (е)— Вд< |, |< 9”, (3.6) 


но так как 


[= (2) [* - |2; (2) * |<“ -—[В; (@ ГР] =|=(@)—Р; (2). [ (2) +2; (4)\< 

С. |= (2)— Р* (2) < Сток, 2=ей, (3.7) 
то периодическая функция Р (9) =|к(е8)|* допускает приближение при 
помощи тригонометрического полинома |: (е8)*| порядка п с погреш- 
ностью, не превышающей 


Сьф, (105 п) 
а”. (3.8) 


Но тогда по теореме Ое 1а УаПёе-Роизз1п’а (1) функция Ё(9) имеет 
производную 7-го порядка с модулем непрерывности « (5; Ё(), удовле- 
чворяющим неравенству 


о (8 Ро) < С, кс, | ы(даи= 
ЕЬ 11088 | 
5 
— С, 89,1088]. (3.9) 
По теореме 1.2, имеем | 
1 * 
в’ (6) =р(6) = Е (3.10) 


так как Р (0) >0 при 0 < 9 < ж, то из существования Ё ©) (0) вытекает 
существование р(”) (6). 


Из соотношения р (8) Е (6) =1 легко находим для $=1,2,...,г 


х() еде» (6) 6-9 (6) Ар (0)} =0, 
р (3.41) 


478) =1@0-+9)—1(0), 
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откуда методом математической индукции выводим 
о (8; 25) < С,ь (8; Ро) 1+0 (8); (3.12) 
благодаря (3.10), получаем (3.3). 
Для доказательства обратного утверждения достаточно почти до- 
словно повторить рассуждения (. 512е26 (*); из условия 
®(8; р) < С, [1058 [71—4,. а>0, (3.13) 


вытекает возможность построения тригонометрического полинома 
|1 (2)? порядка и, осуществляющего приближение 


Р > йе) < С, 05" © (3.14) 


С. 52е20 показывает [(*), $ 10.3.3], что отсюда вытекает неравенство 
[п (2) —№(2)| < С, (108 п)“ (|2[<1) 
и что из (3.14) вытекает асимптотическая формула (2.2) с оценкой 
погрешности 
[п | < Сь (108 п)—* (3.15) 
{см. (*), $ 12.4). В нашем случае из существования производной р” (6) 


< модулем непрерывности ‹ (5; р@)) вытекает возможность построения 
тригонометрического полинома |й (ей) |? порядка п, для которого 


1 (9) [| < рые (3.16) 


2) 
Незначительно обобщая метод (С. $1е26 [(“), 8 10.3.3], мы показы- 
ваем, что отсюда вытекает неравенство 


1 
9 
ый, 


С» 
[* (2)—1(2)| < ее 105 п, (3.17) 


и, наконец, аналогично $ 12.4, находим оценку 


1 
све (+; 2) 
пт 


< 105 п. (3.18) 
Мы а по (2.9), 
2" 
, 4 
5 - 219 —И == У Пан <. 0 4209), 
К=п 0 
откуда находим 
1 
СФ ( —; РФ ) 101 
о — А ) (3.19) 


8 4 
В приводимой ниже таблице рассмотрены некоторые частные слу- 
чаи и указаны порядки |а„|, необходимые и достаточные для того, 
чтобы вес р(8) обладал теми или иными свойствами. 
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Необходимый Достаточный 
№ Характер веса р (8) порядок | ав | порядок | ап | 
а 105 п 

Пе. (6; р) < 08", 0<а<1 та ег 
2 (8; р‘) < 681058 | =. 
3 е (5; р?) < С [10582 “, а>0 Пе — Е 
то == п)“ пт +1 (10° п)*_° 
А р(*) — аналитическая функция от 
не -- ®, мероморфная в замкнутой 
области [5| <|1054, А<1, не рав- т7—11* 105 п п7—1 1" 
ная нулю внутри области и имеющая 
на границе области нули порядка <г. | 
5 | Функция р (®) мероморфна и не равна | {а "Иа, |< # Па Иа, <А 
нулю в области |®| < |1054|, 4<1. ПИ "| < ЗА в] < 


Так как случаи 1—4 вытекают из теоремы 3.1, то мы остановимся на 
случае 5. Имеет: место 
ТЕОРЕМА 4.1. Для справедливости асимптотической формулы 


Ру (а) = к (а), (4.1) 
в области || < - ‚ ^<1, необходимо и достаточно условие 
Ша И [а, |<. (4.2} 


Действительно, из этого условия вытекает (1.1) и справедливость (4.1) 


для |2|< 1; следовательно, при |2| < имеем 


Шт И [а, 1 Ра(2)| = 


Би И Та | Ба УЛ. (1)+5| < || Па ах а; (4.3) 
ъ—>со п->со п-—>>со 
таким образом, ряд » а,Р„(2) равномерно сходится при |3|<т« 5 
п®=4 


и поэтому из (2.8) вытекает справедливость асимптотической формулы 
а 
(4.1) для |2| <-. 
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Обратно, из справедливости (4.1) при |2| = вытекает 


-1- И |= (+) +& 


1 
ибо ряд > а,Р„(2) сходится для |=| < =; так как аналитическая 


п=0 


— 1 1 
функция т (=) не равна нулю для 1 < |2| < =, то мы имеем 


12|: о 


1 1 
[2| 


а И [а |< 


откуда вытекает (4.2). 
Примечание 4.1. При условиях теоремы 4.1 аналитическая 


функция 
== *®(-) (4.4) 


1 : 
регулярна в кольцевой области ^ <|2|< д, причем при 2=е” она 


й й 
совпадает с функцией РЁ (9) = 5): Вводя 


ии = ода, (4.5) 


мы получаем функцию /(е"*), регулярную в области |0|< |105)| и 00- 
впадающую на вещественной оси плоскости % с функцией 
1 ил) о-в 
— о = (2) п(е 
=" (ее) 
таким образом, функция р(%) мероморфна и не равна нулю в области 
[5] < |105 ^ |. 
Поступило 
15.1.1947 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 


12 (1948), 15—30 


М. В. ГАВУРИН 


О ПРИБЛИЖЕНИИ НЕПРЕРЫВНОЙ ФУНКЦИИ ЛИНЕЙНЫМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ ОПЕРАТОРОМ ОТ МНОГОЧЛЕНА 


(Представлено академиком ©. Н. Бериштейном) 


Вносятся некоторые уточнения в результат С. Н. Бернштейна, 
опубликованный в его статье (2). Устанавливается, что непрерывная 
функция А (х), для которой уравнение 


К 
У м (=) у 0 (2) =А (=) 


т=0 


($: (2) непрерывны, |%(2)|-+ |9, (<) | > 0) имеет регулярное в смысле 
С. Н. Бернштейна решение У (=), не всегда может быть равномерно 
приближена функциями вида 


к 
УчееуР Я 
1=0 


где Р (1) —алгебраический полином. Для того чтобы такое приближе- 
ние было возможно, необходимо и достаточно, чтобы У(х) удовле- 
творяло некоторым дополнительным условиям. 


1. Настоящая работа посвящена вопросу, рассматривавшемуся 
С.Н. Бернштейном в статье (*), носящей то же название, что и предлагаемая. 
Объектом изучения служат линейные дифференциальные операторы 


к 
2, (1 (2))= » 9: (@)У®-5 (2), а<а<в, (1.1) 
1=0 
где коэффициенты 9,(1) &=0,1,...,№) предполагаются непрерывными 
функциями. 
Класс рассматриваемых операторов (1.1) ограничен условием 


| Фо (2) |-Е |: (2)|>0 а<з<ь, .(1.2) 
которое во всем дальнейшем считается выполненным. 
Через ЕЁ обозначается множество нулей функции %(2), через 


Е-— множество [а, 6]-—Е. 
Функция У (5), определенная в [а, 6], называется регулярным ре- 
шением уравнения 


р, (7 (2) =А (9), (1.3) 


где А(2)—заданная непрерывная функция, если: 
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1: У (1),..., УСО (1) определены и непрерывны в [а, 6]; 
2" УЧ (2) определена и непрерывна на множестве Е; 
3* равенство (1.3) соблюдено во всех точках ЕЕ; 
4. во всех точках ЕЁ соблюдено равенство 
к 


У е@) 7-51) = А). 


1=1 


Проблема, изучавшаяся С. Н. Бернштейном, заключается в нахо- 
‘ждении условий, при которых система «Д,-полиномов» Д,(Р(х)), где 
Р(5) пробегает множество всех алгебраических полиномов, будет везде 
плотной в пространстве (С) непрерывных функций, т. е. условий, при 
которых любая непрерывная в [а, 5] функция А(5) может быть с про- 
извольной точностью равномерно приближена Л,-полиномами. 

С. Н. Бернштейн высказывает (в несколько иных терминах) сле- 
дующую теорему: 

(«) Для того чтобы система О,-полиномов была везде плотной 
в (С), необходимо и достаточно, чтобы уравнение (1.3) имело регуляр- 
ное решение для любой непрерывной функции А(т). 

В ходе доказательства выдвигаются более сильные утверждения: 

(8) Если А, (х) —данная непрерывная функция и уравнение 


Рь(Т (2) = А, (2) (1.4) 


имеет регулярное решение, то А’ (х) может быть равномерно приблиа- 
жена с любой точностью О),-полиномами. 

(7) Если данная непрерывная функция А, (х) может быть равно- 
мерно приближена с любой точностью П,-полиномами, то уравнение 
(1.4) имеет регулярное решение У (2), причем существует последова- 
тельность полиномов Р„(х) такая, что равномерно в [а, 6] 


2-0 (5).-> 7-0 (2) С=1, 08) 
р, (Рь(1)) > Аь (2). 


Автором установлено, что утверждение (В) неверно (п. 2) и по- 
тому теорема («) в части достаточности, получающейся УС. Н. Берн- 
штейна как простое следствие (В), требует нового доказательства, кото- 
рое и проводится в п. 4 *. 

* С. Н. Бернштейн, которому я привел (в письме от 21 мая 1946 г.) пример, 
опровергающий его утверждение (В), сообщив ему в то же время, что мне уда- 
лось восстановить соответствующую часть теоремы (а) с помощью результатов 
главы 2 его работы (?), отнесся с большим интересом к моему сообщению. В своем 
письме (от 20 августа 1946 г.) он сообщил также, что доказательство утвержде- 
ния (В) исправлено им при ограничительном предположении, что $, (2),..., 9% (5) 
и А, (х) абсолютно непрерывны вдоль множества граничных точек Ё и Е. Из этой 
суженной формулировки утверждения (8) (которая близка к моей теореме 2 на 
стр. 26), как отмечает там же С. Н. Бернштейн, вытекает непосредственно дока- 
зательство достаточности условий теоремы (а} при вышеупомянутых ограничи- 
тельных предположениях относительно о; (2), которые, в частности, соблюдаются, 
зсли граница ЕЁ конечна. 


(41.5) 
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В п. 2 устанавливаются также необходимые и достаточные допол- 
нительные условия, при добавлении которых теорема (В) ставовится 
справедливой. 

В п. 3 приводятся некоторые условия, более легко проверяемые, 
чем найденные в п. 2, добавление которых достаточно, чтобы сделать 
справедливой теорему (В). 

2. Будем для краткости обозначать класс непрерывных функций, 
допускающих произвольно точное равномерное приближение Д,-поли- 
номами, символом Г(р,,.. 

Будем также говорить, что функция У (5) удовлетворяет условию 
С“-1)(9.), если У-Ю(57) абсолютно непрерывна во всяком проме- 

в 


жутке [«, В] С [а, 6], для которого \ ыы < < (интеграл пони- 


5 | Фо (2) | 


мается в смысле Гефеззие’а). Тогда теорему, заменяющую (В), можно 
сформулировать следующим образом: 

ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы непрерывная функция А, (х) при- 
надлежала классу Г(О,), необходимо и достаточно, чтобы уравнение 
(1.4) имело хоть одно регулярное решение У (х), удовлетворяющее 
условию СТ) (®,). 

Доказательство необходимости. Пусть А, (2) ЕГ(О,). 
Тогда теорема (1) позволяет утверждать существование регулярного 
решения У (7) уравнения (1.4) и последовательности полиномов Р, (5), 
для которой выполнено (1.5). Из предельных равенств (1.5) мы полу- 
чаем 


Ф, (2) [Р® (1) —У® (2)| 0 равномерно в ЕЁ. (2.1) 


Пусть [а, В] С [а, 6] и 


С ах 
т > а 


Из (2.1) получаем для произвольного => 0 и достаточно боль- 
того п 


| Р® (2) — У® (1) |<г-——— (2.3) 


| Фо ТЕ 
‘в точках Е. 

_- Условия 3° и 49 п. 1 показывают, что функция ©, (2) У® (5) станет 
непрерывной, если положить ее равной нулю в точках Ё. Отсюда 
следует ограниченность этой функции на множестве Е. Тогда нера- 
венство (2.2) показывает интегрируемость У‹®(5) в промежутке [«, В]. 
Ивтегрируя (2.3) по этому промежутку (множество Ё - [х, В], где (2.3) 
может не иметь места, в силу (2.2), имеет меру нуль), получаем 


8 в 
Рио 2-9) — | У (ада | <} Ел. 
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Переходя в этом неравенстве к пределу при п-—> © и используя 
(1.5), придем к неравенству 


3 в 
| уж- —у- ее ЕЕ 
'у@-о 7-9) т (в) г |< те 


2) | 


Конечность интеграла в правой части и произвольность г ПОЗВОЛЯЮТ 
утверждать, что 
в 
у) —У-1 (а) = \ У (в) аз. 


а 


Заменяя здесь В на любое хЕ[ч, В], убеждаемся в том, что У&-1) (2) 
является в [х, В] неопределенным интегралом от своей производной и, 
следовательно, абсолютно непрерывной функцией. 


Теперь мы в состоянии построить пример, показывающий, что 
утверждение теоремы (8) не всегда имеет место. 


Пример. В промежутке [0,1] строим функции $,(5) и 6(5) сле- 
дующим образом: $,(5) есть подчиненная условию | 


1 
ах 
Ре ТИ со 
) ет < 
0 
непрерывная функция, для которой множеством нулей служит 


совершенное множество Сар от’а Ё *; 0(5)— известная сингулярная 
монотонно возрастающая функция, удовлетворяющая соотношениям: 


9 (0)=0, 60(1)=1, 6’(2)-=0 для ЕЕ. 


Уравнение 
А, (У ()) = $. (2) У’ (2) У (2) = 0 (2) (2.4) 
имеет очевидное регулярное решение 
У (2) =6 (<). 


Это решение единственно, поскольку соответствующее однородное 
уравнение 
Фь (2) 27 (#)+2 (8) =0 
имеет лашь тривиальное регулярное решение. Пусть, в самом деле, 
2 (5) — регулярное решение этого уравнения. Так как точки Ои 14 
принадлежат Ё, то 2(0) =2(1) =0. Допустим, что 2(5) =0 и примем 


па) рн, Чи 


Если 2`’Е6ЁЕ, то, в силу 49 п. 1, 7(5") =0, если же 5* ЕЕ, то 2’ (52°) =0 
а снова 2(2“) =0, так что (5) ==0. 


* Например, можно положить для каждого дополнительного к Е промежутка(а, В) 


(2—в)^, аа 


Й те 1052 
Фе (2) = 0 <А<1Ь-— я 
| (В— =), РВ ( 8 :) 
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Функция 0(5), в противоречие с теоремой (3), не принадлежит 
классу Г(д,), так как в противном случае единственное регуляр- 
ное решение уравнения (2.4) У (5) должно было бы удовлетворять усло- 
вию ((0)(ф,), т. е. быть абсолютно непрерывным в промежутке [0,1], где 


ЕТ интегрируема. 
[о 


Доказательство достаточности*. Мы установим существо- 
вание такой функции 0(2), вепрерывной в [а,6] со своими произ- 
водными до Ё-го порядка, что 0,(й(5)) с любой наперед заданной 
точностью будет равномерно аппроксимировать А, (2). После этого 
достаточно будет взять в качестве Р(х) полином, близкий со своими 
производными до А-го порядка к 2(5) и ее соответствующим произ- 
водным, чтобы сделать разность Л, (Р (5)) — А, (х) малой во всем про- 
межутке [с, 6]. 

Пусть У(5)— удовлетво ее условиыь, С -($,)) регулярное 
решение Уравнения (1.4), существование которого предположено. 

Доопределим функцию $, (2) У(® (2), положив ее равной нулю 
в точках Ё, после чего она сделается непрерывной в [а, 6]. 

Возьмем . произвольное =>0 и разобьем промежуток [а,6] на 


части точками а=х<4,<...<4х,=6 так, чтобы для любого 
й=0,1,....п—1 колебания функций 9,(2)У(2) пи У@-0(т) 
в [7,,%,..| сделались каждое меньше =. 
Положим 
01, Л), (2.5) 


2 (в) = 


® 
т (2,), если т, ЕЕ, 2.6) 


если 2, ЕЕ. 


Разобьем промежутки [5,, 2,..| на три категории: 1) промежутки, 
содержащиеся в Ё, 2) промежутки, содержащиеся в Е, 3) промежутки, 
содержащие точки как Ё, так и В. 

В промежутках первой категории определим 2®(5) как произ- 
вольную функцию, лишь бы были соблюдены условия (2.6), а также 
условия 
Хь +1 
\ 2% (=) ах.= 7 1) (2-1) А-а) = Уи (2)-УЕ-О (2) (2.7) 
Хь 
и 

12-1) (2) —У®-5 (5)|< 2, яЕ[я,,2ь,:|. (2.8) 


Поскольку (2.6) сводится в данном случае к равенству 
2 (7) = 2% (хь„1) = 0, 
условие (2.8) будет соблюдено, если взять 2) (2) функцией постоянного 


знака в (2,, 7,.:), удовлетворяющей (2.7), так как тогда 2-1) (2) будет 


* Предлагаемое доказательство является соответствующим видоизменением 
доказательства утверждения (8), приведенного С. Н. Бернштейном [(), стр. 17)]. 
9+ 


20 М. К. ГАВУРИН 


лежать между числами У(-1)(5,) и У (52,,:), от каждого из которых 
У(К-1 (5) разнится меньше чем на с. 

В промежутках второй категории У(5) непрерывна, и мы просто 
полагаем 7 (5) =У® (5), причем будут автоматически соблюдены 
условия (2.6) — (2.8). 

В промежутках [5ь, 2„.:| третьей категории нам потребуется так 
определить 2(® (2), чтобы были соблюдены условия (2.6) — {2.8) и, кроме 
того, условие 


| Фо (2) 24^ (2) | < =. (2.9) 


Заметим, прежде всего, что в каждом таком промежутке есть 
точки Е, где ©, (2) У® (2) =0, так что во всем промежутке 


| Фо (2) У ® (2) | < (2.10) 
и потому 
17 (2) (2.11) 


причем знак равенства имеет место лишь там, где левая и правая 
части обращаются в -- ©. 
Возможны два случая: 
и ат 
Е 
Хь 


откуда, согласно условиям теоремы, следует абсолютная непрерыв- 
ность У(К-1 (5х) в [2,,2,.:| и равенство 


Хл+1 


У- (а) —У@-0 (2) = \ У (2) ах. 


Тогда, в силу (2.11), 


1 (ль) 6-9 (24) «а \ Е (2.12) 


Фа (2} | 


(знак < мы имеем право написать потому, что в (2.11) равенство 
имеет место лишь на множестве меры нуль). 


Хь+1 


ъ) Ах 


1% (2) > 


Хь 
В этом случае неравенство (2.12) становится тривиальным. 
Обозначим 


- © 


1 1 


т <>, 
6х (2) = т у 
ть 


По определению интеграла Г.еЪезоце’а, 


Хьу1 а УИ 
х ` 
А ар \ 6, 
р ааа х (2) ах, 
Хь хь 
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так что из неравенства (2.12) следует для достаточно большого № 


Хр 


17-0 (хь,,)— УВ (х,)| < \ 9 (2) ах. (2.13) 


Зафиксируем № таким, чтобы соблюдалось неравенство (2.13). 
Если положить 
до) = Пен |, (2.14’) 
где 
ОИ О) 
а ; 


Хь+1 


\ 0 (2) 4х 
Хь 
и принять во внимание, что согласно (2.5), 
х 
2-1) (1) = У (а) \ 200 (#)42 гта, ы], 
Хь 
то Условия (2.7) и (2.8) окажутся выполненными. Условие (2.9) также 
будет соблюдено, так как Х “ви |9, (2) 0 (2)|<1. 

Условие (2.6), вообще говоря, небудет соблюдено и, чтобы ему удо- 
влетворить, необходимо несколько видоизменить определение (2.14’), 
введя вместо постоянной /^ непрерывную функцию ^ (51), которую можно 
построить следующим образом: 

Примем, для определенности, что 2, ЕЕ, х,.ЕЕ и увеличим М№ 


1 
настолько, чтобы соблюдалось неравенство < из которого 
о (7 


| 
следует 9 (*х,) == Те (2) [ . 
Выберем теперь функцию )(2) удовлетворяющей условиям: 


(К) 
а) Аб) = ое = У (ал) |5 (вЫ 


Ь) ^ (2...) = 0; 
с) знак )(х) совпадает со знаком разности У“-1 (5,.,) — У&-О (х,) 
всюду, кроме, может быть, окрестности [5,,х,-+°] точки 2,, где 


0< < : 
4) [^(2)| < г; 


Хь+1 
6) У@- (а, ) -У@-Ю() = \ х(@) в (@) 42. 
хъ 
Совместность условий а) — е) можно считать очевидной, если 
принять во внимание (2.10) и (2.13). 
Если мы теперь положим 


7^® (х) = ). (<) 0 (1), (2.14) 


то а) и Ь) повлекут для 2 (5) выполнение условия (2.6), е) —выпол- 
нение условия (2.7), с) и 4) повлекут выполнение условия (2.8), так 
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как дая х@[х,. «+ с] будет 
12-1 (2) — У-® (х,) | < в: 3М, 
а для хЕ[г, о, 2..1] 20(х) будет лежать между 2-0 (2,4) 
и УКП (х,..); наконец, 4) повлечет выполнение условия (2.9), так как 
| Фь (2) 2® (=) | = [Х (=) 6х (=) $ь (2) |< | (#) | < з. 

Итак, нами построена функция 2), непрерывная, в силу (2.6), 
и удовлетворяющая в промежутках третьей категории условию (2.9). 
Функция 2\К-0 (<) вполне определена и непрерывна в силу условий 
(2.5) и (2.7), причем веюду в [а, 6] соблюдено условие (2.8). 

Определим теперь 2К-5 (2) &=2,...,Ё), полагая 

2—0 (а) =У(@-0 (а). 
Тогда из (2.8) следует, что всюду в [а, 6] 
| У (2) — 2-0 (х)| < М, 

где М — постоянная, зависящая лишь от чисел Ки 6 —а. 


Оцевим разность 
` к 


г (х) = 4, (=) — У; ч: (&) 2-5 (т). 


2=0 
Во всех точках промежутков первой категории и в точках про- 
межутков третьей категории, принадлежащих Ё, 


А, (#)= у <: (=) УК (2) 
и потому 2 
1*@)|=| у 9 (г) [У (2) — 2-0 (#)] < КМь 
2 
где 


К 
К = шах № |Ф; (<) |. 
[а, 5]: 
11 
В точках промежутков второй категории годится та же оценка, 
ибо там 2) (х) = У (<). 
Наконец, в точках промежутков третьей категории, принадлежащих Е, 


[^ (=) |< | $, () У‹® (<) [+ | Фь (2) 2<® (+) | 
К 
+ | У в: (®) [У®-0 (+) — 2-0 (#)]| < 224 КМ. 
1=4 


Таким образом, неравенство |г(х)|< Сз, где С- постоянная, 
зависящая лишь от порядка оператора 2),, длины промежутка [а, 5] 
и от заданных коэффициентов $; (<) (=1,2,...,А), установлено для 
всех хЕ[а, 6], и теорема доказана. 

3. Условия, найденные в теореме 1, являются необходимыми 
и достаточными, но формулируются в терминах, содержащих неиз- 
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вестные, вообще говоря, решения уравнения (1.4). Желательно найти 
условия, хотя бы только достаточные, но сформулированные в терми- 
нах заданных коэффициентов оператора О, и приближаемой функции 
А, (2), в предположении лишь существования регулярного решения 
уравнения (1.4). Установлению таких условий и посвящен настоящий 
пункт. 

Начнем с трех лемм, позволяющих судить о свойствах У(&-1 (2) 
по свойствам коэффициентов Д, [У (5) — регулярное решение уравне- 
ния (1.4)] *. 

ЛЕММА 1. Если $, (1), ...,9,(+), А, (5) — непрерывные функции 
ограниченной вариации в [а, 6] и У (х)— регулярное решение уравнения 
(1.4), то УВ (5) есть функция ограниченной вариации в [а, 6]. 

Доказательство. Так как У 0 (5) (=2,3,...,К) во всяком 


случае являются в [а, 6] функциями ограниченной вариации, то такой 
К 


же будет функция А, ®-— У $: (2) У“-0 (5) и потому, переписав урав- 
1=2 
нение (1.4) в форме 
к 
Фо (2) (7-1 (2))* + , (+) У&-В (2) = А, (+) — У 9: (2) У (2), 


#=2 


мы сведем дело к рассмотрению уравнений первого порядка. 
Итак, рассматриваем уравнение 


Фо (2) У’ (2) + 9, (2) У (2) = А, (2), (3.1 


где $,(2) и 4А,(5)— непрерывные функции ограниченной вариации, 
и предполагаем, что У (5) является его регулярвым решением. Тре- 
буется установить, что У (5) есть функция ограниченной вариации. 
Лемма Воге]!’я позволяет ограничиться установлением того факта, 
что для каждой точки 7. Е[а,6] найдется окрестность, в замыкании 
которой У (2) имеет ограниченную вариацию. Это очевидно для точек 
и ЕЕ. Пустьз, Е Е. Так како, (2.) = 0, то найдется окрестность х., в кото- 
рой |$,(52)| ограничена снизу положительным числом. Эта окрестность 
и будет искомой. Примем для простоты, что она совпадает со всем 
промежутком [а, 6]. 
Пусть 
ата (3.2) 
— произвольное разбиение промежутка [а, 6] и пусть 
5=Е+ © {У’@®)=0]}. 
хЕ[а,5] 


Как нетрудно видеть, 5 замкнуто. 


* Леммы 1 и 2 не являются необходимыми для дальнейшего и приводятся 
здесь ввиду их непосредственной связи с содержанием пункта. 
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Составим соответствующую разбиению (3.2) сумму 


®в—1 


в= У У.) У). 
1=0 


Добавляя, в случае необходимости, в разбиение (3.2) новые точки 
(отчего В не уменьшится), можно добиться того, чтобы внутри про- 
межутков (7;, 2;.,), хоть один из концов которых не принадлежит 5, 
не было точек 5. Тогда, если для какого-нибудь # х.Е5, то в проме- 
жутке (7;,,2,;,1) У’(х) непрерывна и не обращается в ‘нуль, так что 
У (2) в этом промежутке монотонна. Это ведет к равенству 


[У (2) —У (24) 1-Н|У (2) —7 (2) [=1У (2:,)—У (2,1), 
которое показывает, что сумма В не изменится, если мы из разбие- 


ния (3.2) исключим точку 2;. Таким образом, мы можем исключить 


из разбиения (3.2) все точки х, Е 5 за исключением, быть может, точек 
Ао (х 

о (2) ‚ то 
$1 (2) 


аиЪБ. Так как, в силу уравнения (3.1), в точках 5 У (5) = 


п? 
45 1+1 Ао к 
В= |У (2,)/—У (а) > | о ты — за 
1=1 р 


т ° 4. (2) 
+17 6) —7 (2) |< 4М + уат,) 


(2) ' 


ъ 
где М =зир|У (2)|. Та же оценка справедлива и для уагУ (5) = зар В. 
6] а 


2 


Прежде чем перейти к лемме 2, введем следующее определение: 

Будем говорить, что функция 1(5), определенная на множестве 
РС [а, 6], абсолютно непрерывна вдоль Д, если для любой 
конечной системы неналегающих промежутков {(&;, &;)}, концы которых 
принадлежат О, сумма 


хие-®| 


становится меньше наперед заданного числа => 0, если только сумма 
У|Е— | достаточно мала. 


ЛЕММА 2. Если $, (х),.-.,9,(2), А. (<) — непрерывные функции огра- 
ниченной вариации на [а, 6], абсолютно непрерывные вдоль Е, и У (+) — 
регулярное решение уравнения (1.4), то |{У@- 1 (2) — абсолютно непре- 
рывная в [а, 6] функция. 

Доказательство сводится, как и в лемме 1, к рассмотрению урав- 
нения первого порядка (3.1), в котором $, (2) и А, (1) — функции огра- 
ниченной вариации на [а, 6], абсолютно непрерывные вдоль Ё, прячем 
Ао (<) 
$2 (2) 


итп |, (2) | > 0. В таком случае и функция будет абсолютно не- 
[а, 6] 


прерывна вдоль Ё. 
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Пусть =>0 произвольно и 8, >0 таково, что неравенство. 
218—6 | <8, для любой конечной системы неналегающих проме- 


о {(&;, &)}, концы которых принадлежат Е, влечет неравенство 
У Ао (6) _ 2% (5;)_ 
| а ИХ 418). 


В силу леммы 1, функция У (2) имеет в [а, Ь] ограниченную вариа- 
цию и, следовательно, представима в форме: 


У (2) = 8 (2) ^ (2), 
где #(7) абсолютно непрерывна, а й (52)—сингулярная функция. 

Так как У (5) абсолютно непрерывна во всяком замкнутом проме- 
жутке [), в], содержащемся в дополнительном к Е промежутке (®, В), 
то 1(2) постоянна в [), в], а следовательно, и в [о В]. 

Выберем 8, > 0 так, чтобы для любой конечной системы неналегаю- 
щих промежутков {(11, 71)}, содержащихся в [а,6], с суммой длин, 
меньшей 6,, соблюдалось неравенство 


218—801 <з- 


Пусть 6 =шиащ [5,, 8,] и {2:, 2; — конечная система неналегающих про- 
межутков, содержащихся в [а, 6], с суммой длин, меньшей 5. Обозначим. 


а =ии А - [91,21 ]› <= шах В. [1,2 |, 
если Е -[5;, 2: +О0и 
=, ЕЕ, 
если Е - [51, 2;:| =0. Тогда 


с=У|У(!)-У (1) |< УХУ (@)-У (а) |+ 
+317 © (9) 1+ ХУ @)—У (6. 


Так как с; и <, ЕЁ, то 
Ах (с;) Ах (=;) 
т, Ут, 
Ф1 (<;) У (<; ) 
С другой стороны, каждый из промежутков (хр, с:) и (ти, 2:) (если он 
не пуст) лежит в одном из дополнительных к Е промежутков. Поэтому 


й (:)— № (11) =й (1) — № (<) =0, 


откуда следует 
У (1) —У (21) = 8 (31)— в (2), 
У (21) —У (‹) = (2—8 (<). 
В силу этих соотношений, имеем 


Ее в 01+], 


а |+ 18 0-— в (<) | <=, 


и лемма доказана. 
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Лемма 2 позволяет сформулировать следующее утверждение: 

Для того чтобы непрерывная функция А, (2) принадлежала Г(О,,), 
достаточно, чтобы коэффициенты ©, (1),...,9,(7) оператора О, и А, (#) 
были ограниченной вариации в [а,6] и абсолютно: непрерывны вдоль Е 
и чтобы уравнение (1.4) имело хоть одно регулярное решение. 

Однако условия, налагаемые на функции 9,(2),...,9,(2) и А, (2), 
могут быть несколько ослаблены, для чего нам послужит лемма 3. 

Обозначим через 7 совершенное ядро множества Ё, т. е. множество 
точек конденсации Ё. 

ЛЕММА 3. Если ©, (1),...,9, (2), А, (1) абсолютно непрерывны вдоль Т, 


\ НТ < < и У(5)— регулярное решение уравнения (1.4), то У®-К_(т) 
о 
А 


абсолютно непрерывна в [а, 6]. 
Доказательство. Мы снова можем ограничиться случаем #=1. 


Неравенство 


р $ 
Уре (24, 6], 


следующее из того, что У (5) есть регулярное решение уравнения (1.4), 
ь 


позволяет утверждать существование интеграла \ Уаз: 
а 
Пусть (х, В) — дополнительный к Т промежуток. В [“,В] имеется 
лишь исчислимое множество точек Ё и потому У (5) абсолютно непре- 
рывна в [%х, В]. 
Обозначим 


х 
в(#) = \ У’) 42, №2) =У (а) —8(@). 
а 
Тогда #(х) абсолютно непрерывна в [а, 6], а#(х) постоянна в замы- 
кании любого промежутка (&, В), смежного к 7. 
Завершается доказательство буквально так же, как и в лемме 2, 
< заменой Ё на Т. 
Обозначим через А,(В_) множество тех точек, в любой правосто- 


ронней (левосторонней) окрестности которых \ т + <, а через 
Е т.е. А.-А.. 


ТЕОРЕМА 2. Если для любой точки множества Т— В, существует 
правосторонняя, а для любой точки Т — В_— левосторонняя окрестность, 
8 замыкании которой функции $,(1),...,9,(1), А’ (5х) абсолютно непре- 
рывны вдоль Т, то каждое регулярное решение У (5) уравнения (1.4) 
3/довлетворяет условию С“-% (®)). 


А — множество точек неинтегрируемости 


ат 


| Фо (2) | 


а 


Доказательство. Пусть [<, В] С [а, 6] и <<. Тогда 


«ЕВ., ВЕВ_ ив (а, В) нет точек В. Для каждой точки 2,6 [, В] —7 
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существует окрестность, замыкание которой лишено точек Т. В такой 
окрестности У-1(7) абсолютно непрерывна. Для каждой точки 
2. Е [х, В] -Т существует окрестность, в замыкании которой выполнены 
условия леммы 3З и в ней У®(5) также абсолютно непрерывна. 
Лемма Воге]’я позволяет утверждать абсолютную непрерывность 
Ув [1]. 

Замечание. Условия теоремы во всяком случае выполнены, если 
граница Е исчислима. 

4. Для доказательства достаточности условий теоремы (%) нам 
потребуются еще некоторые вспомогательные утверждения. 

ЛЕММА 4. Если х.— предельная справа точка множества Е, то 
для достаточно малого й >> 0 однородное уравнение 


Р, (У (2) = У 9 (@) У 5 (1) =0 (4.1) 


1=0 


не имеет в промежутке [т,, х.-Ё] нетривиального регулярного реше- 
ния, удовлетворяющего начальным условиям 


У (2) =’ (2,) =... =У-2 (д) =0, (4.2) 


если только х,-- ВЕЕ. 

Доказательство. Пусть У (5) — регулярное решение уравнения 
(4.1), удовлетворяющее условиям (4.2). В силу замкнутости ЕЁ, хЕЁЕ 
и условие регулярности дает 


7 


У а (4) 7-9 (2) =0. 


1=1 


Так как 9, (2.) = 0, то из (4.2) вытекает, что У&-®(х}=0. 
Выберем й > 0 так, чтобы было |9, (2,)| > 0 в [5,, 2 И], и обозна- 


чим ) = ши |9, (2)|. Уменьшим, в случае необходимости, й так, чтобы 
[х, х-Р В] 


было также 


в<1, В< (4.3) 


А 
а , 


у 
тде К =шах », |9,(5)|, и чтобы‘точка х,-+й принадлежала Е. Обозна- 
д а,5 
1; 


1= 
чим, далее, 


р= шах |У&-9 (|= @-9(2")| @, <" <, 
[х0, хо-+ 1] 


Тогда, в силу (4.2) и первого из неравенств (4.3), будет 
[У(-2) (2) | < рй, ... ›|У (2) |< р} (%, <<. 


Допустим теперь, что 2°ЕЁ. Тогда 2, < 2" <. -+ В и У (1") =0. 
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Поэтому в точке х” уравнение (4.1) примет вид: 


К 
9: ("У") о @ К-Э 


1=2 


- 


Равенство это справедливо и в случае "ЕЁ. Из него мы получаем 
К 


Ар < |9, (2") У®-® (д") |= |} $: (@") 7-9 (") | < Крй. 


1=20 


Однако, неравенство ). < Кй невозможно в силу (4.3) и потому р=0, 
т. е. У (5) =0Ов [5., 2+ В]. 
С. Н. Бернштейн установил [(?), стр. 23—25], что если х, есть 
хо & 


ат 
( РЕЙ сходится 


левый конец дополнительного к Ё промежутка и ИЕ 
о 


хо 
для какого-нибудь «> 0, то в достаточно малой правой окрестности 
точки 1, любые начальные условия У«“К-2)(х,),...,У (2,) определяют 
одно и только одно регулярное решение уравнения (4.1). Этот резуль- 


тат вместе с леммой 4 приводят к следующей лемме: 
Хоа 


ЛЕММА 5. Если 2.6Е и ( 
Хо“ 
число> 0, то существует такое й, > 0, что для всех положительных 
№’, №" «3 число х(х,—й’, х, +!) линейно независимых регулярных резше- 
ний уравнения (4.1) в промежутке [1 —й’, х, +№] не превосходит Е —1. 
ЛЕММА 6. Если уравнение (1.3) имеет регулярное решение для вся- 
кой непрерывной функции А(х) и Е содержит более Е точек, то 
ь 
ах 
) [о (2) | Фо (2) | — Ра 


Ах 


р со, где а — некоторое 
Ге (=уГ < °°* р 


Доказательство для случая, когда Е конечно, дано С. Н. Берн- 
штейном ((?), стр. 32—34). Его методом проводится доказательство 


и в общем случае. 
[о 


[24 
Допустим, рассуждая от противного, что \ = 
о 
а 


(которое в этом случае нигде не плотно) содержит не менее А -{ 1 точки. 
Тогда в промежутке [а, 6] содержится не менее К дополнительных к ЕЁ 
интервалов. Выберем из них № интервалов (а;, В;) (1=1,2,..., К) 
и будем считать, что они расположены слева направо в порядке воз- 
растания номеров. Внутри каждого из них выберем меньший интервал 
(11 8): <<, < В. 

Лемма 5 позволяет утверждать, что с каждой точкой ХЕЕ можно 
связать такое число й,> 0, что, каковы бы ни были й’, й" (0<}’, 
№ <в,), число х(х—й’, 2+1") линейно независимых решений одно- 
родного уравнения (4.1) в промежутке [7—й’, х+ #"] не превосходит 
К —1. Можно считать, что ни один из интервалов (1;,8;) не пересе- 


< 65 и чмо 
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кается с интервалами 6, =(5—й,, 2+ 1,). Система интервалов 8., покры- 
вает множество Ё и по лемме Воге]’я можно выбрать конечную систему 
8, Е т этих интервалов, также покрывающую В. 

Отбросив часть из интервалов 6,,,...,дх„ и уменьшив надлежащим 
образом (с использованием того факта, что Ё нигде не плотно в [а, 6]) 
остальные до замкнутых промежутков, мы получим конечную систему 
замкнутых промежутков Д,,...,А,, которая будет обладать следу- 
ющими свойствами: 

1) каждое А, содержится в одном из интервалов б„, и содержит 
соответствующее 21. 


те и» 
у У, 8}. Хао. 


4) Е содержится внутри УД. 
у=1 


Из 1) следует, что число х, линейно независимых регулярных 
решений уравнения (4.1) в каждом из промежутков Д, не превосходит 
к —1, а из 3) и 4) следует, что п> Е 1. 

Мы построим теперь непрерывную фувкцию А, (5) таким образом, 
что уравнение 

Рь (У (2) = Аь (+) (4.4) 
не будет, вопреки предположению, иметь регулярного решения, что 
и завершит доказательство леммы. 

Положим 


| 0 ‚ если тЕ Уд, 
р (4.5) 


г (2) = т, 
м (2), если хЕ ХА,, 
У=1 


где и(х) —непрерывная вместе со своими первыми № производными 
функция, которую мы пока подчиним лишь условиям 

р, (и (^,)) = 2, (и (в,)) =0, А,=[у ву (=1,...,п), (4.6) 
обеспечивающим непрерывность А, (5). 

Допустим, что уравнение (4.4) имеет регулярное решение У’(2), 
и определим его вид. 

В каждом промежутке [№,, 41] $, (5) не обращается в нуль и потому 
однородное уравнение (4.1) имеет А линейно независимых регулярных 
решений У,,!(5),..., Ук (2), так что У (52) представляется в таких про- 
межутках в форме 

К 
У (2) = и (2) + № 3 Чу, (52), ЖЕ[ру А, @=1,2,..., п 1). (4.7) 
8=1 
В промежутках же А,=[),, у] уравнение (4.1) имеет х, линейно 
нозависимых регулярных решений 2,,1(7),...,2,„,(2), так что У () 
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представляется в форме 
ху 
У (=) = > 6,121 (2), ЕЛ» (=1,2,..., п). (4.8) 
1 
В 2% —1) точках в, › Ва». .-›Ал-в›Вл-1» Ап ЗНачения У (5), ..., У-® (5), 
даваемые выражениями (4.7) и (4.8), должны совпадать, что приводит 
к 2(п—1)Ё уравнениям относительно коэффициентов а.,; И 6,1: 
к ху 2 
и(® (5) У ау. 0) = У 6,2, 03) 


$=1 ф=1 


(У=2, ое: #=0, № С ‚ 1), ; (4.9) 
кода уд Уи 
се О р &—1). } 


Число коэффициентов а.,: равно (п 1)Ё, число коэффициентов 


5: —сумме Ух < п(^ — 1), а всего коэффициентов не больше 
%=1 


(ПА в (1) =2п—-Е—(п—®. 

Последнее число меньше 2 (п — 1)Ё, так как п > А-1. 

Таким образом, число уравнений превосходит число неизвестных. 
Свободные члены уравнений можно выбрать произвольным образом. 
В самом деле, условиям (4.6) можно удовлетворить при любых и(® (^,) 
и 0 (6) Е=0,1,...,К—1), надлежащим образом подобрав и®(\.)) 
и и® (ь,), так как $, (№) 0, (в) +0 (у=1,2, ..., п). 

Следовательно, можно так подобрать функцаю и (5х), чтобы уравне- 
ния (4.9) не имели решения. Тогда уравнение (4.4) с функцией А, (2), 
определяемой равенствами (4.5), не будет иметь регулярного решения. 

ТЕОРЕМА 3. Если уравнение (1.3) имеет регулярное решение при 
любой непрерывной функции А(х) в правой части, то каждое из этих 
регулярных решений будет удовлетворять условию С`\К-1) ($). 

Доказательство. Лемма 6 показывает, что в условиях теоремы 
У всякой точки Т—А, (ТА) существует правосторонняя (левосто- 
ронняя) окрестность, лишенная точек Г, и потому условия теоремы 
2 соблюдаются тривиальным образом. 


о 


Теоремы 3 и 1 непосрецетвенно устанавливают достаточность усло- 
вия теоремы (а). 


Поступило 
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(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе рассматриваются оценки конечной разности функции 
Чебышева + (х,К, 1) для вначений переменной х, достаточно малых 
в сравнении с величиной К. 


Как следствие этих оценок, получаются новые данные о густоте 
расположения простых чисел в арифметической прогрессии. 


В 1936 г. автор этой статьи показал (*), что конечная разность. 
арифметической функции 


9®=У ^(и) 


п<х 


имеет асимптотическое выражение для 1-—> со в форме 


9 (и) —$ (2) =и-о (и), (1) 
зе 

если и=х 
Позднее шеваш (“) улучшил этот результат, заменив указанную 


величину ий более точной; именно, он показал, что можно положить 


В 1940 г. Еосе]з (°) применил развитые для функции Д(п) методы 
к другим аналогичным арифметическим функциям, например, к функ- 
циям р (п), ^(п) и др. 

В этой статье, краткое изложение содержания которой было дано 
ранее (?), автор, опираясь на одну из своих прежних работ (°), 
получает асимптотическое выражение для конечной разности функции 


9(&,,)= МХ А, 


п=1 (тоа к) 
п<х 


где число №, т. е. разность прогрессии 1(-Н у (у=1,2,...), берется 
в свою очередь переменной величиной, граница изменения которой 
зависит от 5. Именно, в теореме 3 показывается, что эта величина 
имеет асимптотическое представление в форме 


фе (ь»), (2) 
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Е 
если и=2', 0 — постоянное < -_, < (ш2)^ и А— произвольное поло- 


жительное число, независимое от х. 
Тождество (2) имеет силу и в более широких границах изменения 
Е, но при современном состоянии наших знаний о нулях функций 
[. (8,7) на число К вужно наложить дополнительные ограничения, 
о которых речь будет итти ниже. 
В конце работы изложены приложения тождества (2) к проблемам 
распределения простых чисел. 

Теоремы 1 и 2, хотя и имеют вспомогательное значение в этой работе, 
однако представляют самостоятельный интерес, так как являются 
обобщением известных свойств функции 4<(5) на значительно более 
широкий класс функций Г. (5,7). 

Обозначения. 7 (п) —характер, принадлежащий модулю К; 
1. ($, )—соответствующия ему функция Дирихле; 


5 
2 


= (т) г) Ев, 


где 8=0, если /(—1)=1 и 8 =1, если Х(—1) = —1. 
Если 7 (п) — первообразный характер, то, как известно, 


Не 2 


где суммирование распространяется на все «критические» нули 
р=В--иу функции Д ($, х), т. е. нули, лежащие в критической полосе; 
ряд сходится абсолютно всюду для любого $р. 

Далее, известен результат Расе?а (7), что все «критические» нули 
функций [.(5,)), принадлежащих данному модулю № лежат внутри 
области 


с, ША (|| е) <в<1— Ш ([&|-е). (3) 


Возможное исключение составляют два действительных нуля <= 


и р, = 1 — р» некоторой функции Г. ($, у) какого-то ближе неизвестного нам 
характера 7, (п). Если у, существует для данного Ё, то у, (п), Г. ($, 1), 
Ро ир, мы будем называть «исключительными». 

Введем еще символ Ё (Ё), который определим условиями: Е (&) =1, 
если для данного к существует «исключительный» характер, и Е (&) =0 
—в противоположном случае. 

Наконец, пусть 


1, если =, 


_ = 0, если ХЕ Х,- 


ЛЕММА 1. Для всякой функции Г. ($,у), где х— первооб разный 
характер, справедливы следующие утверждения: 


1°. БЕ)» < Ш (+). (4) 
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2”. Образуем область О. следующим образом. Около каждого кри- 
тического нуля р как центра опишем окружность радиуса г<1 
и удалим внутренности этих кружков из полуплоскости в > —1. Оста- 
ется замкнутая область, которую назовем ШО,. Тогда всюду в О, спра- 
ведлива оценка: 


т (5,9) «еше --ше К (| -е) + ше (+ от. 5) 


3°. Пусть Е— любое действительное число; тогда в интервале 
(1, +1) найдется такое Е’, что 


в) «ев (ео) (6) 


вдоль луча, выходящего из точки —1-- Ш’ и идущего в направлении к 
ог’. 

Доказательство. Оценку (5) достаточно установить для с < 2. 
Известно, что всюду в полуплоскости с> —1 справедлива оценка 


Г’ 


г (^^) < +4з1+4), 


что вместе с классическим функциональным уравнением для функции 
(5, Х) дает 


ЕЕ, «ешь +е+ 36|, 


где 
х9=У(—5+-). 
Но = ро 
|; 68| < Хо ве Хо ве Х [5+1 
ам =м М >х 


где №М=[2|Е]] +1. 

Если теперь принять во внимание распределение нулей р со- 
гласно соотношению (3), а также, тот классический факт, что сущест-, 
вует О(шЁ(]Е|--е)) нулей р, лежащих в полосе |{—1|<1, то без 
труда получим 

№ [р < щЁ(]-е) щ (|+ 9-1? (&-е). 
их 


Аналогичным образом получим оценку 
УХ 5-м < щие) Ш (+ г" т), 
м 
если учесть, что [$ —р|>ги 


А виду" 


М п=Х 


О 


(|+ о), 


ое 


С 


ибо в рассматриваемой сумме |1—#|> 


3 Известия АН, серия математическая, № 1 
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На основании всего сказанного, мы легко убеждаемся в’ справед- 
ливости соотношения (5), если его левая часть заменена величиной 


Г” 1 
ТО-Ь-ЕО, 


т.е. 


Г <, О Е() > <г* п (|2 Не) + & (2) еше. (5) 


Оценка (4) получается из (5’), если положить там $=2 и вспо- 
МНИТЬ, ЧТО = (2, /) < 1. Неравенства (4) и (5’) доказывают (5). 


Наконец, чтобы доказать третье утверждение нашей леммы, раз- 
делим интервал (1,21) на у+2 равных частей, где у равно числу 
«критических» нулей, ординаты которых заключевы в (1,Ё+ 1). Оче- 
видно, что одна из полученных частей не содержит как ординаты р, 
так и 1=0. Если середину ее принять за #={’, а г положить равным 


1 
=(@-2 2), то подотановка этих величин в (5) уже доказывает (6), ибо 


< ША (21+). 


Прежде чем доказывать теорему 1, сделаем несколько замечаний. 
Пусть числовая функция а(п) вполне мультипликативна, т. е. 
для любой пары натуральных чисел т и п справедливо тождество 


а (тп) =а(т)а (п). 


Отсюда тотчас следует, что а(1)=1, если а (п) =0 

Если, сверх того, а(п) ограничена для всех п, то 'а (п)| < 14, ибо 
для любого простого р мы имеем 

| В ЕН пы . м 
|а (р)|< Иша (р”)/" < ВИ с=1, 
т > со т-›со 

Где с=р|а(”)| для *в=4,2,.:.. 

ТЕОРЕМА 1.—1°. Пусть в полуплоскости з>1, функция }($} 
разлагается в бесконечный ряд 


= 


19=У Я, 


п=1 


где а(п) представляет собой вполие мультипликативную функцию пере- 
менного п и не обращается тождественно в 0. 
Допустим, далее, что }(5) продолжается в полуплоскость в > с, 


1 
где в, < >, и правильна там везде, кроме, может быть, точки 5=1, 
где она может иметь полюс конечного порядка. 
Наконец, пусть для |{|—с0 внутри любой полосы 34 :<°8<1 
1(9=0(11°), 


где В—величина, независящая от &. 
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Тогда для любого <> и Т > 3 справедлива оценка 


М (в, Т) < веа-отьи-э ше В.Р М, (1,3), 


где М; (с, Т) равно числу нулей функции | ($) в прямоугольнике в<и<1; 
|| <Т; величины В,с,В‚,с,, Виь определяются из оценочных нера- 


венств 
Й 1 . 
зир |2 |-= } (; + и) | <В 
08| <со 


вы Ее ГУ, + #)|< В, В, = шах(В, В,), 


где 


2, --1 1 
о, = шах (* р ых в=2(4-- 2). 


2^. Если К равно наименьшему модулю характера х (п), то для 
1 
любого <> и Т>З 
МО Туве а-оЩЕЕт: 


где М№(з,Т) равно числу критических нулей Г. (5, у) в том же прямо- 
угольнике, о котором шла речь выше, а \ определяется из оценочного 
соотношения 
Ч. 
пах | 7 (+#) | «Е Те. 
|#<тТ 
Примечание. При современном состоянии наших знаний с 


рые 
росте величины | (э+#) [мы можем положить * 
А = = р С = 116 -- 5 
Таким образом, 
З т 
№ (в, Т) < №Ч-9 т” @ ще КТ. 


Доказательство. Введем в: рассмотрение функцию 


со 


1 ($) = 


которую будем называть функцией сопряженной } ($). 

Базируясь на основных принципах теории аналитических функ- 
ций и принимая во внимание, что а(п) есть также вполне мультипли- 
кативная функция, мы обнаружим полное сходство свойств обеих 
функций } (5) и }, (5), именно, }, ($) —функция правильная в полупло- 
скости с> в,, кроме точки $=1, в окрестности которой разность 
} (5) — 1, (5) будет правильной функцией. Кроме того, в силу принципов 
аналитического продолжения, всюду в полуплоскости с > в,, кроме 
точки $=1, справедливо функциональное уравнение 


($) = Р (5), (7, 
которое для <> 1 вытекает тотчас же из определения }, (5). 


* Эти постоянные вычислила В. Архангельская, базируясь на работах 


Е. ТИспюагзЬ?а (19). 
3+ 
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Это тождество позволяет нам ограничиться в дальнейшем только 
рассмотрением нулей } (5$), имеющих неотрицательные ординаты, так 
как, в силу (7), нули }(5) с отрицательными ординатами расположены 
симметрично относительно нулей }, (5$) с положительными ординатами. 
А для функции }, ($) все дальнейшие рассуждения справедливы и 
приводят к оценкам, которые тождественны с таковыми же для ] (5). 

Введем еще вспомогательные функции 


Е ($) = У а(п)ь (п)т*, р(5)=Н9Е ($) —1, 
®<Т я 
где в (п) — функция Мебиуса. 
Аналогично построим функции Р, ($), р, (5$) ий, (5), исходя из функ- 


ции /, (5). 
Принимая 50 внимание основные свойства вполне мультиплика- 


тивных функций, мы после элементарных вычислений получаем раз- 
ложение р (5) в бесконечный ряд для с >> 1: 


р()= У, 


®-Т 


где 


(п) =а (п) У! в (а), 
ат 


причем легко видеть, что |5 (п)|<а (п) для всех натуральных п. 
Положим, далее, для < =1иё>0 
|: 


(а, = (| а- и) |4 


0 


Если с=1--8, где 6 > 0, то непосредственное вычисление пока- 
зывает, что 


01-5, И) Ро ко я ы НЫ, 


аки 
®>Т п>тьт (тт) ^ Ш 


С другой стороны, известно (*), что для 0 <Ё< 2 справедливы оценки 


з 
=+шт) 
* (в 5 Я (т) а (п 
и 
®>т ° п>т>т (тп)! ТЕ ш 
Следовательно, 


Оке < (1+1) 
ибо 
ПИ 


и» для 1: 
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Но 


|2(5+#’) | <2 (в Я (у+и’) +1) 
для всех {|< Е 


Кена е 1+4 я а 
0 пт 


п 
1<т<п<Т (тт) 11 


«< -+тТ) т, 
ибо, как известно (“), 


УХ тм (ши) < РЬт. 


1<т<п<Т 
Следовательно, 


0 (5, г) < В*#" (+ Т) шТ. 


Аналогичные оценки мы можем получить и для функции 
1 
р \ 165 (2-5 21) 2 а. 
0 
Введем теперь новую вспомогательную функцию 


Е ЗА 
Ф (5) = (5—1) 5 (со =) р (5), 
где у равно порядку полюса функции [(5) в точке $ =1. Функция Ф ($} 
правильна всюду в полосе с, < в<2, и для любого $1 внутри этой 


полосы справедлива оценка 


сев) ехр (— 1) < 1Ф65)|< ©) |ехр(—57)), 


где с, и с, суть абсолютные постоянные. Поэтому интеграл 
— со 
1(°)= Фе Рае 
2.5.5 
сходится абсолютно для всех с внутри интервала (5, 2). 
Кроме того, замечая, что 
16 (3—1) | = р, (5-й) |, 
мы получаем оценку для /[(5) при любом $-=1 в рассматриваемом 
нами интервале: 


19) < \е Та (0,00, (4,0) = \ "(9 (о, Ти) - 0, (<, Ти) ав. 


О ( 
В частности, вспоминая оценки для О(5,1) и 0, (,1), мы получаем 


1 (=) < у ]п 12; [(1 +5) «< с (1 — В — 0). 


С другой стороны, известно (°), что для интегралов такого типа как 
1 (с) величина ш/(з) является выпуклой функцией переменного 5 в 
любом интервале, внутреннем к (с,, 2). Поэтому, в частности для 
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данного 5, мы можем написать 


ее с 2 


Г(в) < Г( 3 ее (а о" 


2 у «м ` 1 —1 
для всех значений сЕ (+ я! ны . Полагаем теперь 6 = (п Г (;)) 
заметим, что 


1 


а НОО р пе 1—2%+0(); 
1... 


о 


2 


4 
следовательно, принимая во внимание оценки для г(5) и 1(4-4 д), 
находим, что 


1 (с) < (1 ен (1(4--2))?°-! < В4 -9 Тьа-э щ4 ВТ. 


Но для о<1 
` со РЕ 
>» е Трои а > че 0(в,Т); 
0 
©ледовательно, для этих значений с 


0(з,Т) < В4а-9 ТьЧ-9 ш* ВТ. (8) 


Перейдем теперь к оценке величины № ‚(с,Т). Прежде всего заме» 
тим, что М, (‹,Т) =0 для с‹>1, ибо } ($) ея в ряд Дирихле; 
коэффициенты которого суть значения вполне мультипликативной 
функции. Поэтому в дальнейшем мы предполагаем с<1, ибо для 
с =1 доказываемая нами оценка будет справедлива в силу того, что 
У, (с,Т) полунепрерывна снизу, т. е. 


„шв, №, Т) = № (1,7). 


Далее, заметим, что‘ интересующие нас нули функции }(5) соста- 
вляют только часть нулей функции 
й (5) =1 ($) Е (5) (2—1 (8) Е (5), 
поэтому достаточно доказать нашу теорему для функции #1 (5). Эта 
функция правильна в полуплоскости с >> в,, кроме, может быть, точки 
5 =1, где она может иметь полюс порядка 2%; кроме того, в полу- 
плоскости с > 1 наша функция разлагается в ряд Дирихле и 
Нм № (5-11) =14 
в—-со 
равномерно относительно &. 
Все эти свойства й(5) позволяют применить к ней известную тео- 
рему Литльвуда [см. ("*), стр. 53], которая дает тождество 
т 
2 | МО, т, Пао \ 1 | (+) 92 — 108+) 14+ 


9. Т: 
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В Е в 
и \ агр 1 (а 27) 4 — \ ага № (а- 2.) а, 
где функция агсй (5) определяется как мнимая часть шй (5), а в свою 
очередь 


< 


шй ($) = \ 64 
сэ 
для точек полуплоскости с> 1; для точек же полосы в, <6<1 эта 
последняя функция определяется с помощью аналитического продол- 
жения вдоль горизонтальных прямых, не проходящих через нули и 


полюс й (5). №(‹,Т,, Т,) — число нулей №($) в прямоугольнике о<и<1; 
Т.<ё<Т, причем 7, и Т мы выбираем здесь положительными чис- 
лами, не равными ординатам нулей й ($); кроме того, Т, и Т подчи- 
нены еще условию 


И, М: 


1 
что касается чисел хи В, то х фиксируется между 5 и 1, а число 


в —-. 
Заметим, далее, что 
т 


\ ш |2 (8+) [4 —>0, 
Т: 


если Т, и Т будут фиксированы, а В —> -- ©, ибо, как мы видели выше, 
№1 |1 (8- :2)| 0 при В-> + < равномерно относительно &. 

С другой стороны, в силу того, что й (5) разлагается в ряд Дирихле 
в полуплоскости с > 1, мы имеем для некоторого положительного А: 


аго й (5) = (е-4<) 
равномерно относительно {. 
Поэтому в тождестве Литльвуда два последних слагаемых схо- 
дятся абсолютно при В —> - ©. 
Сверх того, часть этих интегралов, вычисленная между о<=35 и 
с = + со, ограничена при любом Т, ибо для <>3 


сз | © 


а со -ь 
о 


г 


т. е. \1($)>0. Поэтому для оценки рассматриваемых интегралов 
достаточно найти верхнюю границу изменения агёй(5) на отрезке 


‚=с--ёГ для г. 98 
Как известно, изменение агсй(5) вдоль кривой, которая не содер- 
жит особенностей функции #1(5), не превосходит величины (т-+1)т, 
где т равно числу нулей функции 1 (5), лежащих на нашей кривой, 
Для оценки величины т воспользуемся классическим приемом, 
который обычно употребляется в аналогичных случаях [см., напри- 
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мер, (*)]. В силу тождества (7), мы гмеем аналогичные тождества и 
для й($), т. е. 
й ($) =1. 0). 
Положим теперь 
2 = -НТ) +). 

“Эта функция правильна в круге |5 —3|<А, где В=3—‹,; на отрезке 
действительной оси [5,3] ее значения совпадают со значениями функ- 
ции 9 (5), которые последняя принимает на отрезке [ч, Г, З-+2Г]., 
Поэтому Число т не превышает числа нулей © ($) внутри круга 
ар р. 

Применяя к обоим названным кругам известную теорему Фепзеп’а, 
мы заключаем, что 


о < ВТ 2,75) у: 
Е А (З--Г)| ° 


Но, как мы видели выше, величина |531(5--2)| ограничена снизу 
положительной постоянной вдоль всей прямой с=3; поэтому 
т < шВ,Т для всех Т> 2,9. 
Таким образом, два последние слагаемые в формуле Литльвуда 
имеют порядок О (12 В.Т). 
Сопоставляя все сказанное выше с неравенством (8), заключаем, 
что 


1 т 
2% \ №(е,Т,,Т) аз < \ ша и) | 4+ т В.Т < 
а т 
Ш 1 
< \ 1 (&- рае -- 1 В.Т < В*-ЭТЬа 9 а ВТ а ВТ, 
т, 


ибо для Е > 0 справедливо 
шт (1-9 <:. 
Рассмотрим теперь два тождества. Возьмем, во-первых, произволь- 
1 
ное <> 8, гдес = (ш ВТ) *, и положим я =с— 6. В силу монотонного 


убывания Л (с, Т,, Г) при возрастающем с, мы можем написать 
1 


№(,Т,Т) <" \ № (<, Т,, Т) 43 < В4 4-9 ТЬН- в (п ВТ) 
-- 1 В.Г < № ВТ В -9 Тьа- 5) тз В.Т, 


- - 1 1 
ибо В° и Т`<1. Если же = +5, то эта оценка для М (с, Т,, Г) 
следует из теоремы Лепзеп’а, в силу которой число нулей функции 
1 
1 ($) в полуполосе °>5,;Т<Е< Т-1 есть величина порядка О (п ВТ) 
для Т> 2,9, откуда имеем 


№ (<, Т.Г < ТВТ < Во В.Г 
ибо 6 > 2. 
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До сих пор мы предполагали, что Т, и Г не принадлежат множе- 
ству ординат нулей функции 1(5$); если же мы теперь снимем это 
ограничение с величин Т, и Т, сохраняя только границы их измене- 
ния прежними, то прежде всего мы заметим, что всегда можно вы- 
брать два значения Г, < Т, и Т’>Т настолько близкими к данным Т, 
п ХТ, что: 

1) функции р(5), Е(5) и 1#($) сохраняют одинаковый смысл для 
всех значений переменного 7” в интервале Т < Т"<Т’и 

2) соответствующая функция й($) не имеет нулей, ординаты кото- 
рых лежат внутри интервалов [Т.,Т,] и [Т, Т’]: 

Но в таком случае, опираясь на тот факт, что при фиксирован- 
ном с функция М (с, Т,,Т) полунепрерывна снизу по переменному Т, 
и полунепрерывна сверху по переменному Т, а правая часть доказы- 
ваемой оценки непрерывна по переменному Т, мы без труда убежда- 
емся в справедливости нашей оценки для данных Т, и Т. 

Этим доказано первое утверждение нашей теоремы. 

Второе утверждение непосредственно следует из первого, если 
заметить, что для числа «критических» нулей Г.(5,/) справедлива 
классическая оценка 


м(53,3) <ш%; 


что же касается числа В,, то, как известно, его можно положить 
равным 


где с — абсолютная постоянная. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть х>3, 3З<Т<хя, 1<ЁЕ<х, [, Е — натуральные 
чина, (< №, (1, К) =1, А=оФ(А), 


о@е,)= У 


пП=(то8д К) 
п<х 


20) 
Тогда 
(2, =а + Е (Е) и м 


Ух ® Х =+0(5°). 
уз 


у 


и=тТ 


Доказательство. Известно, что 


(и, = У 75 (2, 7), 
где 


5 (2,7) = Хи) А (п). 


п<х 
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Суммирование распространяется на все характеры данного 
модуля К. 

Заменим в 5(х,7) характер Х тем первообразным характером х,, 
который порождает х; такая подстановка изменит 5 (5, у) на величину 
порядка О(шх К), следовательно, 


(а, В) =" № (1 5(&, у,) + О (ша ш®. (9) 


7 


Будем теперь предполагать, что ух— первообразный характер. 
Применяя известную теорему Е. Гапдац (°), получим 


т 
бе, Ьн = р 6,104+0 (т 
ат 


х 10? г.) 


тде а=1- (шг;)-". 

Нетрудно видеть, что последнее тождество не нарушится, если 
нижний и верхний пределы интеграции сместить в любые точки 
а-Н Г, и а 2ТГ,, где Т.Е (—Т-—1, -Т) в Т, ЕСТ, Т-+1). 

`Выберем теперь 7, и Г, в соответствии с леммой 1, т. е. так, чтобы 


Г (5,0 < ЕР 


вдоль лучей, идущих вправо от точек —1-- Г, и —1--2ГТ,. Далее, 
известно, что 


г(-т+и) <ш*(1#1+9. 


1 
Обе последние оценки для т (5, Х) позволяют нам первое слагаемое 


правой части‘ тождества для 9 (т, /) заменить суммой вычетов подин- 
тегральной функции, причем порядок остаточного члена. сохраняется 
прежним. Мы приходим к тождеству 


2 Г д? 21032 
5е00- Е,з —Вез > р) Х 5+0(=т”), 


Т1<у<Т»а 


где, ради сокращения, положено: Ё,=41, если Х=х. (п), т. е. есть 
главный характер то4 Ё, и Е =0 в остальных случаях. 

Применяя, далее, функциональное уравнение для Ё (5$, Х) и с00т- 
ношение (4) леммы 1, мы без труда найдем, что 


Воз т. ТВ, )=Е(-. +0 (в 2) -+ О п") 
в случае, когда х(—1)=1 и 


Кез т. (, ‚Д=Е (9-0 ат") 
для (—1)= —1. 
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Кроме того, заметим, что в третьем слагаемом правой части по- 
следнего тождества для 5 (7,7) мы снова можем заменить величины Т, 
и Т, соответственно на —Т и -+-Т иопять порядок остаточного члена 
не нарушится; следовательно, 


р Е 
5 -=БАНЕ к У +0 (=), 
т 

что вместе с тождеством (9) для Ф(х,Ё, 1) полностью доказывает нашу 
теорему. 

Прежде чем доказывать теорему 3, введем новые обозначения. 

Постоянные величины хи с, имеют, соответственно, такой же 
смысл, как и величины | и с, в прежней работе автора (°). Е со- 


временном состоянии наших знаний можно показать, что х = +=. 
Величины 6 и ^ имеют такой же смысл, как в теореме 4 настоя- 


> Й 
тцей статьи; = — произвольное малое положительное число < 5 з 


1` 1 г 
= =. > 0, в=1—06 > 0, с=с,а-"; положительное 


с’ так мало, что (1--2^) с’ — вс < 0. Натуральное число [< К, (11 №) =1; 
1 — независимое переменное, значения которого > 3; и=2. 
ТЕОРЕМА 3. Пусть натуральное число К подчинено условию 


4 << ехрс’(тх):-®. 


Тогда при х—> 


$ (и, та К, Не „(= Ачо(), 


причем второе слагаемое правой части стремится к нулю равномерно 


относительно величин Е и [. 
Доказательство. Пусть сначала величины А и Т подчинены 


‚тем же условиям, что и в теореме 2, а переменная у меняется между 
х и 2х. Названная теорема дает 


р =У ЕО — р хо № 9+0 (= =). 


Мет 


В этом тождестве у, в частности, может быть положен равным х; 
вычитая из тождества для Ф(у, Ё,[) почленно аналогичное тождество 
для ф(х, Ё, 1), мы без труда убеждаемся в том, что 


ОЗНА СЕМЕНА ВИ 
и, ы 


ий 1 


—=* 3% о Иа’ те --0 (==). (40) 


17 |<Т 
С, 
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Если теперь положить у=х-+и, Т=1“ и подчинить число К 
указанным выше условиям, то станет очевидным, что последнее слагаемое 
имеет порядок 


= 
О(х ?ехру шх 2) =0(1). 
Далее заметим, что 


у 
р? (у— 21°) = \ 0-1 40 < изв 1, 
х 


ибо В < 1; следовательно, 


О» А и (11) 
1 [у <Т ру =Т 
ОР. Ра 


Второй множитель правой части (10) можно теперь выразить через 
интеграл Стильтьеса от функции 2°-!: 


1 Е 
у а (= 4М,Т), (12) 
*) 


175 
о=0 
ь Е 


где №(с, Г) равно числу нулей функции [($, 7) в прямоугольнике 
|2 <Т, с<и<\1, исключая р=р,, если таковое имеется у нашей 
функции. 

К правой части равенства (11) можно применить известную формулу 
интегрирования по частям интеграла Стильтьеса: 


1 91 
— \ = -'а№М (а, Т) == № (0, Т) + ша \ № (а, Г) 1<-1 ав, (13) 
о 


0 


где с, равно наибольшему значению переменной ©, для которого 
6, Г)-6 0, 


Но, в силу элементарных классических оценок, 


М (0, Т) < ТюЕТ < 1° шх, 
следовательно, 
М (о, Р) 1°- 143 «х 


22 (0, Т)-+ шх ша=о(й”), те 


=—5 вн 
| 
‚> = 


ибо число 6 > 2, т. е. <=. 
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С другой стороны, в силу теоремы 1, мы имеем 
Аа, РОТ < шо, 


В упомянутой выше статье автора [см. (°), теорема 1] было показано, 
что 


Нити ОГ 902) °3 
ибо для достаточно большого х справедливо неравенство 
ШАХ (Шх). 


Следовательно, 


М (в, Г) 23-1 4в < Пед! +” д 61-1) < 


=> 
оне 


«< ш‘хехр [(1 -- 2) с’ — вс)] (а 2) -*==0(1). (15) 


Сопоставляя соотношения (9) — (15), мы убеждаемся в справедливости 
нашей теоремы. 
Следствие 1. Пусть 


м 


р=1(тоа К) 
р=х 


(р пробегает все простые числа <т и принадлежащие прогрессии 


рЕ(то4А)). 
Тогда, если п и Ё подчинены тем же условиям, что в теореме 3, 


имеем 

Вт р (т и) 2 и 
кан, В ке, и Е о (д), 
ибо, как следует из классических оценок, 


+ (ви, ^, Ю— фсе, К, ий (2 18.22). 


шх 


к(-Ни, Е, —т(х, К, = 
Из теоремы блесеГя [см. (*)] следует, в частности, что если № < (ш2)^, 
где АЬ— любое положительное, то 


и’ 


, я 
пей ВО Не 


Поступило 
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0 КОМПЛЕКСНЫХ НУЛЯХ Г-ФУНКЦИЙ ДИРИХЛЕ 
(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 


Работа содержит новую оценку числа Г-функций Дирихле, имею- 
щих нули. вблизи единичной прямой; результаты статьи являются, об- 
общением известной теоремы Ю. В. Линника (1). 


Введение 


В 1944 г. Ю. В. Линник доказал ('), что число О Г-рядов Дирихле 
с характерами у (то4 2), имеющих хоть один нуль в прямоуголь нике 


ие = и 4 | <4в“Д, 


где > шВ> 5 (Б) > 1 (Б) и ^_> О—малое фиксированное часло, удовле- 


творяет неравенству 
9 < ехр(А(*) 3(Р)), 


где число А зависит только от >). 
В настоящей работе автор расширяет имеющиеся сведения о рас- 
пределении нулей Г-рядов, обобщая метод Ю. В. Линника. 
Чтобы сделать более понятным содержание доказываемой ниже 
теоремы, приведем одно ее 
Следствие. Во всяком прямоугольнике 
а ата, 


1 
4 
где О <= + зе, |492 и е фиксировано, из числа Г.-ряд ов с харак- 


терами х(то@0) могут иметь нули не более чем 24° 1-рядов для 
достаточно больших О (А—абсолютная постоянная). 

Аналогичное следотвие может быть сделано из результата (") 
Ю. В. Линника лишь для |7, | =0 (11°)), где с—постоянная. 

$ 1. ТЕОРЕМА. Дусть [.($, 7: 1.(8, Хз), ---› С. (5, Хе(р) в6е [.- ряды. 
с характерами У(тоар), 1>).>0 произвольно и $(В)=ф — число, 
удовлетворяющее условию 


шр> (р) > (вр). (1) 


Пусть О (р число [.-рядов, имеющих хоть один нуль в прямо- 
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угольнике 
а док тает ТО, (2) 
где Т, — любое действительное число. Тогда 
О < ехр(А (7.) 3 (2) +28 т ш ОТ), (3) 
где А())— постоянная, зависящая только от \. 
В процессе доказательства сз, с,,... обозначают абсолютные положи- 


тельные постоянные. 
$ 2. ЛЕММА 1. Пусть Г ($, 7) (/—неглавный характер’ тоа В) 
имеет нуль 1 =В. И, в прямоугольнике (2). Тогда он имеет нуль 


ро = Во + 2% при 
тия уг ха ОХ 
и не имеет других нулей при 
1 
>В -Р терр, | —2&|<1ш“РТ. 


(Возможно, что р, =р,). 
Доказательство. Пусть в прямоугольнике 


1 
= 4 
>28, Ртерт, [6—2] <Ш РТ. 
нет нулей. Тогда лемма доказана, так как в качестве р, можно взять рь, 
Поэтому остается разобрать случай, когда в этом прямоугольнике есть 
нули. Возьмем один из них, например, р, =В,-Р,, для которого 
1.—Т, < В -Т, |+ РТ < “БТ, 
и построим прямоугольник 
1 
ь ” к 4 
1 >> 8, Ерзрг: [4.—2| < “РТ. 
Тогда в этом прямоугольнике или нет нулей и лемма доказана, или 


есть нули. В последнем случае продолжаем этот процесс, выбирая 
в последнем прямоугольнике нуль р, =В,--2ё., для которого 


|5, —Т, |< 10РТ-- “ОТ = За^бТ, 
и так далее, так что для р,=8В,-- 2, имеем 
Луи Т: 
Каждый раз при продолжении этого процесса мы приближаемся 


не меньше чем на ш*ОТ к прямой с=1, на которой и за которой 
нет нулей. 


С . 1 
Из условий (1) и (2) следует, что аль -е и меньше чем через 


1 
т; "РТ шагов мы наверное найдем р,, которое можно принять за р». 


При этом ух ш?ОТ и |2, —Т,| < БТ, что и требовалось доказать. 
$ 3. Обозначим через р, нуль Г. (5, у) и пусть 


1 (5) =- 


т (5.7), ХЕ Х-Х,. 


(х, —главный, у, — исключительный характер). 
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Мы будем пользоваться леммой ТИсЬтагзВ?а: 


|1) — Я тр (121-42). _ (4) 


152% |<1 


Положим 
Е, = 10с,, в, = Вь - (Е, шОТ)-*. 


ЛЕММА 2. На прямой «=, существует точка $, =, +“, обла- 
дающая следующими свойствами: 
т: | —& |= Ш ВХ: 


2. о где с ШОТ>РЬ® 


10 
э. [Я (2) 1 > = шрРТ д4я $, = 5, г, г= (10° &, шЬТ)-*; 
: ь. [1612 БГ для з=в, + и, |1[—&|<(шшрТ). 
Доказательство. Берем у, 5. = -- И, и из (4) получаем 
Я1(.)= ХМ Я— р (5) 
152—251 Ё 


где 
[О (5,) | < « шШБ(Т-+ш"ЬТ+2) < 2, ш2Т. 


Все слагаемые в сумме (5) положительны, так как 
1 
9% > Ты рт 


(для достаточно больших 0), что подразумевается и для многих других 
неравенств), но 


1 
Е = в =:/8) ]п РТ, 
следовательно, 
|1 6.) [> шРТ— 2, шрТ= =, ш 2. 
Оценим |/(5)| сверху в полуполосе <> <, |1 —& |< ш* ОТ. Заметив, 


что число пулей Г. ($, У) в критической полосе, лежащих между 2 и 2-1, 
меньше чем с, шО(]|2|--2), получаем 
в 
1)1< У |+ 12 (1+2) < с, ше РГ. (6) 
15-Р; < 1 } 
Рассмотрим новый сегмент 
в=5; | <(ШШОТ)’. 
Если на этом сегменте | } (5) | < 21|} (5,) |, то 5$, принимается за 5,. Если же 
11 (5)|> 211 ($,)|, то рассматриваем точку 5, =, --И,, где достигается 
тах | { (<) |, строим около нее сегмент 
в=а, |[#—&|< (Ш ОТ)}* 
и повторяем рассуждения с точкой $, вместо $,. Этот процесс заканчи- 
вается на некотором $, (после у—2 повторения), так как если 
11 ($5) [> 215, 
ГА 


4 Известия АН, серия математическая, № 1 


5 о ИД К. А. РОДОССКИЙ 


и если ИН . 
я—2.> 722 (шшрт-+ т, «+ 2%.) з 
то, не выходя из сегмента И [2—2 ]|< < ОТ, найдем, что 
11 5.) | > 2. ш* БТ, 

что противоречит неравенству (6). 

Таким образом, мы находим точку $, =0.-“., обладающую свой- 
ствами 1°, 2° и 4° леммы. Докажем свойство 3°. 

Пусть |1 (5,)|=РшЬТ = М.. Рассмотрим круг 

|$—5 |< (10*А, шрТ)". 
В этом круге 
%1(9)= ХУ Я— „+0 (9, 10 ($) | < 2, № БТ, 


13—92 1<1 
следовательно, 


я/9= Хх ^2+я06 
[8-Рк |< 1 
с вполне понятными обозначениями. При $ =$, 
хо в <Я 691 < М, шт. 
[30—Р« |1 


"Легко видеть, что 


С0$ фк 5()8 
Е может измениться не больше чем на 50 о 


когда $ движется внутри нашего круга, т. е. 
Хх в <2| У в ам, ОГ Зе, шт 


18— рж| 1 р. к | =1 
и так как можно взять с, > 3с., то 


1987 (5) — 997 (5) | < ЗМ. + ш РТ < 40М,, 


следовательно, 


| пах 9% (5) — %%/ (5) | < 10М, 


в круге 
г, <, = (ТОК ПОГ, 


Беря т, = = ‚ на основании них Воге]-Сага\Вводогу, получаем 


О 


1 


Теперь, по теореме и 


М 
[5—5 |=-5° 


40М. 
> М. — тя 


81 
|961 > А | У 
‘ 30 
при |5, —$|<г=0,01и, = (10*№, пОТ)-*, что и доказывает свойство” 3° 
леммы. 


$ 4. По классической теореме Г-рядов, для с> ее 
+ 


19 = У (т) +96), 
(р) 


у 
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где суммирование распространено на все нули критической полосы и 
| (5) | < с, шВ (+2). 


1 
Функция } (5) регулярна для с > в, — г, | —*,|< > “РТ (см. леммы 1 и 2). 
Нам понадобится вспомогательная функция ], (5$), регулярная 
в полуплоскости с > в, —г. Составим сумму 
АЕ 
Г ($) = ть 
ох бы 
| 32% -— 30| > —=— 


где суммирование распространяется на все нули критической полосы, 
п“ ОТ 
=; 
Определим вспомогательную функцию }, ($) так: 
1 ($) =1 ($) — (Е (9) —Е (2+ и). 
Для оценки }, (5) разберем два случая: 
а) |2 —т | < (ш ш ОТ)’. В этом случае, используя формулу для 


числа нулей [.-ряда в критической полосе, лежащих между Ёё=п 
и ё=п--1 (см. вывод формулы (6)), получаем 


2+5. —5 1 
Р-Р (2+ и) < У п ЗЗЕРЫЕЯ 


для которых | З/—,| > 


13% т01> рт 
Отсюда следует: 
Ь ($) =) - (чи вт) для с=а,-—т, |#—*,|<(шШ№Ш РТ). (7) 
Ь) |:—ъ| > (ю№р7)}. Известно, что }(2-- <.) =0 (1). Поэтому 


а У (+ )+Ро+ко-ч@-к 0), 


- 2 --рк 
|Зрё- то < № РТ 
: 1 1 . 
Е(2+ | < У ни >| +19 (2 )1+0 (4) «1 РТ. 
139к- 01 < О у 


Е 
Далее, | 
11 ($) —Е ($) | < ш'БТ+ШшВЕ-2). 


Соединяя эти результаты, получаем оценку: 
|1, ($) | < 1 БТ-+ с, шБ(Е|-2) для с> г, (8) 
|1 —т,| > (ш Ш ЬТ}. 
$5. По лемме 2, 
тах |} (5)| < 2Р № БОТ, ©=«,, 
шах | } ($) | > > т РТ, е=а-тг=с,, 
| —* |? <(ш ВТ}. 


} : $ 
Тогда для функции Г (5—8) }, (5) 
&* 
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тах |Г (5—2) }, (5) |=М. <с.Р№шрТ, с=5,, о 
тах | Г ($ — 2.) |, ($) | =М, > с.Р№шоТ, с=а, (9) 


х 
в силу того, что |Г(5—%)|=0 (ЕО = ехр( —11#—*|) 
леммы 2 и неравенств (7) и (8). По тем же причинам следует, что 
максимумы достигаются при | —*,|< (шшрЬТ}. 
ЛЕММА 3. Существует точка $, =в.-“,, удовлетворяющая сле- 
Эующим условиям: 


ш 27 ы 
1. 6. = 0, + ьрг , К, =. (К,, ^), 


2. |“, —<|< (шт ВТ), 


^ 

3. |6) >. (в рт) * 

Доказательство. В силу сделанного вамечания о Г(5 — #%.), 
на с=оа, достигается шах | Г ($— <.) |, (5)| = М, и при этом |#—*| < 
<(ш: РТ}. 

Применяя теорему ПоеёзсЬ’а к прямым с=0, 6=ц,:, в=ц,, 
получаем 

М М М 
и, на основании (9), 


с 
во 


М, >с (п ОР) Чиа от 11 р 106 Киа ОТ 


о 6 
Будем считать ш т. < 0 и положим К, = А . 10 С ; тогда найдем, 
5 


что 
М, > св ОР)? 
Отсюда непосредственно следует, что 
А 
|7) [> сш РТ) 
ЛЕММА 4. Существует постоянная к, =, (,) такая, что для 
а, =(Рт)* 
2 А 
57 о 2% | > Ск (ш 22). Е 


Доказательство. На основании известной формулы ГаёМе\моо4?а, 


< хп) Л (п) те 
п) 7 п я 52—10 м 
НЕ ) Г (и — 5,) { (#) 4%. 


1 2-с 
Беря контур интегрирования по отрезкам 


Г, (в=5., |6—%|<№ш* ОТ), Г, (< 5<2, [#1 —*|< ш: ОТ), 
Г, (в=2, |ё—%| > ш? РТ), 
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проходим полюс % = $, и получаем 
со 
Хх (п) А (п) 
Г ДО 
п=1 


где А= ++) . Оцевим эти интегралы, принимая во внимание 
Ха т 1 


неравенство (6) и упомянутую выше оценку для Г ($). 


то 1? РТ п шрт 


| е ; : ш 1 РТ р 
111 = \ и - Черт + )| 1/64) 4 < 
Г1 по- 11 РТ 


АР доп 9. 
< шрТ. ехр (— ИЕ ро" ш? РТ < (вот) а 


Е, =6А, 
Е. 2 РТ а шт 
| о ®. ше РГ - ехр ( — - ) <(рту 2“ =0(1), 
Г2 
\ =0(1). 
Гз 


Следовательно, В =0(1), что и требовалось „доказать. 


$ 6. Рассмотрим Г ($, /), имеющий нуль в прямоугольнике (2} 
Напомним, что с, 


Р- = |*„—Т,| < ш' РТ. Введем число 


А юр 
№ = ехр (. г 


ЛЕММА 5. 
р ве 
| № о ея ЬтТ) 2. 
Р>№ . 
Доказательство. Так как мы то 


©э! 


у 7 (т,) ет. (т) е- 8171 =0 (4), п, = р^, ЕЁ 


7"1= 1 
Далее, 
ф ф 
| жу о = р РР - < М, шт > пр < № МТ т М, < 
2=^№ Р 2=№ р №0 р=м№ ы 
Е ра Е АА 
<(12т)*.^. В. тыр < (тр) * (т ЬТ)°* < (тт) “= 


2 
нь 
ы А 


о — бар к Я -- 
У |> с, (пт) РО о. 
Р>\} 
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$ 7. Обозначим , 
5(№)= У х(р) р"; 
р=м 
тогда справедлива 
ЛЕММА 6. Существует такое число №11 Е [№, 68,°], что имеет 
место неравенство 


- 
15 (№) > М1 27 (ш РТ). 


Доказательство. С помощью частного суммирования из леммы 5 
получаем 


я 5) (* а а (шт) -=. 


п>м Иа ПРО ТР 
со 81? 
Сумму У можно заменить суммой »}, так как 
` № \ф 
со со 1 
. з -—61т 
рев =). 
81° 81° 


Далее, ввиду того, что 
_8 Г ю 
бы обе < 04 


имеем 
81° 
шв 11 (в 1) 91 ш (в - 1) вп Уюрт 
5 (п ——- = е =, 
хх ( не ре Кое = о 
п=\ 
или 
С | Итог 
2 пп. | 5—4 Т 6, шп _5 У № 
= У [би ель" КР. 
пм ЗАБОТ „тот 


Предположим теперь, что 
Е 
15 (п) <п 2 ( ОТ)-*. 
Тогда. 
5:2 


а и а 


П=М 
Ки 


что невозможно. Следовательно, лемма дцоказана. 
те По лемме 6, 
15 (№1 > Му в РТ) 


$ 8. Обозначим 


ЛЕММА 7. Существует больше чем Ое`“®$ (шп РТ) ® Е-рядов и одно 
для всех них число №, ЕЛ, 5; 12] такое, что * 


15 (№,) [> №24 (в РТ) 
для всех указанных Г.-рядов. | 


АА 
сл 
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Доказательство. Пусть число М,, удовлетворяет условию 


ММ М, (Ш ОТ)*,, О. 
На основании определения суммы 5 (№), имеем 
Ом: 00-м: чот) 
— №1; “4 (п 2Т)-* = №1794 (ш БТ) (а— №9) > М4 (т рТ)*. 
Далее, 
А (М ОМ $ аш БТ) 9 М4 (а 0184 (в ОТ)-°)1- $ 


Нл 4 1-2 1 
Е Л и, следовательно, 


а, ОГ. 
Разделим сегмент [№ 6,*] на сегменты 
и О Е ба ад 
[№ ; |, [5=, |, -- = ый [+, *-], 
9 


число которых т < 1? ОТ. Следовательно, имеется больше чем ЕТ 


6:2 
Г-рядов с числами №, Е [, = . Каждому /,, соответствует зона 


6 5 
чисел №, Е [= | . Общая протяженность этих зон больше 


0. (шрТ)-* (#2). “в рт) 


6:2 
и они расположены на сегменте длины 5;„. Следовательно, они будут 


перекрываться хотя бы в одной точке М, в количестве, большем чем 


О ть — 6кзй ы 
рт а бы) 


зто и требовалось доказать. 
$ 9. Выбираем теперь целое положительное число у такое, что 


№ =мМ Ре“ 
На основании леммы 7 для наших [-рядов, имеем 
5 (М, о" =| У! х®) Е) > М: 9-24 (п рт)" = м: шт) *, 


п1< Уз 
где 


$ (п) = ыы и 
р1...Ру= та 
с. р - 9 
ЛЕММА 8. Дляп. < М,, |= (в) | < ехр (+ +). 
Доказательство. Если №, > О, то полагаем у=1; в худшем 
случае №, = №. Тогда 
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у 8% 
2 о 
2>№>Р, <, 


18.) < я 1<у<ер(1$). 


р1...ру=П1 


$ 10. Доказательство теоремы. Сумма (по всем Х., о ко- 


торых шла речь в лемме 7) 


У | х р: (п;) 5 (".) "> ре е- “ФМ? - 49$ (шп 0” > 


4а 15 № 
144 72 

ое -=$ (14а) фл 

> паре тие 68$ уе ЗА) > рые ( х) м. 


С другой стороны, так как М, > Р, то 


| Хх - 2 У 9 У ход, < 


Хх п1<М№з п<М№Мз п №3 


<> > № ит он. 
п<№ п1<М№ 
пл =п (шоа С) 


Сравнение дает: 
18 


144 
ап рту вт) зе, 


5) 
(за) ф+28 шоп ОТ 
О<е я ‚ 

что и требовалось доказать. 
Приложение доказанной теоремы к изучению распределения про- 
стых чисел дано в отдельной статье. 


Поступило 
27.1.1947 
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А. РЕНЬИ 


0 ПРЕДСТАВЛЕНИИ ЧЕТНЫХ ЧИСЕЛ В ВИДЕ СУММЫ 
ПРОСТОГО И ПОЧТИ ПРОСТОГО ЧИСЛА 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе доказывается, что всякое четное число есть сумма прос- 
того и «почти простого» (имеющего ограниченное число простых мно- 
жителей) числа. Еегтапп доказал это ранее только условно (при 
допущении гипотезы Римана). Доказательство основывается, помимо 
метода Виго Бруна, на одной новой теореме о Г-рядах. Устанавли- 
вается также существование бесконечного множества простых р, для 
которых р--2 «почти простые». 


В переписке Эйлера с Гольдбахом, относящейся к 1742 г., былин 
высказаны следующие предположения: 

1. Всякое нечетное число (>9) есть сумма трех нечетных простых. 

П. Всякое четное число (> 6) есть сумма двух простых. 

Первое предположение было доказано И. М. Виноградовым () 
в 1937 г. Второе не доказано до сих пор, но за последнее время было 
найдено много интересных подходов к этой проблеме. 

Из | прямо следует, что всякое четное число есть сумма четырех 
простых. 

Н. Г. Чудаков(?) показал, пользуясь методом И. М. Виноградова, 
что почти все четные числа представимы в виде суммы двух простых. 
Заметим, что первый результат такого рода был получен Л. Шнирель- 
‘`маном: он установил (°), что множество четных чисел, представимых 
в виде суммы двух простых, имеет положительную плотность. 

Другие результаты касаются представления всех без исключения 
четных чисел. но в форме несколько более общей по сравнению с фор- 
мулировкой Гольдбаха. Начало этим исследованиям положил Виго 
Брун в 1920 г. 

Виго Брун(“), пользуясь элементарным методом эратосфенова 
«решета», доказал, что всякое четное число может быть представлено 
суммой двух нечетных «почти простых» ‘чисел, т. е. чисел, имеющих 
ограниченное число простых множителей, а именно < 9. 

Метод Виго Бруна был уточнен рядом авторов, постепенно снижав- 
ших число простых множителей. Лучшие результаты были достигну- 
ты А. А. Бухштабом (°) и В. А. Тартаковским (°); они получили 4 
вместо 9. 
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Заметим, что второе предположение Гольдбаха до сих пор не 
удалось доказать даже с помощью известной гипотезы Римана, кото- 
рая позволяет решить большое количество нерешенных проблем 
теории чисел. 

Такой «условный» результат получил ТВ. Езегтапп (7); он пока- 
зал, что всякое достаточно большое четное число есть сумма простого 
и почти простого числа (последнее содержит не более 6 простых мно- 
жителей) в предположении, что гипотеза Римана верна для всех 
.-функций Дирихле. В этом направлении наилучший результат был без 
всяких дополнительных гипотез получен Бухштабом (*), который пока- 
зал, что всякое четное число может быть представлено в виде 
2М=р+П, где все простые сомножители [] превосходят (105 №), при- 
чем а > О— произвольная постоянная. 

За последнее время Ю. В. Линник доказал ряд теорем о нулях 
Г-функций [см. (°) и (1°)]; близкие, хотя несколько более слабые, ре- 
зультаты получили также Р. Тигап (*1) и С. Т.. б1езе] (*?). 

Во многих случаях [см. особенно (!)] эти результаты оказались 
способными заменить собою гипотезу Римана. Поэтому естественно 
возник вопрос о возможности применения таких результатов к теоре- 
ме Ез(егтапп?’а. В настоящей статье мы покажем, что это действитель- 
но возможно*. Будет доказана следующая теорема: 

ТЕОРЕМА 1. Всякое четное число может быть представлено в виде 


2М=р-+ Р, 


где р— простое, а Р— почти простое число, т. е. такое, число прос- 
тых множителей которого не превосходит некоторой абсолютной 
постоянной К. 

Что касается значения К, то для простоты доказательства мы не 
будем стараться получить наилучшее (т. е. наименьшее) его значение, 
которого можно добиться нашим методом. Все же мы дадим для К 
некоторую грубую оценку. 

Доказательство теоремы 4 будет основано на методе Виго Брувна. 
Одновременно доказывается и теорема 2, которую можно рассматривать 
как некоторый шаг в направлении известной гипотезы о существова- 
нии бесконечного множества простых чисел — «близнецов». | 

ТЕОРЕМА 2. Существует бесконечная последовательность прос- 
тых чисел р таких, что числа Р==р-2 почти простые, т. е. коли- 
чество их простых множителей не превосходит постоянной 1.6 

Как было замечено выше, идея доказательства теоремы 1 заклю- 
чается в замене гипотезы Римана в доказательстве Езегтапи’а не- 
которой теоремой о распределении (в среднем) нулей Г-функций. 
Понадобившаяся для этого новая теорема (теорема 3) получена путем 
обобщения и комбинирования двух методов Ю. В. Линника — метода 
«большого решета» (1*), который обобщается в лемме 1, и метода, при- 
мененного Ю. В. Линником в статье (°). 


* Краткое изложение результатов опубликовано ранее (13). 
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Имея в виду применения этой теоремы в дальнейшем, мы сформу- 
лируем здесь один ее частный случай. 

ТЕОРЕМА 35. Пусть А >> с, — некоторое достаточно большое число *. 
Тогда для всех простых р в промежутке А«р<2А, за исключением 

з 

не более А“таких р, и для всякого неглавного характера \, (п), принад- 
деожащего модулю р, Г.($, 7) +0 в области з=с4 И, в>1-—8, 
|2| < 105 р, где 8 > О— некоторая абсолютная постоянная. 

Помимо теоремы 3 мы пользуемся также результатами Е. С. ТиеВ- 
тпагзВ а (1*), А. Рабе?а (15) и С. [.. З1еве]?я ("°). 

В качестве оценки снизу для числа представлений 2№ в виде 
2№ =р--Р (р простое, Р— почти простое) мы получаем всего лишь 


М М у. С |. 
о (вып) а не о (овен). Такой слабый С этой точки зрения ре- 


105 
м 


зультат получается потому, что мы пользуемся суммой Уорд ре 


вместо суммы У1ойр, т. е. фактически рассматриваем только р, мень- 


М 
шие ———_. Делается это для того, чтобы вместо классических фор- 


(10в №) 2 


мул типа Римана-Адамара можно было применить интегральную 
формулу 7. Е. Ги еуоод”а ("): 


(®®) 


1 


1 


(2) 


Ух (и) А (пет = фт Г г-*45, (1) 


имеющую то преимущество, что она дает в теореме 3 сравнительно 
«низкий» прямоугольник, свободный от нулей. Впрочем, уточнение 
нашего результата в этом направлении не представит принципиаль- 


ных трудностей. 
Пользуюсь случаем выразить свою искреннюю признательность 


Ю. В. Линнику, привлекшему мое внимание к рассматриваемой про- 
блеме и помогавшему в моей работе своими ценными указаниями. 
Глава 1 


Применение метода Виго Бруна 


1. Пусть № — целое положительное, р— простое; положим 


102 2№ 
а, =10вр- езр (ру); (1.4) 
обозначим, далее, 
НИ (1.2) 
3<р<?мМ 
(2№-р,40)=1 
тде 
И. (1.3) 
25 р<(м)Е 


* В дальнейшем сл, с,,... означают положительные постоянные. 
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и пусть 
Н (2) = био © (1.4) 
| 3<р<®М 
(2М-р»Оо)=1 
р=11109 9о 
где 
Ре П р, 9, = П р, (1.5) 
- 2<р<р 
р<р<(2М)Е (р.2М)=1 
Тр, м)=1 


©, таково, что (0, (2№М —в,), 0,)=1, Т и Ар— постоянные, рт означает 
Т-е простое число. 

Если (1.4) содержит член а„, то, очевидно, (2 — р, 0» 0.) =4. 
Таким образом, (4.4) содержит, помимо членов, входящих в (1.2), 
только такие члены, для которых р/2М№. Но число простых делителей 


105 2М№ 
2М№ не ия ‚ так что, принимая во внимание неравенство 


а, < 108 2, имеем 
ном ном М. (1.6) 


1052 


В дальнейшем мы докажем, что Н (2М№) > с, ж . 
с› № 
1052 № 


чает, что существует такое простое р (в действительности из (1.6) 


Из (1.6) вытекает, что Н, (2^) > 


при №М>с.. Но это озва- 


следует, что существует О (аж такого рода простых чисел), при 
1 

котором Р=2/ЛМ — р делится только на простые, большие (2м№)^ . Сле- 
довательно, число простых делителей Р меньше В, что и доказывает 
теорему 1. 

2. Следуя В. Бруну, мы берем две постоянные 1 < #< А, и 0бо- 
значаем <=10о0й,. Через рт мы обозначаем наименьшее простое, для 
которого при > рт 


1 №4 1 
ь кои Ш ({- —)>> 
р—1 ( —1/- А’ 
038" 5 р< у ) Е 
1 
, В 

Полагаем, далее, У = (2№)". Значение постоянной В будет выбра- 
но в последней главе. 

Определим множество ЕЁ целых чисел, не делящихся на квадраты, 
следующим образом: в Е входят числа О=р,р,...р,0О., где 
р. >>... > р, причем (р,,2М№)=1, #=1,2,...,г, О, определено 
формулой (1.5) и 

й 


7 
№? . 
рт < р<У (=1,2,...,г); (1.7) 
, 1 
здесь г<2т-- 1, где т есть наименьшее целое такое, что У№”*1 <рт- 
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Само О, также должно принадлежать множеству Е. 


Обозначим 
Р(е, 0) = > = ое Но (2), (1.8) 
Е [@) 
тде (1, 0) =1. 
Следуя Бруну, получаем 
н(2м) > Уь (с. ) РОМ, 0), (1.9) 
СЕЕ 


тде и (п) —функция Мебиуса. Отсюда 
«М 1 
Е ыыы | (1-5) — У [Ве №), (4.40) 
ОЕЕ 


ф (0‹) 108 № 
Рт<р<У 
где 


(Во - 2 №)® 
„-!:-5 ЕЯ 


Й 
Возьмем й, = е“ =1,28... ий =1,25. Тогда получим ® > 0,75. Следо- 
вательно; 


Н (2М) >еак- У | Аа (2м) |. (1.44) 
ОЕЕ 


Остается только оценить остаточный член в (1.11). Это будет сделано 
в следующих главах, где будет показано, что 


У | Во (2М№)| Зем ; 
ОЕЕ 
и, следовательно, 


с. № 
Н (2№) > То" М для А Фе 
Как было уже замечено, это доказывает теорему 1. 


Глава 2 
Обобщение «большого решета» 


1. ЛЕММА 1. Пусть даны произвольная последовательность иелых 
чисел 1<п <п, <... < п2<Х, неотрицательная функцил в (п), число 
а< ИХ, не делящееся на целый квадрат, и число А такое, что 


Ах оз 
А<5у т Положим 


ао 
ны (2.1) 
т = тах 5 (п;), | (2.2) 
11 
- м 
5=У (т), Х=т, (2.3) 
Е! 
Я фо ба чб па (2.4) 


П= шоаа 
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Если р— простое, (р, 9) =1, А«р<?2А, то, положив 


бу р 8 (п}), О<л<ра—1, (2.5) 


т }=т по ра 
получим, очевидно, 


би = $, 5и-а Е Зина +. + $4 (р- 19. (2.6} 


Тогда для всех простых р таких, что (р, 4)=1, А«р<2А, за искаю- 


1 
и 19 О 
чением не более ——(-) А ‚ши для всех вычетов г то4 рд, за шсключе- 
1 


= 
9 
нием не более (ра) ‚ имеет место неравенство 


< г › О<и< 9—1, 


(24) 
где и==г то4 4. 


Доказательство леммы 1. Обозначим 


7 
5 (= У п е?“”л (2.7) 
1 
и рассмотрим 
р р-1а-1 
2 
1 @,)= \ У 35 (++), (2.8) 
—®ру=оу=0 
где 
о 1 
О ИО (2.9) 
(24)8^ 


" 1 
Очевидно, 8, <._х. Возводя в квадрат выражения в (2.8) и меняя 


порядок суммирования, получим 


дих РЯ опитуети и и ож) 
1) = У У вв») (Уе  '’)(Уе с} 
1-11 у +0 
у э®Кт)-п у)! 

е [. (2.10) 


—бр 


Отсюда 


11 2* |(п;—п;,)| 8, 


2 | (®; —п),) | 


Г (8,)=224 ХУ 8 (п) 8 (пу) 


п)-п)/=0 шоа ра 
п-т}, 


7 
 2ра8, У в* (пу. (2.41) 
1=1 


п В аз 
ольвуясь неравенством зта > «—--, справедливым при 0 < <1 


(мы можем им пользоваться, так как Зах) › получим 
` ха 
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2а- 
420} Х 
Тя) > 28, ра (1—8) у (2.42) 
Отсюда, в силу очевидного неравенства ри ‚ следует 
р1-1 не 
Теа (6ь) > 28 ар Уи. (2.13) 
т=0 
Аналогично, полагая 
8р а-—1 л 
и У 
(в) = \ х5(:+:) 4а, (2.14) 
—8р У=0 1 
будем иметь 
14 (8,)< 248, УХ вп) (2.15) _ 


п]-пр=0 пода 
и точно так же 
1 ное 28,4 У в: (2.16) 
и=0 
Рассмотрим теперь на единичной окружности ехр (2лё#) систему 
интервалов | 


у У у У 
он р ира 


где О<у<р—1, 1<у<49—1, а р пробегает простые числа такие, 
что (р, 4) =1, А«р<2А. Легко видеть, что эти интервалы не пере- 
крываются, так как при (р— р’) (у— у’) + (у— у’) = 0 


у У (#1 у’ > 1 — а: ЗЫ А 
5 - — = = — — > — 0 9 то 
Ще) р’ НЗ 7 РРЧ 7 624 $ Яр 
Отсюда следует, что 
1 


Я Пн) < 15 = У (и) <т?Х. (247) 
А<р<?А 7=1 
(р,а)=1 


С другой стороны, из (2.6) вытекает, что 
р-1 р-1 


У $и--7ла— 5 = о (.н—5* (2.18) 


Следовательно, из (2.13), (2.16) и (2.18) мы получаем 
р9-1 
Га (5,) 8 о (5) > 25, р4 я ( д и ) к У) Х4т? 
г р 3 . 


(2.19) 
== по а 


Рассмотрим, теперь, некоторое исключительное простое р, для 
1 


. 
® 
которого существует более (ра) %^ вычетов г по модулю р4 таких, что 
Ку 5 
ЧН > тре" 
1+9 


(Р9) 
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тде и == 1104 9. Отсюда следует, что для такого исключительного р 


5»? ,52 
№ (5,5 Е: (2.20) 
ыы Вов а (Р4) № 
или, подставляя значение 6, из (2.9), получим из (2.19) и (2.20) 
5 Х4з 5 Х4з 
Та (6) —14 (5) - бе Зы. > 15 гы (2.21) 
т (ра) * тА 


'Очевидно, Г (8,)— Г. (8) > 0 для любого р, и, следовательно, сумма 
Е (5,) — 1 (5,)], распространенная на все исключительные р, будет, 
согласно (2.17), меньше т?Х. 

Таким образом, если 0(.4) есть число таких исключительных р, 
то, в силу (2.21) и (2.47), 


5 Хз 
52 0 (А) <теХ, 
тА* 
или 
12 /Гт`\з . 
5(А) <" (1) А, (2.22) 


что и доказывает лемму 1. 

2. В качестве применения леммы 1 докажем лемму 2, но пред- 
варительно введем некоторые новые определения. 

.Известно, что всякий характер, принадлежащий модулю Д, не 
делящемуся на квадраты, мозкет быть разложен, и притом единствен- 
ным образом, в произведение характеров, принадлежащих модулям 
простых множителей числа О. Так, например, если О =ра, (р, 4) =1, 
то, каков бы ни был характер хр (п), принадлежащий модулю Р=ра, 


Хр (п) = Хр (п) Ха (п), (2.23) 


где Хр (п), Ха (п)—характеры, принадлежащие соответственно модулям 
риа. 

Если в (2.23) у, (п) не является главным характером, то мы скажем, 
что характер ур (п) примитивен относительно р. Очевидно, что если 
ур (п) примитивен относительно всякого простого множителя числа ДО, 
то /р(п) примитивен в обычном смысле. 

ЛЕММА. 2. Пусть 1 <п, <п,<... <п2<Х — произвольная после- 


довательность целых чисел, а< ре — число, не делящееся на квадраты, 
А— любое число, удовлетворяющее неравенствам 2% А< = У* ‚8 (в) — 
произвольная неотрицательная функция, 

т == шаха (п}); (2.24) 


пусть, далее, { (п) — какой-нибудь характер, принадлежащий модулю 
= ра, где (р, 4) =1, Азр< ЗА, примитивный относительно р, а р— 
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не исключительное простое в смысле леммы 1; пусть, наконец, 


_ 1054 й 
ве 105 А +1; 
тогда 
ЗтХ 
[льва бы <2"Х. (2.25) 
1=1 рэк 


Доказательство. Полагая хь(п)=х, (п) ха (п), будем иметь, 
в обозначениях леммы 1, 


а—1 
у Хо (п) 8 (п) = У а). ^Х (5. (2.26). 
1=1 и= 0 Т==и 10а 


0=т<р9—1 


Допустим, что р не принадлежит к числу исключительных 
в смысле леммы 1. Разобьем слагаемые в правой части (2.26) на две 
группы: для неисключительных вычетов с и=гто@4 будем иметь 
5 3,5 
ет ©0<13,|< 1. (2.27) 
+ — 


(24) ** 


Для исключительных же вычетов применим тривиальную оценку 


о (2.28) 
Следовательно, 
г а 9,5 0 
° т 
Ход) = Хо У [+1 (2.29) 
1=1 и=0 Т=и по0а а р "9 9 


где р, обозначает сумму, распространенную на неисключительные 
вычеты, и |1| < 1. Прибавляя и вычитая сумму 


а—1 
Уж У И (2.30) 
и:=0 Т=и 104 а 


распространенную на исключительные вычеты (на что указывает индекс 


(2) при У), получим, в силу очевидных неравенств 
тХ 


би, 5<тх, (2.31) 
а 
9—1 ь 
Зт хо т 
[еде 5465, 2 Хь(®) | < т (2.32) 
НЕЙ Ти 1004 а р Е 
0<т<ра—1 
Но 
мес) 0 (2.33) 
Т=и п0аа 


в силу того, что числа г==и ода, 09 <у<ра—1, образуют полную 
систему вычетов, а характер х,(п), по предположению, не является 
главным. Отсюда непосредственно следует лемма 2. 


5 Известия АН, серия математическая, № 1 
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Глава 3 
Метод Ю. В. Линника 


1. ЛЕММА А. Пусть 


юр (3.1) 


—1-ряд с неглавным тарактером, принадлежащим модулю О. Если 
1. (5, Х) имеет нуль в области 


в>1—а, |#|<102?, 


где $ = с {и = ть ее ‚ и если 
(105 2} 
5, (М№)= У хь (Р)105р, (3.2) 
р<=м 


то существует число №, в интервале 


(10° ру 2 № 0», (3.3) 

где К, — некоторая абсолютная постоянная, такое, что 
19%) мт". | (3.4) 
Эта лемма в точности повторяет лемму У] статьи Ю. В. Линника (°) 


С а= и =>. Комбинируя лемму А с леммой 2 предыдущего 


параграфа, мы получаем следующую теорему. 
ТЕОРЕМА 3. Пусть 4— число, не а на квадраты, А— 
какое угодно число > с.; положим 
_ 1054 
ны 
и допустим, что К<10°?А. Тогда для всех простых р таких, что 
(р, 4)=1, А«р< 2А, за исключением не более Аё, Г.-ряд, принадлежа- 


ций модулю О=ра и образованный характером, примитивным отно- 
сительно р, не имеет нулей в области 


а 
9>1-рет» 11| <108 2, 
где 
1 
Ч 7500. 


(К, — постоянная, фигурирующая в лемме А). 

Заметим, что теорема 3 не дает никаких сведений о нулях [.-рядов 
с главными характерами или, что то же, о нулях самой <-функции, 
потому что главный характер не может быть примитивным относительно 
какого-либо простого делителя своего модуля. 

Доказательство. Пусть 0 (А) означает число «неправильных» 
простых чисел, т. е. таких, для которых существует хотя бы один 
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Г-ряд, образованный характером, примитивным относительно р, при- 
надлежащий модулю 2 = ра и имеющий нуль в области 


а 
ха1=4—4, |1| < 108* 0. 


с>1— 


1 
Согласно лемме 2, можно найти число №, в интервале (105 Р)?04 < 


< М, < Р*Кз такое, что 


Е (3.5) 


Очевидно, условия леммы А выполнены, так как, в силу < 105 А, 
мы имеем 


ня <ха< к если А>с.. | (3.6) 
(108 2}: 


Все эти №, лежат в более широком интервале: 


1 
(108.479 < М, < АК, 
Разобьем этот интервал на части 


а я р. А?КзК р 2?Ез- 15 


(3.7) 


{=0, 1, 2,..,, [10084]. 
Очевидно, что по крайней мере один из таких подинтервалов — обозна- 


| 
чим его через (В, 2В)—будет содержать более а чисел М,. 
5 


При А> с, будем иметь 
пы Ы (3.8) 
Интервал (В, 2В) разобьем, в свою очередь, на подинтервалы длины 
2 


Е) 3004 
В!-3994. Число их не превзойдет В 


< А*° и один из этих подинтер- 
валов будет содержать не менее 


= (3 .9) 


чисел М, , если только А > с,. Ввиду того, что при 0 < №, — №, < Ме 
и |5 (№,)| < №804 


15% (М,)— 5, (№,) | < (М, — М,) 105 М,, (3.10) 
будем иметь 


1—3004 
15% (№,) | > М, ; (3.11) 
если только А > с,. 
1 
Таким образом, более чем для 0 (А). А 1? «неправильных» про- 
стых р можно вместо различных М, выбрать одно и то же значение — 
именно, левый конец выбранного подинтервала. Обозначив это значе- 
: 1 
1 
ние через М№,, будем иметь (3.11) для каждого из числа 0 (А) - А 
таких р. 


5 
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Возьмем теперь целое у>1 так, чтобы выполнялись неравенства 
а № — АЗСЕР КЗ. (3.12) 


Тогда будет иметь место неравенство 


‚ 2 (+1) К. 05 А 
< м, . (3.13) 
и, следовательно, неравенство 
1 104 
< 180105 102 А ° (3.14) 
Определим последовательность целых чисел п;(]=1,2,..., 2) 


и неотрицательную функцию &(п) следующим образом: последователь- 
ность состоит из чисел, являющихся произведением в точности у (не 
обязательно различных) простых, каждое из которых <М,. Если 


рр... (3.15) 


— числа, образующие эту последовательность, то значение 2 (п;) опре- 
деляем по: формуле 


&(")=С (и) ] ю5р» (3.16) 
1 


где С(п;)—число представлений числа п; в виде (3.415), когда 
р., Рз, ...›Р, пробегают независимо друг от друга все простые значе- 
ния <М,. Тогда для всякого характера у будем иметь 


( Ухфювр)”= Ух) в (и) (3.47) 


р М> 1=1 
и, в частности, 


2 
( У 108 р)’=У (п) =5. (3.18) 
< №2 7=1 
Воспользуемся теперь леммой 2. Мы покажем, что всякое «непра- 
вильное» простое, для которого было выбрано одно и то же число М,, 
является также исключительным с точки зрения леммы 1. 
Сначала нам придется оценить 


т= шах (п) и =. 
1812 


В силу (3.13) и (3.14), после некоторых выкладок получаем 


А. (3.19) 
С другой стороны, 


(> =)" ты 


Ку < № ЗУ 180 
== ее > а А ‚ ели Ас... (3.20) 
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4 ИЕ 
Отсюда ы < А“, так что число исключительных (в смысле леммы 1) 


простых не превзойдет 
} ат 
-^ АЁ №. (3.24) 


Допустим теперь, что какое-нибудь из простых чисел, для которых 
мы имели 


О ей, (3.22) 


15.) =| Уха) 8) 


не является исключительным в смысле леммы 1. Тогда, согласно 
лемме 2, для рассматриваемого характера будем иметь 


7 


р 


7=1 


Сравнивая (3.22) с (3.23), получим 


хи) 8) |<. (3.23) 
А 12 


ее (3.24) 


или, в силу (3.12), 
75 7 
Аа", 
что явно невозможно при А > с,,. 
1 
Итак, все П (4) - А 1 «неправильных» простых принадлежат к чи- 
Ев 
слу <-5 4?" исключительных простых в смысле леммы 1. Таким 
образом, при А>с,. 
3 
О (А) < А*. 


Тем самым докззана теорема 3, если взять с, = тах (6,,С:, ..., С). 


Тлава 4 


Сводка некоторых результатов из теории Г,-рядов 


1. Обозначим, как в гл. 1, 
—ф 10& х 
РО, 2 Юре ое, © =. (4.1) 


ох. 
ф=1 109 © 


В терминах сумм Р(5, 0) результаты Е. ТисВштагзВ?а ("*), А. Разе”а (1°)} 
и С. 1. блере]”а (*°) могут быть сформулированы следующим образом: 


ЛЕММА В. Даля всех О<ехр (с,, И 10#2), за исключением кратных 
некоторого О,, которое может встретиться, и для (0,1) =1 имеет место 


Р(т, О-о 0 (6-8. (4.2) 
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При О,|Ок (4.2) нужно еще добавить член 


т 1(е 
Е они 4. 
0 (дог), = 
где => 0 произвольно, а с(г) зависит только от е. 
О-оценки в (4.2) и (4.3) справедливы равномерно относительно 
О<ехр (с, У 1ор=). О, обозначает модуль (если он существует), для 


которого существует нуль блезе’я в> т ‚ принадлежащий 
некоторому действительному примитивному характеру то4О,. 

Доказательство леммы В не требует никаких новых методов 
и может быть предоставлено читателю. 

2. Нам понадобится еще такая элементарная оценка: 

ЛЕММА С. 


РО .4 
(7, ©) << $ (©) аа, 
равномерно относительно О < Ут. 


Лемма С следует очевидным образом из теоремы 2 ТисЬтагзВ’а 
доказанной методом Бруна. 


3. Обозначим 


= р10Ех 
К, (2) = У х(рюБр-е * . (4.5) 


р<х 


Легко доказывается следующая 


ЛЕММА 3. Если у (п) — неглавный характер то4 О и Г. (5, Хх) не имеет 
нулей в области <> 1—8, |#| < 10#*0, то 


5 
К, (< (4.6) 


равномерно при ехр (105 2) < О <ут. 
Эта лемма может быть выведена хорошо известным путем из лемм 


2 и 10 Раре?а (1°) и лемм 12 и 15 ТисЬюагзЬ?а (“) посредством фор- 
мулы ГиИеуоо4’а (")): 


Ух®Атет=ы | 6, ОГ) У 45, (4.7) 
1 (2) 
где ТЕ . Сочетание теоремы 3 и леммы 3 приводит к следующей 
лемме. 


ЛЕММА 4. Пусть 4,—число, не делящееся на квадраты, А > с,., 
р. —простое, для которого (р, 4.) =1 и А<р, < ЗА. Тогда, если 


ь х)- - 


< 4482 (4.8) 
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&% 
_ 10841 108 41 ии 
ыы 21 > орд Ф1 =, (4.9) 
08 > 


где Е, < 105°А, то для всех таких р,, за исключением не более 
3 
А“ и всякого характера х (п), принадлежащего модулю р,4, и прими- 
тивного относительно р,, будем иметь 
52 


[К (2) | < сз’ а, (&.10) 


где 6, = (&.10*.К,)'. 
Лемма 4 легко получается, если заметить, что лемма 1 применима 


61 4 
при ка = и, в силу (4.8) и (4.9), 


> = 7500К, (Ё, {+ 1) < 108%. 
Глава 5 


Некоторые элементарные свойства множества Е 


1. Определение множества Ё было дано в гл. 1. 
ЛЕММА 5. Если О входит в Е, а (0) есть число простых дели- 


телей 0, то при М>с,, 


у (0) < 10105105 2М. 
Доказательство следует непосредственно из определения мно- 
жества ЕЁ, 

2. Введем некоторые обозначения. Если О=р,р, ... р,О, (р > р. > 
>... >> р.) принадлежит ЕЁ, то полагаем 
= Р,Ч4:, Ч, = Р24», ---, 4. = Рг4г› 4. = 9.. 

Числа 4,, 4»,...,4; назовем «диагональными делителями» числа 0. 


ЛЕММА 6. Если О входит в Е, то в Е входят все диагональные 


делители 0. 
Доказательство очевидно. 
3. ЛЕММА 7. Если О входит в Е, р, есть наибольший РОЯ 


делитель 0 и если выполняется неравенство 


1 
ро" Шо, 


2т-9 


0< Е 


Доказательство. Имеем 


1 
р < р. < У” приё=2,3,..., 2т--1 
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и 
ое 
рат < у*"+[>] приз = 2, ЭГ... 
Следовательно, 
8 2т-8 
А АИ А 
откуда 
2т-Е9 
ОЕ в 


и лемма 7 доказана. 
Следствие. Подмножество множества Е, состоящее из чисел 
О = р4:, удовлетворяющих неравенству : 


8 
и 
Ге а 
содержит не более 
2т-9 
У 
чисел. 
В частности, при т=0 мы получаем, что само Е содержит 
не более У? чисел. 
4. ЛЕММА 8. Подмножество множества Е, состоящее из чисел 
О = р,4:, удовлетворяющих неравенству 
[в 
р <4:^, 
содержит не более 
СозК 


чисел, где с‚„— абсолютная постоянная. 
Доказательство. Предположим, что 
4 1 
ур у" (то) 


Отсюда следует, как в лемме 7, что 


ки 
де Ор 
1 
так как О, < рГ. Таким образом, если р, < 4, то 


рта. 
11. 
вт 
и, следовательно, & < 2т--Т+8; а так как р, <У”" и 4, < рт+т4, 
10 мы получаем 


2т+т+9 ме: 

0 <У Ги < У» = 
при достаточно большой постоянной с,, (выбор с,, зависит только 
от значения Т, выбранного в главе 1). Отсюда получается наша лемма. 
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5. Нам понадобится еще следующая элементарная 
ЛЕММА 9. Пусть р" — последовательность простых чисел, обла- 
дающая тем свойством, что всякий интервал (А, ЗА) содержит 


з 
не более А“ чисел из этой последовательности. Тогда 


1 С24 
РИА КВ 
Доказательство получается немедленно. 
ЛЕММА 10. 


р т Сы Конь 
п<х Ё 

Доказательство нетрудно [см. (*]]. 

В дальнейшем мы будем часто пользоваться следующей оценкой: 
ЛЕММА 11. 

Сов 


Ф (п) > 1051 ° 


1 
Эта оценка следует из формулы Мегепз’а для П (1-5) : 
р<п 
Глава 6 
Доказательство основной теоремы 


1. В этой главе мы встретимся с характерами, принадлежащими раз- 
личным модулям. Условимся поэтому указывать модуль нижним 
индексом характера. Через у). будем обозначать главный характер 


то), а через У! — суммирование по всем характерам, принадлежа- 
(р) 


щим модулю О. Кроме того, положим х=2М. 
2. Нам нужно оценить остаточный член формулы (1.11). Начнем 


е формулы 
| ь 
Р(т, 0) = Ую@К,,@, @О-Ь (6.1) 
(9) 
которая легко следует из (4.1) ‘и (4.5). Рассмотрим какое-нибудь 


О=рр, ..РО, “множества Ё. Из леммы 5 вытекает, что если 


@ > ехр (108 2)°, то 


мы о. (6.2) 
р, > 0%“) > 2ехр (10& 1)*° для #>.си. 
С другой стороны, 
р рх®) < р 1овтювх, 
следовательно, 
= 1 < 11 105 105%. (6.3) 


108 — 
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Применим лемму 4 к (6.2) при фиксированном 4,; нам достаточно 
рассмотреть интервалы (А, 24), где А=2АВ, К=1,2,... и 


1 
В=ехр ((105 2)? ). (6.4) 
Рассмотрим сначала только ОЕЁ, удовлетворяющие неравенству 


0 > ехр (108 2)°, 
которое назовем «условием 414». Далее, мы предположим, что если 
р, есть наибольший простой делитель О и О=р!4., то р, не является 
исключительным (в смысле леммы 4) по отношению к 4,:. Это мы назо- 
вем «условием 2». Если оба условия удовлетворены, то применим 
к (6.1) разложение (2.23) и отделим в (6.1) члены, соответствующие 
примитивным характерам относительно р,. Принимая во внимание, что. 
{1, 0) =1 и, значит, Хр, (1) =1, а также, что Хр, (р) =1, за исключением 
р=р., мы получаем, пользуясь леммой 4, 
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Р(г,0)=—"_Р(,4))+ 0(=' В+. (6.5) 


$ (Ри) 
Если 4, = р.4, снова удовлетворяет условиям 1 и 2, то процесс может 
быть продолжен. Мы получим 


ее 


Р (г, 4.) 0 (2 Сы (2 т рт) Я .К6 В 


Р(х, 0) = 


108 4» 
Е 
108 э_ 


Е Рз) 


тдей, = 1 и так далее, до тех пор пока, после $ таких приве- 


дений одно из условий 1 и 2 не нарушится. 


28 
Если нарушится условие 1, т. е. будет 4, < ехр (1052)5, то мы 
воспользуемся леммой В и при условии 0,--4... получим 


ы Е „ть пе-—с18 105 х 
Вы О ЕЕ. 6.7 
СЕ м Ча 
если же 0,| 4..1, то к (6.7) придется еще добавить член 
ГЕ 5 ; 
_ (6.8) 
(но $ (0) о 
Здесь 4,, 4.,..., 4, обовначают. диагональные делители О и 
Ч 1, (6.9) 
108 5 


Если нарушилось условие 2, т. е. простое число р,., является 
исключительным по отношению к 40,.:, то лемма С даст нам 
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т 
_ (6.10) 


Чт- г. 


о нео [х: >) 


Итак, оценка сумм в (4:40 сводится. к оценке. членов следующих 
четырех типов: 


ты с(=) м. 62 
И Е 


Т в. 9% 2 , 
©) ое о, (№ о 


3. Мы будем суммировать отдельно члены каждого из этих ТИПОВ. 


пе-—с1вУ 108х 


Начнем с типа Г. Фиксируя 9 и 4..: и суммируя по всем возможным 


{т. е. по всем исключительным относительно 4:-:) значениям р...» 
мы получим оценку 


ея 1 

о. У —-. 6.14 

(Обь Б- (6.11) 
ы 9 › 05+1>3ехр(105х)# 


Применяя‹к (6.2) лемму 9 с В=2ехр (108 2), мы получим, что (6.11) 
не превосходит 


1 
Сао® (10 =) 8 


: (ны ева ; (6.12) 
4: « 


Суммируя по ть и применяя лемму 10, получим для суммы членов 
5 
типа [ оценку 


4 


1 аз 
а о. <Зеь для... (6.13) 
е 4 


5? 
4. Рассмотрим теперь сумму членов типа 1. Фиксируя ее 
получим 


2 — 
Сз.2 ехр ((105 = — свв И 105 1) (6.14) 
Вы 
потому что суммирование распространено только на 4,;:, меньшие 


®хр ((105 2) =). Суммирование по Е: и применение леммы 10 дает 


Ви< ПИЯ. — 0 (6.15) 


те (108 =) 
9 


5. При фиксированном — суммирование членов типа Ш должно 
а \ 


:. = 
быть распространево на значения 4,;.., Кратные числа О,, которое 
может встретиться. В силу лемм 10 и 11, получим 
<(е) 
9е 
бза 105° д х + р (6.16) 


има 


т 
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9 


Суммирование по д. Дает оценку 


3 


Ви < 6,, 2102 дехр —_ 1085 —108 0, ). (6.17) 


Хотя мы не знаем возможного значения 0,, но мы можем оценить 
правую часть (6.17), взяв ее максимальное значение при 1< 0, < © 
а это эквивалентно отысканию минимума для 


с (=) 0: *105 2+ 105 0.. 
Дифференцированием легко находим, что этот минимум, равный 
1 1051082108 (егс ()), (6.18) 


1 


достигается при 0, = (®-с (<) - 105 2)®. По теореме 51ере]’я, в каче- 
стве г можно взять любое положительное число. Взяв === - , мы полу- 
чим для суммы членов типа Ш оценку 


Ви < ЕС при 2 > с... (6.19). 


6. Теперь остается только оценить сумму членов типа 1У. Фикси- 


СЕ и ассмотрим сначала те члены типа ]У ля которых 
Чт ее 
7. 


^,<2. Для числа таких членов примем тривиальную оценку: 


их не больше числа всех элементов множества у т. е., в силу след- 
9 


ы 98 
ствия из леммы 7, не больше К. Таким образом, для суммы таких 
членов имеем оценку 


9 


Суммируя по ‚ получаем для суммы этих членов оценку 


т—1 


И 
ВУ < ст ‘ Е! 1055 для хе... 


2 
Взяв А> г ‚ будем иметь 
2 
2(1) ы 
Ву < 1053 для > Сао. (6.20). 
7. Рассмотрим теперь те члены типа 1У, для которых 


оуенечиущенелый 9 ай [51081082 ]. 


Так как А, > 2» при 4, > охр (108 2) и у< 1081082, то 
и 1 
рат А, 
Фиксируем =. Суммируя по всевозможным значениям у и применяя 
лемму 8, получим, что сумма таких членов не превосходит 


23 


У. к 
92 


дв р ИН, | (6.24) 
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ЕЕ Е ЕВЕ РЕВ ЕЫННЕ НЕ ТОРЫ В ЕЕЕНВАНЕНННЕ НЕЕ ИВА ВННИ ОА ри НИННН 


Выбираем окончательно значение А: 


ВЕ —18. 10*К,с,, 


2 


2 
(при этом, очевидно, выполняется более раннее предположение: В >) . 
* * 


Тогда для всякого > 1 


СэзУ 65 
3% и (2-4) ° 
ВА? 
Итак, из (6.21) получается оценка 
ет 6.22 
о р (6.22) 
. - 
С 9 ‚ находим 
и 
[бов] > 
В) Зе, 1052 У 2 5, (6.23) 


У=1 


Заменяя здесь все слагаемые наибольшим (т. ©. последним) слагаемым, 
получаем для суммы всех таких членов оценку 


(2) 


Ву <-——- для Же... (6.24) 


тт 
Итак, для > с,, при В=18. 10°К,.с,., собирая вместе резуль- 
таты (6.13) — (6.24), получаем 


У, [Во (2) |< В+ Ви-+ Аш АУ 8 < ее : (6.25) 
ЧЕЕ 
и, следовательно, 


для М > с,:. Как замечено в гл. 1, это доказывает теорему 1. 
8. Чтобы доказать теорему 2, мы исходим из выражения 


т р р (6.26) 


35р<м№ 
(р--2, 40)=1 


Все остальное остается без изменений и мы и аналогичным путем 
№ 
Нь (м) > р 


для № с,.. Таким образом, число простых р<М, для которых р-+ 2 


с. № 
«почти просто», превосходит Тем Это доказывает теорему 2. 


9. Нечетные числа могут быть, очевидно, представлены в виде 
суммы простого и почти простого числа так же, как и четные числа. 
Без существенных изменений получается 
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ТЕОРЕМА 1а. Всякое нечетное число может быть представлено 
в виде 2У-+1=р+ ?2Р, где р— простое, а Р— нечетное «почти простое» 
‘число, т. е. Р амеет лилиь ограниченное число простых делителей. 
Теорема 2 также может быть без труда обобщена: 


ТЕОРЕМА 2а. Существует бесконечно много простых р, для кото- 


рых рт «почти просты». Здесь т есть произвольное фиксированное 
(положительное или отрицательное) число. 


Эти теоремы допускают, очевидно, дальнейшие обобщения, но здесь 
мы ограничились формулировками лишь простейших случаев, наиболее 
близких к классическим гипотезам теории чисел. 


Поступило 
31.11.1947 
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0 ПРЕДСТАВЛЕНИИ ЧЕРЕЗ ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
ВЕКОТОРОГО СПЕЦИАЛЬНОГО РЯДА ДИРИХЛЕ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградевым ) 


В работе исследуется специальный ряд Дирихле, коэффициентами кото- 
рого служат некоторые арифметические функции. Для этого ряда Ди- 
рихле автор получает представления через определенные интегралы, 
аналогичные известным соотношениям для дзета-функции. 


Настоящая работа продолжает изложение результатов, получен- 


ных автором (°) ранее для функции 
фу (5) =$ (5-5) 5($— у). 


Напомним, что автор рассматривает функцию комплексной пере- 
менной $=^“--, предоставляемой для всех значений Ве($) > у-+ 1 
абсолютно сходящимся рядом П1т1сВ]е 


о ее, () 


п8 
п=1 
где 
а? у 
.Р. +0 и 1) 
ее 7.0, тен © ( 


(сумма распространена на все делители числа п), $(с) — известная 
функция В1етапп’а и для функции $,(5) имеет место следующее 
функциональное уравнение: 
1—5— 1— 
ев) == ( . “г 5) и). (ПО 


$--у $— 
ее 
В предлагаемой статье автор получает для функции $,(5) инте- 


гральные представления, аналогичные известным формулам Римана (*} 


и Римана-Зигеля (°) для $-функции. 
$ 1. Выражение через определенные интегралы функции 

и Е 

2 ($) =5($-+),($—у) на прямой $==5 и 


Обозначим 
“(0=Е(у+и), (1) 
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где 


НУ 5—У У) ($— у) М — У)] [4 —($—\)] „ " 
в (г в Се). 


Рассмотрим функцию 


со 


ф(2) = У а,(®) К, (2пз), 


й=4 


тде К,(у)— цилиндрическая функция. 
Вычзислим интеграл 
со оо со 
1=4\ 94) 2142 =4 (У а, (п) : К, (2хпз) - 1*-1 4х. (2) 
0 0 п=1 
Воспользовавшись соотношениями 


О 


В (тп) |=0(-у- ва ва 
получим неравенство 
Бе уе —2ппх е-2тх р. У». —2“(пх-х) . е-?тх 
[9 (2) < с Уп в — тт а. УЕ 


Я 1 


доказывающее абсолютную сходимость ряда. Из той же оценки для 
функции А,(2*пл)(*) вытекает абсолютная сходимость интеграла 


со 
\ К, (2кпх)тз-1 ах. 
0 
Теперь в выражении (2) мы имеем право поменять порядок сум- 
мирования и интегрирования, после чего получим 


(Е, 


ты Х = | кобньдх-12-5 ХА 
п=1 тЫ 
и так как 
х г ; 5 @, (п) 
вы Су) в-у=Х и”, 
®—1 


то окончательно имеем 


== У) ‚И$—У 
4 \ И. $%(5). (3) 
0 


Умножим обе части «формулы ны (") 


п о. 6 (— 2%) ® "+49 @) = 


$11 ку 1—5) =” Г) 
т и 


на 2’ и проинтегрируем по х в пределах от О до 1, считая 
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Ве (5) > у> 0. Тогда, полагая 


уй к &(— 25) к* 
Зы : ГАУ) ’ 


будем иметь 


Е (—У) 


1 —$— у 


и Ф (ват аз = ЕСМ а (Г) аиаа. 


$ — У 


- 


В силу известной теоремы 0б аналитическом продолжении, эта 
формула может быть продолжена для всех значений $; заменив $ 
на $—1, получим 


1 


1 
{+4 \ 5(5)2°-' 4х = д о \ (=) 25 аа, 
о д 


Ре АУ 5—1 — У 


со 


или, прибавив к обеим частям равенства 4 \ чае ах, 


1 со 


4 \ $ (5) 21а +4 \ И 
о { 


у РА Бей СБ РА ВЫ Г(— у) Т. (\) Е 
5—У $ {у ЕЕ) — 1— ($— у) 
1 [=] 


4 \ (=) Я Ф (2) <! ах. 


‚Принимая во внимание, что 


со 


+ (=) 2°—? т \ $ (2) г-*ах, 


мы можем предыдущее соотношение переписать в виде 


со 


а О 
: а а зу 15+) 
+4 } $) (1-9 аа, 


или, ввиду формулы (35), в виде 


ое енеае и 


($2 У) т 5—\ $ {у 


1+) РЕ \ 5 (2) (2—1 —27*) 4%. 


1 


1 ь 
Положив здесь $5= +, после несложных преобразований по- 
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лучим 


ое НЫ (+) +и} + 
а № 


8 (м) +8 (5+) + 2} \ ое с08 (Е п 2) ах, 


и (6) =Е и 
г (г о )* — у?] в (5). 


Эта формула аналогична известной формуле Римана для функции С ($). 
Аналогичный результат известен для квадрата $ ($). 


где 


$ *. Обобщение формулы Римана-Зигеля 


Исходя из известного соотношения 


со в-2 Е ‚ Е 
\ К (ат) Ч а) Ве (с) >> 0, 
[1 
мы найдем, следуя МеШт’у, что 
ры 
К, (а) = ь (г ан г 


Умножим обе части этого равенства на 21°! и проинтегрируех 
по т от 4 до ©: 


ь аа 
креатин тв = 
1 се: 
о — ыы а. 
к С ") 21 Ах 4с 
ая \ 
1 


г — 00 


Перестановка порядка интегрирования произведена здесь на закон 
| } ; 3 
ном основании, ибо интеграл, взятый вдоль прямой Ве (5) =-., буде 
сходиться, в силу неравенства 


Зи д 

5-05 е+у в—ч 

г | т 

и (=) г (= еее 
а 


2-14 | < с $ Маре а 
я: 


3 со т 
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В Е не 
со 

где АЬ— постоянная, а интеграл \ 2°°‘-1ах абсолютно сходится при 
1 


| | 
условии Ве (с) >> Ве (5) и равен $; следовательно, имеем 


с а в (9+ —у 
\ К, (ах) х°* 4х = т Г(ы .) Ве м, 
0 * 


Кр 


0 < Ве(5) <1, —5; загра<т. 


Положим а= еп, где в=е\; тогда 


— Е ке я 


(<—5) 


\ к, (2«гпх) хх "Ч =5 
й 


со 
2 


Умножим обе части этого равенства на а.,(п) и просуммируем по п от 
1 до со; справа поменяем порядок суммы и интеграла, что будет законно 
ввиду абсолютной сходимости интеграла и ряда. Тогда, принимая во 


внимание, что 


аз (*) — Ф. (с) = (&— у) (&- У), 


42 У. а, (п) | К ‚(2тгпх)х°* 4х = 


ны СЫ 
вы Е тн 25 (в) 4з. (1) 


®° («—5) 


3 
= с 


Функцию, стоящую под знаком интеграла, 


"т ееынь 


6 (с) = т? (<— $) 


5#-$ 


проинтегрируем по прямоугольнику, вершины которого лежат в точ- 


ках 
А(3—#), в(у+#), с(-т+и), р(-т—й). 


Ввиду наличия оценки |6 (5) | =0 (|1 |3?-2тве-""), интегралы вдоль 
ВС и РА в пределе при {> © обратятся в нули. 
Из формулы Саисву в пределе при # —> © получим 


84 Е. А: АНФЕРТЬЕВА 


ыы чт (> т) в) =°-* 


м (в—5) 


3 
= -— о 
2 


= А... В.А. ИА. -а- у Вау 


оы т Е 


— \ 6—5) 


А-а 
2 


и (2) 


где А,_„ обозначает вычет подинтегральной функции в полюсе $=0. 
Преобразуем интеграл, стоящий в правой части равенства (2), 
положив с=1—5с, и используя функциональное уравнение для Ф, (с): 


еее 


Мы получим 
тьме: 


° (в —5] 


1 Е 
-=-< 
а 1 


Зоо в а А 
О чит 


к. м" [6 —(1—5)] г 
>09 
Для вычетов же весьма просто получаются = выражения: 
ЗЕ = : 
ее 
И.» = ее 87%, 
т” ($— У) 
_ 8-2 | 
АЖ: = ву (5+) ы и г (4) 
Г (9) 5 (2%) -_,_ 
м — ее ААА РУ 
ры а : 
В боры 
А оне 
1 {У кт (1—8) ) 


Внося выражения (3) и (4) в формулу (2), получим 


су У „(з) ь 
ый а ) (= ) 45 =Г (=) г (=) кф, (3} = 


т (в — 5) 


22) $ 2») гз—У Г). $- 
= | «ЕЯ © = 
ГОУ В Звон 

м” [— (1—5)] в * [9+ (1 —$)] 
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км т (к (ть г) 1 а 
: м [<— (1—$]] 


= -— © 
Е т 


или, принимая во внимание (1), 


Г (+5) (= в-убеу = 


г (4) 6 (25) чу Г) (2) у 
м * (+4 5) т 


г ж* (У— 5) 
со 


+ 4е* У! а, (п) \ К, (2тепл) 52° дл + 
п-=1 1 
ео а -3-У— есь 


И к * [+ (1 3]] 


а, (п) \ К.(2кепх)х`'ах, 0 < Ве($) < 1. (5} 


Положив 


9% (5$) =Г (=) Г (>) 28°“ п-9°0 (5 У) 5 ($— У), 
мы можем написать формулу (5) в виде 
Ру ($) = и (в, $) + и (е, 1 — $), 


где 
Е г И а ее, 
и а о) __ 


ры Х (п) \ К,(2теп2) ат, 0< Ве (9 < 1. (6) 
=: 1 


Преобразуем функцию и (г, $), выразив все входящие в нее слага- 
емые через интегралы, взятые вдоль прямой, параллельной биссектрисе 


координатного угла и пересекающей ось ОХ между 0 и 1 
В известном интеграле 
со 2-1 (7) 
ы 3 
ди 4и= в ‚ у<Ве@) <, 
еж 


0 


интегрирования у введем переменную 1 посред- 


вместо переменной 
; тогда получим 


ством соотношения у={л и заменим с на 2—5 


ог Г А у 


а. 


+ (12) #4. 


Г 


Умножив обе части этого равенства на К,(2кепх) и проинтегри- 


ровав по х от 1 до со, найдем 
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со ов—1 Г (+= со со 
\ К,(жепх) 5“ ‘ах = Ак. К, (2тзпг)- т ` ут ‘ааа. 
| ео 


или 
со 


со . Аль: М ( р Е = 
\ Ку (2кепх) т @ИР = — ЕЯ | \ в ° \ %К, (2кепх) Нл (#5) ах а%. 
1 ат 1 


Перестановка порядка интегрирования совершенно законна, так 


как 
$—\ 
со 91-8 Г Е 
р р >) 
0 


Дар: : Е5 в 


\ &К, (тета) Л, (#2) ах, 
1 


а интеграл от функции 


умноженной на 2" *, абсолютно сходится, что легко установить, если при- 
нять во внимание выражение этой функции, полученное ниже [формула (*)]. 
Таким образом, 


\ К. (2епх) с" и Е \ Сы \ 2К,(2кгпх) Г, (х) ах а. 
1 0 


1 


Для вычисления интеграла, стоящего в скобках, в известном равен- 
стве 


С а... | (а) К. (62) — Б.Л. (а2) К. 4.162) | 
де ине м ь п У 


р т 
положим Б = зп, а=Ё (:=е*); тогда 


и (2) К, (2пеп) 
2 - (2)? п? : 


( 2 И А ЕЙ 
а 
1 


ибо при х-—> © А,(5) обращается в 0. Следовательно, 


\ К.,(2тепх)** 45 = 


28-1 | 5 У 
В) (З“з п) 7, (Е) Ку (2мев) — 741 (Е) К, (жет) 


ве — Е #2 (2тп)? 1 


#02: 


Введем обозначение: 
Л, (2) К.,(2теп) 
2 Лу 1 (2!) 2жеп Ку (2жеп) 


После несложных преобразований получим, что 


М (2, 2кеп) = 
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\ и (2*гпх) ‘ах = 
1 


ее 
2 2 2 М (2*, 2кгп) 


ь. 1 
К и б ° Е, —5 < Ве (5) < 2, (7) 
д 
М (2ки, 2*еп) 15 
Проинтегрируем функцию о (и) = тие  @ ° По прямоугольни- 


ку [6 вершинами в точках 
Аи, В. 000 (0<:<75) 


причем точку О вырежем полуокружностью малого радиуса е, что 
необходимо ввиду многозначности интегрируемой функции в точке и = 0. 

С помощью известной формулы ЮБагБойх (модуль интеграла меньше 
длины дуги, умноженной на модуль наибольшего значения подинте- 
гральной функции, принимаемого ею на контуре интегрирования), непо- 
сродственно устанавливается, что 


1т/и! 
пи (аи =0, 
> со АБ 
} С] 4] ) 
Пш ( ®(в)4# =0. : = — 
386 
Точно так же . 6/1) 


Пт \ о (и) аи =0, 


в: Рис. 2. 


так как подинтегральная функция на полуокружности малого радиуса 
г ограничена, а длина дуги стремится к 0. 
Таким образом, в пределе при #-—> со из формулы Саисву получим 


М (2ти, 2®еп) 15 ыы М (2пи, Эпет) 15 С № (и, Этап) 1 
\ и? т? и аи= \ и? т? из аи- и? т? и ди, (8) 
АВ ро 0с 


где под АВ и ООС мы разумеем уже бесконечные прямые и 


Л,(2ки) К. (еп) 
ти Л,+1(2ки) — жепК у (еп) |. 

На прямой интегрирования РО агег=0 и, следовательно, и=х; 
лалее, при интегрировании, пройдя по нижней полуплоскости, эгбх 
изменится на — т; таким образом, на прямой ОС и=е-"'х. 

Ввиду того что функция /,(%ж2) может быть представлена как 
произведение 2% на некоторую функцию от 2": 

Ль(2та) = 25] (2), 
мы получим следующие соотношения: 
Л бле- та) = (дна), 
2 (е-"х) Лу+1 (2ке -12) = 2мх Лу. 1 (2тт)е = 


М№ (2жи, 2жеп) = 


(7 
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на основании которых 


М (же-" т, Эпеп) =е-""* № (2тх, 2пеп). 


Тогда соотношение (8) примет вид 


—<°— 0 
М (2ти, 2*зп) ух М (2х, 2180) 1—5 
ЕЕ — —_—_ х 
- и? $ т? и’* аи д? - т? ат 
со- {Е со 
[© >) 
‚ ГМ ([2*х, 2кт) 1. 
(5—У А И 1$ 
- е(5- Уж \ ее 4х, 
0 
йли 
ПТ мены, Эна) Ч" Мана, жел) 
ти, жет и мае тЕнии СН (2, 2жгп) 15 9 
\ — ий и аи —= 91 р. ж.е \ дат я ах. ( } 
<о— 0 


т 
Положим в интеграле левой части и == (е=е 1). При этом пре- 
образовании каждое х получается поворотом и на угол - в положи- 
тельном направлении; значит, при такой замене переменной прямая 
интегрирования повернется на угол =. в положительном направлении 
= будет пересекать ось Ох между 0 и 1, т. е. 


У?’ 


- ео 
\ М (2пи, 2пеп) № (пех, Эк) — 


и, вследствие того, что «< 


И ДИ = А Ч. (10) 


и? - т? 2? — п? 
со — 0/1 


Таким образом, из соотношения (7), принимая во внимание фор- 
мулы (9) и (10), получим, после некоторых преобразований 


со —8 5 У в — 
4= ле и. г) Н ( 9] \ Мл, Зее (4) 
1 0х1 


На основании известного равенства 


со 98а (= = . 
\ Л, (ах) тах = ии МИ 
0 р + ') а 


9 


можно написать 


< аа 
\ Лу (ат) 2? аз = а (12) 
о г) г(:”) вниз 

А и 2 


(—+ < Ве) <э+2). 


Проинтегрируем функцию Ху. , (Жжи) и ° по прямоугольнику с вер- 
шинами в точках: 
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АИ), "ВСЕ, < 00О) 


причем точку О вырежем полуокружностью малого радиуса в. 
По формуле РагЬоих 
—Ве(3з) 
| лы 259 = а | < ть 
АВ 
где с — постоянное число; устремляя е -> ©, вовучим в пределе 


шо \ ^ , (21) г аг=0, Ши \ Л. (20 г =0. 
ых РИН а 


По той же а, ПагЬоих получим, что 


1 \ Л, (ти) и-* ди = 0, 
=—>0 


ибо на полуокружности малого радиуса г подинтегральная функция 


64) И] 


ограничена, а длина дуги стремится к0. 
На прамой ОР агет=0; пройдя 
по окружности малого радиуса е, и 
на прямой ОС приобретет прираще- 
ние аргумента — лё, т. е. и = е\х. 
Принимая во внимание соотноше- 
ние (**), получим 


Муна (же "ет" Л (кф); 


из формулы СзисВу. в пределе при #-> со получим 


—©ю— АМТ со 
ато А оо 
Лу (2жи) и ‘’ап=е А Эа жк: \ (а) т ах. 
со Е Й 


Вместо интеграла, стоящего справа, внесем его выражение из фор- 
мулы (12), предварительно заменив там а на 2ж; тогда 


И ео А 
. п8-—1 9 
Лу+1 (жи) и * 4и = 


: ее 


Положим в интеграле и=ех: Это равносильио повороту контура 


с Ч р 
интегрирования на угол та в положительном направлении и, таким 


образом, прямая АВ перейдет в прямую, параллельную биссектрисе 
1-го и 3-го координатных углов, идущую сверху вниз и пересекающую` 
ось Ох между 0 и 1 (на основании выбора {). Получим 


=> — Дл = РЕ сниь ле еЫ 
к Лу+1 (жет) х° ах м (=) == 


=”) У ий» 

т Г к 8 ==: 

Е ( 2 ( 2 п.Лу.,1 (22) 1 * ах; (13) 
8 у => 24 


или 


аналогично, 
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о Ге 


5—У 26° 


\ Лу (га) 1 ах. 
ой 1 


вое (Г (5) 5 (8+5) 56—9=- 5; 


тогда, внося в формулу (6) для функции и (е, 5) выражение (13) и соот- 
ношение (11), окончательно получим 


бу (с) =и (г, в) + и (г, 1—5), 


где 
и (е, э=г( = г (+) = И . \ Л! _-„(@тех) 2 * ах— 


Положим 


0/1 
порева рьДиЕ ЗУБ \ Л! +» (2тгх) 2° ах + 
п = [9 
ыеУ 2 М (2 пех, 2кеп и. 
+= \ и 4}. ьы 
=1 01 


Это разложение можно преобразовать к виду 
г (=) г (= =“): ($) ($— у) = 


ть (: =) Г (== иж д) ах 


+ Г о г(: =") ке \ (=, 2) 21 4х, (15) 
0 
тде 
от Сечь ие — 
Г(—5) 5 < М (2 хех, 2кгп) 
ие =й- 3.11, (2пгх) 282% Пи] , 
М (2тех, тгп) = - $ (2тел) (ем) 
ЖжехЛ 1 (2кет)  жепК 1 (жеп) 


Полученная формула аналогична известной формуле В1етаип”а- 
| рму 


З1ереГя для функции м Г (;) 2). 


Заметим, что подобные интегральные представления, когда инте- 
грирование производится по прямым, параллельным биссектрисам 
координатных углов и пересекающим ось между 0 и1, известны также 
для квадрата функции В1етапи”а (°) и для рядов Биле ег 


сде через у (п) обозначен собственный характер по нечетному модулю (°). 
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8 3. Третье интегральное представление функции ох, (5) 


Рассмотрим хорошо известное равенство 


ме 


п 45 
ЧС я я, ие =)’ 
а, (п) п! 
умножим обе части этого равенства на ——/ — ипросуммируем по п 
от 1 до с0; тогда получим 
[©] а-- от со 
4 а, (п) п*-1 с а, (п) ас 
А (1) 
у И 2т$ тс у ы $ 
п я ао 231 > п! 
тде считаем 
<: 2,. 0 Ве) < 5. (2) 


Перемена ри О и интегрирования будет здесь 


а, Е 


сходится абсолютно на прямой Ве (с) =а, 


законна, ибо ряд у = 
п=1 
ввиду условия (2); также и интеграл 


а-- со 
1 т а, (п) 
9 пу & 2 15—81 ор 
а—соё 510 


сходится абсолютно, что видно из неравенства 


со 
Ч 
а—Ве(з) д. (п) пве()—а \ Ее о 
< у (п) У ="! += -®Е. 2 603 жа 


Таким образом, из соотношения (1) получаем 


а--сот 


1 Се, а, (п) 8—1 1 А мфу (3—5 +1) 4 
ы ео? ро ея ото 
И<а<2, 0< Ве) <1—. = 


Функцию, стоящую под знаком интеграла, 


к (68—51) _ пб (8+1) 6 (9—5 у) 
вт “> у" Ве. у 


проинтегрируем по прямоугольнику с вершинами в точках: 
А(а— ий), В(а-+ и), СИ), 2(6— 1), 


где 0<Ь<1— 12%. 
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Ввиду наличия равномерной относительно * оценки 


а И 
———=О(е ?), о=т- 2 


. тб 
311 => 


для всех «с, лежащих в промежутке 
<‹<а, в пределе при {>< интегралы 
вдоль СВ и ДА будут стремиться к нулю, 
и по теореме Самеву получим 


й 


ас 


т. ® о авыны Е 
Эм ареречьЯ 8 
а—со: * 1 
Ь--соЕ 
1 м ж $, (<—$-@) 
= А» А 5: \ Е: Е ас. 
Ьооё 2 31 у 
Рис. 4 (4) 


где через А, и В. , обозначены вычеты 
функции ф, (с —-5-- 1), которые она имеет в полюсах о=5фуис=$--у. 
Простое вычисление этих вычетов приводит к выражениям: 


Не ЕЕ 
у зщ —— * | 

к } (5) 
В:-,= ет (1—2). | 
у. 2 мт м ) 


Подставим вместо интеграла, стоящего слева в формуле (4), его 
выражение (3) в виде бесконечного ряда; тогда, приняв во внимание 
формулы (5), получим 


а, (в) п 1 пу (1-25) 


а Еву 
па 1 (=-) 251 т 5 


ку 5 (1—2) О тФ, (8—$-1) 
$ У 29 ос 


29шж-— 5; 281 —- У 


ас. (6) 


Составим интеграл 
со со =— 
а вал ПИ 


— т У п 
Зи — 251 а 
0 п=1 ое т ) зщ ($ У) ы 


__ му‘ РУ (1-25) ] и ук Мэ (2®У ху) — зтужТох (4п У 2у) ] @) 
у > 


= Эка 


2511 ($—У) а 


На основании равенства (6), 


со ! 


ес и Ь:!-соЕ 
ржа с05 ук Мэ (4 У =у) — 511 уюЛэу (4* Ус<у) 1 Е те. (е—$-1) 
= \ иг. ть ас 945 


0 6-2 1-5 у 
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Произведем оценку подинтегрального выражения при малых у. 
Рассмотрим 


т (5+1) 
1 ф, (6—5 
5 = 5=: ь: У [1 
2 тт С: о 
Бо 2 п —— у 
или 
6-Есот 
1 Ф., (<—$5 +1) 
Ее ы АА 
2% ВО 23 
Б—соё = 811 Е: 


1 
где 2=-,. При больших 2 |5|< г ‚ т.е. при малых у © будет ве- 


личиной порядка У». 
В силу того, что при малых х имеют место приближенные соот- 
‘ношения 


в ху т» ем о 
7, (5) Га у) ‚ (7) ^ 5 ЕЕ ; ео 


©ходимость при малых У будет зависеть от того члена в приближен- 
ном выражении для функции 


с0$ ул Мэу (4 п У гу) — “п ум Ло, (4* У ху) 
БЕ ОЕ ОИ = 
1 р Е 792% ( (4кУ 29) 79% ( 4 У =) ] 
Е. [Е созук Ко. (4к И —- и , (+) 
У 
который будет содержать у эй Поэтому для сходимости при малых 


3/ необходимо, чтобы Ве (5) + -—6 <1, что выполняется при Ве (5) < 


- 1 (по условию 90<Ь<1— 2»). 


На основании асимптотических разложений, имеющих место для 
функций А,(х), /,(5) при больших значениях аргумента: 


К. (5) — = е*оовжу [1+0 (>) | Е 
деи Боно ТЕКО) 


получим, что 


К (И зу) — с И о . 
20$ (4= Уз") с 


4 


Лт 9) — т [4-0 (- 


рН 


> 


эп (4^ ИУ зу—=+-- 
+0 ( т о 
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Следовательно, функция (*) при больших у будет иметь порядок 
с08 (+ Из) 
«= 
Ку: у' 
если принимать во внимание только главный член 
в указанных асимптотических разложениях. 


Произведем теперь оценку выражения 


= тр. (в—$-1) 


и 


й 


Ку 


215 


с 


. 255 
ао РЗ 2. На 


при больших у. Для этого проинтегрируем функ- 
цию, стоящую под знаком интеграла, по прямо- 
угольнику с вершинами в точках 

Рае А(6-#), В(—с+и) С(-ес-й) 9(0—й), 

где с> 0. 

В силу упоминавшихся ранее оценок, интегралы вдоль отрезков 
АВ и СО в пределе при Ё —> с обратятся в 0. По теореме Сапсву 
будем иметь 


й Е м9, (9—4 1) 
а 


== с 
215 з 


5=А,- 
. тс р 
вов й В ЕЮ 
где А, — вычет подинтегральной функции относительно полюса 
$ =0— величина постоянная относительно у, равная $, (1—5). 
В нволученном соотношении произведем замену переменной 5 
на — 1; тогда 


соот 
‚| ЕЕ 
5=Я. Но г. 1 + @ 
ео 2811 > - У 
Но 
со - 
|а ( ан м 
|2 . ГА { т, 
ой’ 2-9 


вследствие чего при больших у имеет место следующее соотношение: 
у 1 
$5 = 01056 + О у)’ е > 0. 


Итак, необходимо, чтобы сходился интеграл 


со ыы 
* с0$ ( 4п Уз) 
Гу. у" _ 


А 


1 
что будет выполняться, если Ве (5) > —-;. 


Перестановка порядка интегрирования, в данном случае закон- 
ная, даст 
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В-оо? со = 
пы мф., (<—$-+1) пез. ( 6035 Мо, (4 У 29) — мпужЛ., (4= Узи) в 
21$ СС а у с. 
51п > м у 
Ь— со: 
Для вычисления интеграла 
С 4 
=: Я > 1 
м \ [605 ухМэ- (4/2) — зп упЛь» (4* И 2у)] 
Я) 
0 


приняв во внимание, что 
с03 ут - М (4= У ху) — т Ук У. (4* уху) = 


Лох (4 У у) — Ло, (4 У ху) 
2 911 ую 


= = созжк К,» (4= ИУ) 


используем известные соотношения: 
а 5 


К (4 И 2у) у ау= Г (1 - У) г(1— У) 


(Ра жоья 


я —1 Т (1 Г (1— У) 51 м (1— у 
\ 1, (4тУ зу) у‘ а4у= ан ты › 


5—8 >= 


СЕР 1 Г (1 -- у) Г (1— шл (1 
Л_2-(4к у ху у ‘ау= (Е-НУ) а ( о 


2—3 2 


заменив в них 1 —[ на у—с. После простого преобразования получим, 
что 


> 


5+1 $1 — У 
м. р 


2Г (е— +4 -У)Г (е—$-+1— У) с03 
№М= и. 


(2*)? (в—$+1) ОЕ Г. 


Подставляя значение вычисленного интеграла в выражение 
интеграла /, будем иметь 


ее. 
тб 1 а" 2$.) (е—5-1) Г (е— 1 -У)Г (9—$-1— у) Ф (с, - У) ас 
= — 
215 МЕ. яп о ы (2*)? @—=+45 2? 
где 
: сз 1-у е—$-+1— У 
Ф (с, $, у) = с0$ = п - 603 =: т 


Преобразуем подинтегральное выражение, приняв во внимание 
функциональное уравнение для ф. (т): 


Ф., (<) у ре 92т—2 
и оо к В А 


в котором положим * =1 — (5—5), после чего окончательно получим 
слелующее выражение для интеграла /: 


Ь-- сот 
1 мфу (5—0) 
д ` —— дб. 
И о оО ееКО 
р 
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Проинтегрируем подинтегральную функцию в последнем выраже- 
нии по прямоугольнику, вершины которого находятся в точках 


АБ), В(—Ь- 1), С(—6—#й), 2(6—1:4). 
Единственный полюс функции внутри кон- 
тура будет 5=0 с вычетом, равным ф, (5). 
Ввиду наличия равномерной относитель- 
но т оценки 
2 (1—ч-—с 
$, ($0) =0 (18| и 


я [Е 


= О(е *), в=з-+ы, 
= т Ь, 


интегралы вдоль прямых АВ и СР в пределе 
при #—> со обратятся в 0. Таким образом, в 


Рис. 6 пределе из формулы Содсву получим 
+ с9т 
й 1 в $. (8—5) 
о \ жа . =, (5), 
о 2 == 
ли 
6-- сот 
1 мфу (< 5) 
$. (5) вр мс 45- Г. 
ь аи. 5 


Выражение для первого интеграла, стоящего в правой части 
последней формулы, мы получим из формулы (6), если заменим там 
1—с через $; выражение для интеграла / возьмем из формулы (7); 
таким образом, получаем окончательный результат: 


$($-+у)5($— у) = 


- а., (п в ° в 8- У > 
= м 
Я С 7 Роз" 2608 ——* 
91-3 т] пу 75 (1—2) _ пуб 5 (42%) 
Бия ое а 
й Е: су 2 ма а" 2 т ос 
0$ Ук Мъу (& ) т У 4 ту 
.[ к Мэу ( а Ум эх ( к Уту) ау (&>0, 0 < Ве(5) < Пр 
Поступило 
16. ХГ.1946 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 


12 (1948), 97—100 


Б. В. ГНЕДЕНКО 
ОБ ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ С. Н. БЕРНШТЕЙНА 


(Представлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе излагается одно характеристическое свойство нормаль- 
ного распределения вероятностей на плоскости. 


С. Н. Бернштейном была доказана (') следующая изящная теорема: 

Пусть 5 и у будут две независимые случайные величины, имеющие 
равные дисперсии. Для того чтобы величины 

и=х-Ру, о=х—у 
также были между собой независимы, необходимо и достаточно, чтобы 
каждая величина т, у подчинялась закону Гаусса. 

При доказательстве этой теоремы предполагалось также, что хиу 
имеют необращающиеся в нуль плотности распределения. 

Цель настоящей заметки состоит в доказательстве следующего 
несколько более общего предложения. 

ТЕОРЕМА. Пусть на плоскости имеется невырожденное* распре- 
деление вероятностей. Для того чтобы это распределение было нор- 
мальным, необходимо и достаточно, чтобы моэжно было двумя различ- 
ными способами выбрать на этой плоскости такие оси координат 
ХОТ и ПОТ, в которых распределения вероятностей координат т и у 
точек плоскости, а также координат и и, были бы независьмыми. 

Доказательство. Пусть х,уии,о связаны между собой 


соотношениями 


= + Ву, 
© =а-- 6. (0 


Требование теоремы © различии систем координат ХОУ и (ОУ состоит 
в том, что из рассмотрения исключаются такие линейные преобразо- 


вания (1), в которых 
пы, Фе 


или 
и=Ву, 0=0%. 


Докажем прежде всего, что ни одно из чисел а, В а, 6 не может 
обратиться в нуль. Предположим обратное; пусть, например, В©, 
ах иу, а также и и 0 независимы. 


* Т. е. не сосредоточенные на какой-либо одной прямой. 
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Обозначим через }+({) характеристическую функцию величины 6. 
Тогда из (1) и условий независимости заключаем, что 


| (1) = }„ (@1), 
1, (<) = 7» (а*) - (56°), 
1 (@) - 1, (<) = 1 (в ал) + |, (6%). 
Отсюда вытекает, что 
1х (яё + аз) + {и (6) = $, (а) + }, (ах) - }ь(0*). 
Положим а = — ат; тогда 
Хо (6) = }. (— а) - 1. (а) . № (6*). 


В некоторой области |“|<Т }(5“)=0. Для этих значений *, как 

это следует из предыдущего равенства, должно быть |}, (а^)|=1. 

Известно [(*), теорема 12], что это равенство возможно только в том 

случае, когда.Р {5 = с0п8(} =1 и, значит, распределение вероятностей 

вырождается. Условием теоремы такая возможность исключена. 
Изменим обозначения, положив в (1) 


ах=ДХ, Ву=У, 


а а 
ШЕЛ; ато ОЕ 


При этом независимость величин Х и У, а также 0 и У сохраняется. 
Равенства (1) в новых обозначениях принимают вид 

И=хХ- У, 

У=х су. 

Если распределение вероятностей нормально, то известно, что 
можно выбрать оси координат ХОУ так, что величины Х и У остано- 
вятся независимыми. В случае нормального распределения для 
независимости величин ( и У достаточно, чтобы 

В(0,У)=Е((-—ЕО)(У-—ЕУ)=0. 
Легко видеть, что 
В(0,У)=Е(Х-—ЕХ)*--сЕ (У— ВУ): = о; -{ со». 
Таким образом, если с выбрано так, что 
д, = — 66, 
то величины ( и У становятся независимыми. 

Для доказательства обратного предложения воспользуемся аппа- 

ратом характеристических функций. Согласно предположению, 


(0 = +9 Бе. (2) 


Докажем, что функции }, (2), }, (8), },, (2), №, (6) ни при одном значении # 
не обращаются в нуль. Предположим обратное: пусть, например, 
7, (#) обращается в нуль при некотором 1=&, Тогда, в силу (2), при 
любом х 


1 (# + *) > о с) =0. 
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1 
Отсюда, в частности, положив х = —-&, находим, что 


1: о = 0. 


с—1 


Положив в (2) +=0, #= 1, находим, что 


с—1 
/. ( С ‚,) = 0. 
Повторив эти рассуждения, заключаем, что 


№()=0 при = ("а (=0, 1,2,...) 


с 


1.0 =0 при = (а, @=4,2...). 


Подобным же образом находим, что 


№(0=0 при ё= —(е—1)ь (&=14,2,...) 
и 


№(1)=0 при = —(@е-—& (=1,2,...). 


Если с> 0, то либо о (при с> 1), либо е—1 (при с<1) по 
абсолютной величине меньше 1. Из предыдущего вытекает, что в этом 
случае для сходящейся к нулю последовательности значений { функция 
7, (#) обращается в нуль. Для характеристической функции это невоз- 
можно. 

Пусть теперь с< 0 и &— наименьший по абсолютной величине 
нуль по крайней мере одной из функций }, (2) и },(2). Из (2) находим, 
что: 

а) если },(,)=0, то либо },()=0, либо |, (1) =0; 

6) если [,(&)=0, то либо },(2,) =0, либо }, (с1,) =0. 

Если },()=0, то положим = —с*т, ё6х=*(1— с) =4.. Из (2) заклю- 
чаем, что в этом случае 


ме) (ее) =0. (3) 


Если [(&)=0 то, положив +=, {= —^, находим из (2), что 
1 —# 

4 (5) (Е) =0. (4) 

Наконец, если /,(сё,)=0, то положив &--с“=ей, = —т, находим 


(ть) (г) =0. (5) 


Равенства (3), (4), (5) противоречат предположению о {, так как 


с 1. 
ис Ис по абсолютной величине меньше 1. 
—с —_ 


Положим 
$: (В =ш (0. 
В этом обозначении равенство (2) перепишется в виде 


оО, (9 =.) 4, +09. (6) 
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Придавая Ё и < произвольные приращения й и й,, находим, что 


(ЕН, <) =, (Е-е АА) НЕЕ В с®,), (7) 


Фи (Е- В) $, (в) = „(ЕЮ + (Е- <<), (8) 
Фи (И- фе) = 9. (ЕЕ №) Фи (Е со с№,). (9) 
Сложив равенства (6) и (7) и вычтя из них (8) и (9), получаем 
Е (ё- т, В, в.) + Ру(Е- сх, №, №) =0, (10) 
$ Е. (Ех, В, в) =, (Е-Е-А-И,) — 9. (Ей) — 
(Е №) + 9. (Е) 
и 


Ер(Е- сх, В, В) = Фу (Е-- о-в ей,) — ФЕ с) — 
— (Е с сй,) — ч,(Е- с*). 


Равенство (10), очевидно, возможно только тогда, когда функции 
ЕР. (2,1, ) и Е, (2, №, №.) зависят лишь от й и й,, т. е. 


Ех (Ех, В, в) = — Е, (Е- сх, №, В) = у (№, й,). 
Положив 1 (1, № =с, (1) и у (в, <) = —с,(}), находим, что 
Аз (=) = с, (1) 
и 
Аъ%, (2) = с» (Й). 
Известно, что эти уравнения имеют единственное решение 


а 


9. (= + В, (В) = А, (1) 


и 
фе = 1 В, (В) 2+ А; (№). 
Теорема доказана. 


Поступило 
10.11.1947 
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В. И. БИТЮЦКОВ 


ЛОКАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНО - 
СТИ СОБЫТИЙ, ОБРАЗУЮЩИХ СЛОЖНУЮ ЦЕПЬ ВТОРОГО 
ПОРЯДКА * 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Локальная предельная теорема Лапласа распространяется на случай после- 
довательности событий, связанных в сложную цепь второго порядка. 


А. А. Марков в 1907 и 1911 гг. в своих работах (?) и (*) распро- 
странил (в схеме Бернулли) интегральную предельную теорему 
Лапласа на случай простых цепей и сложных цепей второго порядка. 

В 1927 г. Реррег (*) доказал’ (в схеме Бернулли) локальную пре- 
дельную теорему Лапласа для простых цепей. 

Задача настоящей статьи заключается в распространении локаль- 
ной предельной теоремы Лапласа на случай последовательности событий, 
связанных в сложную цепь второго порядка. 

1. Введем обозначения: 

а) Пусть р(1) — вероятность появления события Ё в первом испы- 
тании. 

6) Условная вероятность появления события Ё во втором испы- 
тании, при известном результате первого испытания, принимает одно 
из двух значений: р) и р” в зависимости от появления в первом 
испытании события Ё или непоявления его (т. е. появления противо- 
положного события ЁР). 

в) Условная вероятность появления события Ё в #-м испытании 
(Е > 3), если установлен результат двух предыдущих испытаний 

Е ЯВ 
принимает соответственно значения 
Ра, Рю) Ро»  Роо- 
Эти величины остаются неизменными и по выяснении результатов 


прочих испытаний, предшествующих рассматриваемому. 
Будем предполагать, что все вероятности р;; подчинены неравен- 


ствам О<р‚;<1. К введенным вероятностям присоединим еще вероят- 


* Пользуюсь случаем выразить свою глубокую благодарность А. Н. Колмо- 
горову, поставившему передо мной эту задачу и сделавшему ряд ценных замечаний, 
которыми я воспользовался. 
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ности появлевия противоположного события Р: 
9 —4 — р, 9?) = 1 Во, 92) = 4 — в), а, = 1 Ро 
и и б-р, 
Кроме того, введем величины 
р, Ч@=1—р, р, 9=— Ри, Ро Фф = 1 — Ро 

таким образом, чтобы выполнялись следующие условия: 
р= рр, - ЧРо, 
р, = Р.Р, 1 - 9: Роз, 


Ро = РоР:о с ЧоРоо- 
Отсюда имеем 


Ра: = арь, (1) 
Р14 1: = 9:Рол, (2) 
Ро41о = ЧдоРоо- (3) 


(Заметим, между прочим, что р, р, и р, являются пределами при 
п —> <> соответственно для вероятностей р”, р и в где р(*) обозна- 
чает вероятность появления события ЕЁ в п-м испытании, р” обозна- 
чает условную вероятность появления события Е в п-м испытании, 
если в (п—1)-м испытании появилось событие Е и, наконец, р® 


обозначает условную вероятность появления события ЕЁ в п-м испытании, 
если в (п—1)-м испытании появилось противоположное событие РК). 

2. Выведем выражение для Р (т, п)—вероятности точно т появлений 
события Е в п испытаниях. 

Пусть Р5% (т, п), где Х, У, Ди 0 принимают значения Ё или Ё, 
есть вероятность точно т появлений события Е в п испытаниях в пред- 
положении, что в первых двух испытаниях появляются последовательно 
Х иу, ав двух последвих (из рассматриваемых п) 7 и 0. Очевидно, 
что Р(т, п) равно сумме шестнадцати вероятностой: 


РЕК (т, п), РЕЕ(т,п), РЕ(т, п), РЕЕ (т, п), 
Рек (т, п), Рьк(т, п), РЕв(т, п), РЕв(т, п), 
Рек (т, п), РЕк(т, п), РЕЁ(т, п), РЕЕ(т, п), | 
РЕ: (т, п), рее (т, п), р (т, п` в. (т, п). } 


(4) 


й 


Рассмотрим подробнее вероятность РЕГ (т, п). Предположим, что 
событие Ё появляется в следующем порядке; 


е, появлений Ё, 
появлений Р, 
е, появлений ЕЁ, 


(А) 


‹. появлений КЁ, 
е, появлений Ё, 
{|«‹ появлений Р 
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(в рассматриваемом случае е, =}, =1). Ясно, что 
Е К 
Хе. =т и Ур=п-т. 
$=1 8=1 
Пусть & есть число не равных единице е,; ]— число не равных 
единице }{.. Тогда вероятность этой фиксированной комбинации равна 


ПоФот-Е-Р те ПЕК Л ТЕТЕ? 

| 9, Ра Чар Чь Въ Чо Яо Е (В) 

Мы видим, что эта вероятность зависит только от значений К, ри 7 

Сумма всех е,, не равных единице, равна т—Ё-- 1; число т Е 

можно представить в виде суммы & положительных чисел е, не равных 
ны м 

единице, Ста = Са различными способами. 

Сумма {.,, не равных единице, равна п-т—-]; это число можно 
предоставить в виде суммы ] положительных чисел }, не равных единице, 
И ь и б 

п-т-К+1-1-1 = Сп_-т_к-1 различными способами. 
Наконец, те е, и {., которые равны единице, можно разместить 
И К] =1 | 
в последовательности (А) Ск_1 (для е,) и Ск_1 (для },) различными 
способами. 


Итак, для фиксированных Ё, [и ] имеется 
и 
различных последовательностей вида (А), вероятность каждой из которых 
дается выражением (В). Заметим, что К может принимать все значения 
от 2 до т,ё—от 0 до Ё, | от 0 до К. Складывая вероятности после- 
довательностей вида (А) для всевозможных значений К, Е и |, получим 


т ю к 
ЕЕ 1—1 роиЕ К-#-1; 
РЕР(т, п) = У У У ра. Са рт-ючае Ср. 
К=2 1=01=0 
ы К -1 Е 
у в. И 7 ре 7 14: 


1-1 ла"-т-к-7 
10 10 Сп-т-к-1Р 9, ь 


Аналогичным образом подсчитываются все вероятности (4). 
Если ввести обозначение 


т к К. 
А (т, п) = я № № Сов рег ЧЕ ь Ср а | 


К=0 7 =П1=п 

ОК Ч Сы зь ри ВИ, (5) 
то имеют место следующие асимптотические равенства: 
Рек (т, п) РО рр р А(т, п), Рек (т, п) а Оррир,А(т, п), 
РЕБ (т, п) > рр а „р А (т, п), Рек (т, п) — ра р, А (т, п), 
РЕ (т, п) — рр р, А(т, п), Рек (т, п) — 44 )р4 „р, А(т, п), 
РЕК (т, п) — РР 4, А (т, п), РЕБ (т, п) 4) р(?)4 4, А(т, п), 
Ре (т, п) — рр, А(т, п), Рьв (т, п) 924 рр„, А(т, п) 
РЕБ (т, п) — ра 24 „р А (т, п), РЕВ (т, п) — 4424 „р, А (т, п), 
Рев (т, п) — р94 4 р А(т, п), РЕр (т, п) — 44294 „р, А(т, п), 


Рек (т, п) 944, А(т, п), РЕЕ (т, п) ^ р И А(т, п). 
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Складывая, получим 
Р(т, п) = [Ра розРоо + Ра: 1Р Е ра 4 :Рее + 2)4:141о не а) ролРоь -- 
4 424, :ро + 924 1Рьо + 929145] А (т, п) = [рб ро (41, + Роз) 


са Ра, 1 (бь Е Роо) ны 41) ре (4. + РЕ а) даа (4 + 1 А (т, п) = 
= [роо (Ча: + Роз) + 4.1 (Чо + Роз) А (т, п), 


ИЛИ 


Рут, п) = (д Ры) нь Ро [р | Аб, п), 


но по (2) и (3), 


р ВИЧ то ива 
ря 9, ГР ы. Ро ЕР у 
Следовательно, 
Р(т, п) = (а, 4 ро) (4.1 -Ё Раз) (Чо + Роо) А (т, п). (6) 


3. Вычислим теперь выражение 


А(т, ея УУс.. А 


К=071=01=0 
С реа (5) 


Предположим, что 
т=пр-- У 2прч, 


1 
где х=о (п“), О<За«-, и вычислим выражение (5) для 


к =та, + В, И 2тр:4,, (7) 

= (п— т) р +В. И 2п— т) р 4, (8) 
Вы И2(т—Юр, Чт, 
м т (9) 
= ЕРел ЕЕ а .У 2Ёра Чет, 
ее. И р, 4, Что, 

(10) 
=(п—т— Е) Ро Е 9. И@®—т— К) Рос Чоо› 


й й 
где В. =о(т8) ио, =о(Ё5). 
Найдем, применяя формулу Стирлинга, первый из сомножителей 
выражения (5): 


т-к-и — _(тТ-Ю И 
С ЕР Вы 


= па. 
Иа и 
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и т—К к. 
Е, г. 
ера 1 
1 2 ра Е __ 241 те 
ув (1 5 И =)” :( и. аи | 2. 


Л а 
Е енаккыь (0) ы 
У2* (т —К) Ра Е о т "|: 


Имеем 


Далее 
и и ты - Чз1 уе (т— К) Раз тк ВЫ 
о т—К— С 
я ( (т — К) 9.1 ДТ 
(т— К) аа 2, У? (т — К) Ра1 Ча 
] й (т —К) Ра о 
(т— К) Ра — 9 У? (т —А) Рл1 Чал 


ЕЕ 211 = Кт- к) ал И 2(т- ^) 9,1] 
= (1+», Е Е у 


НЕ) ат, 
1 (т— К) Ра 


шА = — [(м—Ю а. +4 У 2(т-—® р, 4. | 
-2 Ра к 2 Ра 
у [= ИУ июн | 
ие. 
п 

2411 а? ОВ 1610) — . 

ь [= У Ги) ри “(т ть ы Н— з - *) 
п 
Е 


7% 


Следовательно, 


; 1 о" а 
П ик — пес ЕО (=) } 
Си кра Чт, У2* (п раа1 (тЬ—^) РС е [ о С ] 


Аналогично, 


И Та 1 9 9 
= о “2 1 — , 
С крл дел У Краны - | 57 (+) 


ЗЕ а 1+ О #3 ], 
Скрь. до — У2=Арьь > | 5 т ‚) 


7 п-т-К-7__ 1 и [9] ее 
о г к ры и У ти-т-=®) Рю 4 ь (5) | 
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Итак, выражение (5) можно записать в виде 


У 2* (п-т- № Роо 900 У 2^КРио 91ъ 


т 7 
Ат, => р НН 


1 


: ва а 1 Г@) 
> ЕЕ У =ЕРыаы р [ в. (51 г]. 


4. По формулам (2) и (9), для = та, Е В, У 2тр,49, имеем 


(т — К) а.о, И2 (т — ®) р19.: = ЁРа ©, И 2Ерь: да , 
— В14 1 И 2тр14, + а, И 2(т—®) р, 4. = Ри И 2тр,а, а, У 2®рьл4ь , 
1 А ох 
УР. [В, И 2тр,а, (41: Е Ро1) + @ У 2Ёрьл 4и1 | . (11) 


По формулам (3) и (10), для &=(п—т) р, +В, И2 (п — т) р,4, анало- 
ГичнНыЫМ те выводим 


суде (4 У 2 — т) руд» ЧЕ Ры) +8. И т №) ры] (12) 


5. Продолжим вычисление А (т, п). Как показал Реррег (!), в вы- 
ражениях вида 
к 
1 1 ва 


АА. . е 
х У 2п (т — К) Раа 911 У 2=Кро1Чо1 


часть 
Кро1- 53 И ЭКро14о1 
Феи 1 >} 
1 й 


{= Кро1-взИ ЭКРо14о1 


. 1 
где а, = п, и <, является главным членом всей суммы. Сле- 


довательно, 
.з 1 1 1 о 
== 1+0(*%) | а $ ета, 
Хх [ # > ® У? (т —К) Р119 11 У 2Кры Чо1 


где а, определяется формулой (11). 


Так как в #=Ар а, У 2Ёр.:4,, последовательные значения а, от- 
1 


У 2КРы Чол 


личаются на Да, = и так как мы суммируем от —а, до 


+ а,, то 


К | аз 

\ =| 41-40 аз |= ль Е -91-а8 Ла. 

ы 2 [ т т Е: х У? (т— К) Ра19 1 ь С: 
а 
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Теперь 
аз 


хе" 43 Аа, =: г. 2 а а 


Мы ко 


5 [+24] улкеияяе вы 


Вычислим этот интеграл. Применяя (44), подечитаем выражение 
аа На: 
а? аа = К Ро19о1 + (тЩЬ— К) Ра1 41а [. 4 Ва (911 + Ро) уерианКрыйн |" ты 
^ - (т — К) Р11 911 КРо19о1 + (т — К) Ра19ал 
В: (411 + Ро)? тР191 
К Ро1Чол Е (т — К) Раз 411 


Следовательно, 
со А <, 82 (411 т Ро) тр, 9, 
Иа - т РыЧ1 ЕО Рида, 
е— (1-8) ах. = к и 1 .е “ол 91 11911 
\ з у КРол Чо + (т — К) ра19 1 
—< 
и 
х аз Й 1 __ в* Чы Ро тр, Ч: 
№ = [1 $0 (+)] == = -@ КР +" -ЮР. 19, 
59. п И*= у 2 [Ра л + (т — К) Рада] 
= 


к 
Мы получили для >, выражение, вычисленное для 
{0 


Е —= та, В, У 2тр, 41. 
Положим теперь 


ре 2 [К, .:901 + (®—К) Ри 911] | 
НИ и (911 + Ро )* 


Тогда 


- й 
х- У? [К Рот Ч ол ея Р119 11] ут г” [1+0 (%)] - 


Проводя аналогичные вычисления для 


1 #3 —о4 


а 
> -2 У 2=АрР1о91о У 2 (п—т — К) Род оо 


и положив 


2 [п — т — А) Род оо + КРло9 10] 
Е=(п—т) рь НВ, и о ВЯ а : 


получим 


ее ут. У2[(п—т — К) Ры4» + КР1о9 о] т а] | 
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Тогда 
т 
А 


А 
А (т, п) = . . 
) > “ У? [АРоз9о1 - (®—А) Р11 аа] 


и 2]. 


| У? [(п— т —КА) Род КР1о91о] 
Е 


гы > 


т. е. выражение такого же вида, как 


Проводя вторично те же вычисления и положив 
т-==пр-+2У пра, 
получим 
их ! 


И 
А (т, п) = : 
( = т 411 | Ра те, У? [п =тж—®) Роды 1 ЕР] 


_ 2 (41+ ро)? пра я 
.е 91-52 оО) 
п 


где 
а 2 [КРо1Чо1 + (®— К) Р119 1] 
ы (Чла -- Ро) 
к 2 [(п^т—К) Роо9 оо | АР1о4 10] 
: (Ч1о + Роо)* 
Положив, наконец, 
в. + с. 
= х В 13 
при: И = : ( ) 
получим 
| Я 
А(т, п) = - т. . . ых г 
У = Ча Е Ри у + 9 
1 р 83 
[2]. 
У 2 [(®—т— К) Рид оо + АРло91о| |. п 
В выражении (13) последовательные значения х отличаются на 
дрроааЗЕРЬ, Следовательно, 
Уз: 2 С 
У ба 1 
А (т, п . 
= у (41 + Ро) (1 Е Ры) ‘у? [(п — т —К) Род + АРо9 | 
/з 
Аа [4+0 (15) ], (14) 
но 
У и 
Чо Ро. 


У? [(п — т —К) Роо9ю + АРло9ло] 


Подставляя в (14), получим 


ть „е-= Ах [++2С;)] 


А (т, п =“ . ма 
` У* (91 + Р>) (411 + Рал) (Что + Ро) 
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для т, заданного выражением (13), в котором мы преобразуем дробь 


а -с. 
т по формулам (1), (2) и (3). 
Имеем: 
Бр 2 [Кро л + (% — К) Ра19 а] 
: (411 -- Ри) 
По (2), 


ь Ч11 = 9, (4, - Рол), 
ЧРоз дол Е Р:Ра1Ч 11 = Ра аа (4. + Раз) = Р19, (4,1 Е Ро) (4-Е Ри1). 
Так как 


Ро Чел нЕ (т к Е) р: 411 == т (9, Ро Чел - Рара1 91) а 0 (В.И т), 


то 
КРь1 Чо + (т — К) Р::Ч9 1: = Тр! 41 (4: Ри) (а Р.О (ВИ т) 
и 
а 2т 141 (Чек Ра1). 
' 11 + Ра р 
Аналогично, 


бе 2 (п— т) ро4о (Чво Е Ро} _ 
р Чл Ро 


Таким образом, 


9 55 о ПАР (Чет Е Ри) (910 + Роо) + (п — т} Ро4о (411 Ро1) (Ч Рь) 
(1 + Ро)? (Ч. - Ро)? (Ч11 + Роз) {910 + Рос) р 


Положим для краткости 


(== (оз == р.) (Чо те Ро) и 6= (Ч ы Ре) Я НЕ И 
Тогда 
тр, 9:а- (п — т) ро4,6 = прр14а — пар 9о6 


+0 (2 п = парь (ра + 4,2) +0 (И п), 
но по (1), р=р(4. + ро), следовательно, 
пар» (ра 45) 0 (#У п) = пр4 (6, + ро) (ла 46) +0 (ФУ »). 


Подставляя полученный результат в (13), получим 


ет Ра (Чо Раз) (Чо + Роо) Е Чо (Иль + Роз) (Чо + Рао) 
а. И 2ира (41 - Ро) (411 + Рол) (915 + Роо) р ть 


6. Вепоминая теперь (6), получим: вероятиость точно т появле- 
ний события Е в п испытаниях, если т дается формулой (15), равна 


И 2 873 
Р(т, п) =——.е* Ах | 1+0(-— ы 
У * па 
7. Как заметил Марков (°), выражение для т принимает замеча- 
тельно простой вид, если положить 
Ри: — Ро, = Ро Роо- 


ыы орла (5 Ра) (Чо + Рип) 
КР те $ И 2 (Чл - Ро) \Ч ла -- Ро} р 


Тогда 
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Если, кроме того, положить 


Ро — Р: = Ри: — Ро: = Ро — Ре, 
то 
т=пр-+-=У 2пра, 


т. е. т имеет нормальную дисперсию. 
Поступило 
8.ГУ. 1947 
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Отделение физико-математических наук Академии Наук СССР объявляет конкурс 
на соискание премии имени П. Л. Чебышева за лучшую работу в области математики, 
выполненную в период 1946—1948 гг. 

Размер премии—20 000 рублей. 

Премии имени П. Л. Чебышева могут быть удостоены ученые труды советских 
граждан, авторских коллективов и советских научных учреждений за оригинальную. 
работу в области математики. 

Работы на соискание премии имени П. Л. Чебышева могут представляться 
научными обществами, научно-исследовательскими институтами, высщими учебными 
заведениями, ведомствами, обшественными организациями и отдельными гражданами. 

Работы представляются в Отделение физико-математических наук Академии 
Наук СССР (Москва, 17, Пыжевский пер., 3) с надписью «На соискание премии имени 
Е Чебышева за лучшую работу в области математики» не позднее 1 сентября 

то 

Работы представляются на русском языке в 3 экземплярах, отпечатанные на 
пишущей машинке или типографским способом, с приложением кратких автобиографи- 
ческих сведений о кандидате на премию, с перечнем основных научных работ и 
изобретений. 

Присуждение премии состоится в конце 1948 г. 


Приложение к п.13 протокола распорядительного заседания 
Президиума АН СССР 6 июня 1945 г. 


ПОЛОЖЕНИЕ 


0 ПРЕМИИ ИМЕНИ П. Л. ЧЕБЫШЕВА ЗА ЛУЧШУЮ РАБОТУ В ОБЛАСТИ 
МАТЕМАТИКИ 


1. Премия имени П. Л. Чебышева за лучшую работу в области математики при- 
суждается Президиумом Академии Наук СССР один раз в три года, начиная с 1945. 
года. Размер премии 20000 руб. 

2. Для рассмотрения и оценки работ, представляемых на соискание премии имени 
П. Л. Чебышева за лучшую работу в области математики, при Отделении физико- 
математических наук организуется Комиссия в составе 5 человек. Состав Комиссии 
избирается Отделением физико-математических наук и утверждается Президиумом 
Академии Наук СССР. 

3. Премия имени П. Л. Чебышева за лучшую работу в области математики при- 
суждается за оригинальную работу, законченную в период между конкурсами. 

4. Работы на соискание премии имени П. Л. Чебышова представляются в Отделение 
физико-математических наук с надписью «На соискание премии имени П. Л. Чебыше- 
ва за лучшую работу в области математики» не позднее 1 сентября года присуждения 
премии. Комиссия обязана рассмотреть работы и представить на утвержление Прези- 
диума Академии Наук СССР кандидата на премию не позже 1 ноября года присужде- 
ния премии. 

. Президиум Академии Наук присуждает премию имени П. Л. Чебышева к 1 де- 
кабря. 

_ Премии имени П. Л. Чебышева могут быть удостоены лишь ученые труды со- 
ветских граждан, их авторских коллективов и советских научных учреждений. 

Работы могут представляться научными обществами, научно-исследователь- 
скими институтами, высшими учебными заведениями, ведомствами, общественными 
организациями и отдельными гражданами СССР. 

6. Работы представляются на русском языке в 3 экземплярах, отпечатанные на пи- 
шущей машинке или типографским способом. При этом обязательно представление 
кратких автобиографических сведений о кандидате с перечнем основных научных ра- 
бот и изобретений. 

7. Заседания Комиссии по премии имени П. Л. Чебышева созываются предсе- 
дателем Комиссии и считаются действительными при наличии не менее двух третей 
состава членов Комиссии. 

8. Решения в Комиссии по вопросам выдвижения кандидатов на премию прини- 
маются простым большинством голосов закрытой баллотировкой. 

Протоколы Комиссии подписываются председателем и всеми присутствую- 
щими членами Комиссии. 
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Решения Комиссии по премии имени П. Л. Чебышева за лучшую работу в облас- 
ти математики вместе с заключением Бюро Отделения физико-математических наук 
утверждаются Президиумом Академии Наук СССР, после чего делается публикация 
о присуждении премии. | 

9. Архив и дела Комиссии по премии имени И. Л. Чебышева хранятся в Отде- 
лении физико-математических наук. 

10. Средства, необходимые для выплаты премий, а также и на проведение экс- 
пертиз, на объявление в газетах и журналах и другие расходы включаются в смету 
Отделения физико-математических наук. 

11. О предстоящем конкурсе и о присуждении премии имени П. Л. Чебышева за 
лучшую работу в области математики публикуется в «Вестнике Академии Наук СССР», 
в центральных газетах и в «Известиях Академии Наук СССР» серии физической и се- 
рии математической. 

12. Если премированная работа не была издана до присуждения за нее премии, 
Академия Наук опубликовывает ее в своих печатных органах, в случае же затрудни- 
тельности издания работы по техническим причинам Академия Наук принимает 
меры к опубликованию премированной работы через собтветствующие издатель- 
ства. 

На заглавном листе работы, удостоенной премии, делается надпись о ее при- 
суждении. 

13. Рецензии по работам, удостоенным присуждения премии имени П. Л. Чебы- 
шева, опубликовываются в Известиях Отделения физико-математических наук. 

14. Если Комиссия по рассмотрению работ, представленных на премию, признает, 
что ни одна из представленных работ не заслуживает полной премии, то она входит с 
представлением в Президиум Академии Наук СССР о присуждении премии в поло- 
винном размере. Равным образом, Комиссия вправе внести предложение разделить 
премию между двумя соискателями. 

Во избежание чрезмерного дробления премии разделение ее между тремя и более 
соискателями не допускается. 

Примечание: Порядок и условия распределения премии, присужден- 
ной авторским коллективам и научным учреждениям, определяются этими коллек- 
тивами и учреждениями. 

15. При отсутствии работ, достойных премирований, конкурс считается не состояв- 
шимся. 


Вице-президент Академии Наук СССР, академик 
Л. А. Орбели 


Академик-секретарь Академии Наук СССР, академик 
Н. Г. Бруевим. 
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КОЛИЧЕСТВЕННАЯ КОНЦЕПЦИЯ 
АППРОКСИМАЦИОННОЙ ТЕОРИИ КРОНЕКЕРА 


Основным результатом аппроксимационной теории Кронекера 
является установление необходимого и достаточного критерия для того, 
чтобы система неравенств 


1 
Хи |< т (1</<”), 


где 6+; и а, — данные вещественные числа, имела при любом # > 0 реше- 
ния в целых х;, у,. В настоящей статье ставится вопрос о необходи- 
мом и достаточном условии для существования у системы неравенств 


эп 

с мес 
ГУ нлн-уу а, НР (1 71= 8) 

| 

1=1 


такого целочисленного решения х;, ул, что 
[21 1<29( («<<»), 


где с, и с. --положительные постоянные, а $ (#) — любая положительная 
непрерывная неубывающая функция от $. Задача получает полное реше- 
ние в терминах теории Кронекера. 


8 1. Введение 


Пусть 60,; (1 <#<т, 1<1<п) ия, (1 <] <п) — данные вещественные 
числа. Положим 


Ио 
= Ув фу; (1<1<п), 

=1 
где х, у; — целочисленные переменные. Основная задача аппрокси- 
мационной теории Кронекера состоит в установлении признака, позво- 
ляющего судить, допускает ли система линейных уравнений 
5;=а; (1<]< п) сколь угодно точное приближенное решение в целых 
т, у, т. е. могут ли при любом #> О целочисленные значения этих 
переменных быть выбраны так, чтобы 


1 : 
п <) (4) 
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Чтобы формулировать признак Кронекера в наиболее удобном для 
наших целей виде, мы введем п-+ т новых целочисленных переменных 
а, а,, ..., @льш, И ПОЛОЖИМ 


в 
Т.= № дла) Ра, (1<:<т), 
1=1 
а= тах |а,;|, 
1<]<п 
1<1<т 


так что Г, аи Т, являются функциями переменных а,, ..., ал. т- 
п 

Пусть, далее, —6-— ближайшее к Уа;а; целое число; положим 
1=! 


А.=| у аа, в |, 
так что .. 


к 


Тогда основной результат теории Кронекера может быть формулирован 
так: для того чтобы система неравенств (1) при любом # > 0 имела 
решения в целых х,, у;, необходимо и достаточно, чтобы для любой 
системы целых чисел а,, ..., а».т, для которой Т.=0, мы имели также 


А, =0. Иначе говоря, если целые числа а,,..., а, таковы, что все 
линейные комбинации 


а,6:,  а,б:, +... + аби (1<:<т) 
представляют собою целые числа, то и линейная комбинация 


аа, | а.а.-... аа, 
должна быть целым числом. 

Теория Кронекера обладает замечательной внутренней завершен- 
ностью, давая наиболее общее решение всех задач, возникающих в ее 
плане. И тем не менее можпо сказать, что она является лишь каче- 
ственной теорией. Она ставит (и полностью решает) лишь вопрос 
о принципиальной возможности целочисленного решения системы нера- 
венств (1) с любой наперед задан ной степенью точности, не затрагивая 
количественной задачи определения величины удовлетворяющих 
этим неравенствам целых чисел х,, у;. 

Совершенно естественно предположить, что, усиливая те требования 
вависимости величины А, от величины Т., которые составляют собою 
критерий Кронекера, можно будет гарантировать не только выполнение 
неравенств (1), но и определенную (зависящую от #) верхнюю границу 
абсолютных значений чисел 2, у;, удовлетворяющих этим неравенствам. 


Наиболее общей и наиболее естественной представляется здесь, пови- 
димому, следующая постановка задачи: 
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Пусть $ (1) — произвольная положительная, непрерывная, неубыва- 
ющая функция положительного аргумента {; требуется найти необто- 
димый и достаточный признак того, что неравенства 


15;—0| < (4<1<п) (2) 
при любом #&>0 имеют целочисленные решения т,, у}, для которых 


|2; |< с. (И (1<:<т)}; (3) 


при этом с, и с, — надлежащим образом выбранные положительные 
постоянные. 

Так как речь идет об определении порядка величины решений, 
то вводение постоянных с, и с, является естественным и (при столь 
общих предположениях о функции ф (1)), повидимому, непзбежным. Разу- 
меется, нет надобности особо оговаривать, что порядок величины чисел 
|у;|. также должен быть ограничен фупкцией $(1): это тривиальным 
образом следует из неравенств (2) и (3). 

Настоящая работа содержит полное решение поставленной таким 
образом задачи. Результат ее формулируется следующим образом: 

ТЕОРЕМА. Даля существования таких положительных постоянных 
с., ©,, при которых неравенства (2), (3) имели бы для любого &>0 
целочисленные решения т;, у;, необходимо и достаточно существование 


такой положительной постоянной Г, что для любой системы целых 
ЧИ а а, р бт 


[ =0 при аТ.=0, | 
о < при аГ. > 0, } (4) 
где $({) есть функция, обратная по отношению в Функции 2$ (1). 

Очевидно, критерий (4) полностью соответствует стилю теории 
Кронекера: там при Т.=0 мы должны были иметь А. =0; здесь, при 
количественной постановке задачи, мы видим, что при малом Т. должно 
быть малым и А., причем связь между порядками малости этих вели- 
чин, разумеется, должна существенным образом зависеть от вида функ- 
ции Ф(. 

Установленный нами критерий обладает значительной общностью 
не только в том отношении, что к функции $Ф(1) предъявляются лишь 
требования весьма общего характера, но и по самой своей формули- 
ровке, которая совершенно не зависит от числа уравнений и числа 
неизвестных, и в этом смысле является универсальной. 

Для конкретной иллюстрации нашего критерия заметим, что, 
например, при $ (2) = условие (4) получает вид 
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8 2. Довазательетво необходимости признака 


Пусть неравенства (2), (3) допускают при любом #>0 решение 
в целых т, у,, и пусть целые числа а., ..., а,.ш заданы произвольно. 
Положим 


эп 


ы бп Е 2 @;у; = 


1 
Тогда тождественно 


Хе = 5 (Ува и—а)) = 


= 1=1 


= у 9 У ад; — У „„-> И 


е ры И 


== ($; авиа, )— (7 ам) = 


#=1 


(> а +8). 
2—1 1=1 
Отсюда по определению ДЛ, и Т. и в силу (2), (3) 
т 
пас 

1, <| Хан] < зат, |< “атс, (8) То. 

]1=1 7 
Но при а=0 мы имеем и по определению; при Т.=0 последнее 
неравенство дает А. =0, так как & может быть выбрано сколь угодно 
большим (впрочем, то, что из Т.=0 вытекает А, =0, является след- 


ствием теоремы Кронекера). 
Остается рассмотреть случай аТ, > 0. Выбираем (что всегда вов- 
можно сдинственным образом) & так, чтобы т 


откуда 


тогда 
а 


Е а 
9 =т-рало. 


и мы находим 


А - (пе, + тс») а а Га 
«< + (а/Т.)_ = $ (а/Т.) * 


что и требовалось доказать. 


8 3. Применение теоремы Малера; оснокные оценки 


Переходим теперь к доказательству достаточности нашего при- 
знака. Во всем дальнейшем мы полагаем для краткости т+п=М 
и сохраняем обозначения, введенные в $ 1, 
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Рассмотрим систему М линейных однородных форм 
В (а, Чень ии (64, 2;..., М) 
в М переменных а,, а,, ..., ам, определяемую следующим образом: 
ВАТ, ет), ИЕ ито, И 1=п) 
где ^ — положительный параметр. Легко убедиться, что определитель 


этой системы форм равен 1. Поэтому объем параллелепипеда в про- 
странстве М измерений, определяемого неравенствами 


ГЕ (@въз. анк Завел , 80 


равен 2М. Так как этот параллелспипед есть выпуклое центрально- 
симметричное тело с центром в начале координат, то в силу известной 
теоремы геометрии чисел существует М* целых чисел а! (1 << М, 


1 <1< М) с определителем || а1 | =1 и таких, что, полагая 
шах |2 (41, а., ..., а!)|=ЁЕ' (1=1<М), 
1<к<м 


мы будем иметь неравенство 
КК’... КМ М! * (5) 


С этими зислами а! мы будем иметь дело во всем дальнейшем. Поло- 
жим 
а' = тах |а!| (1<1<М), 
187 <т 


п 
и обозначим через —6' ближайшее к У а1а; целое число. Положим 
1—1 


ТР: = шах | Т: (а1,..., а\)| </— м), 
1=:<т 
1=1 
По определению системы форм [., (а,,..., ам), мы, очевидно, имеем 
а = тах |Ги.; (@1)|< АК’ (1<1<М), | 
р { (6) 
Та=А" шах |[Г,(а)|<^"К' (1<1<М). } 
1<1=т 


8 4. Оценка определителя О 


Так как определитель системы форм Г., равен + 1, то по абсолют- 
ному значению | 
1 (а) |= ах|=1. 
Но, с другой стороны, 


|2 (а) |= УХ = Ё, (@14) Е, (а) --- Ги (ат) Быль, ль 
г [. 


* Теорема, о которой идет речь, в общем виде доказана ыы (1) в 1938 г. 
Впрочем, ценою весьма небольшого усложнения мы могли бы обойтись и с по- 
мощью частного случая этой теоремы, гораздо раньше доказанного Коркиным 
и Золотаревым (°). 
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где С = (1, 4,, ..., [.) — любая группа (без повторений) из т чисел ряда 
1, 2,..., М, а Биь,,....ш-— тот определитель порядка п матрицы 


Рин (9 нь (от око Гы) 
Ренна (@°) инь (4*) -.- Гы (@*) 


Ги. (ам) Ги.ь (ом)... ы(ам) 


который получается после удаления строк с номерами [,, [,, ..., (и; 
при этом суммирование производится по всем возможным группам 
С чисел 1, [.,...,[, так что число слагаемых равно М!|/п!. Так. как 
сумма равна единице, то найдется слагаемое, по абсолютной величине 
превосходящее п!//М!. А так как нумерация по { безразлична, то мы 
вправе допустить, что это слагаемое соответствует группе 1 = 
(1<:<т), так что 


Доеано,.. тета == [| Ри] (а') || (1<]< м, 1<1<пв 


у (4) [| Пи, > >, 


1-1 
откуда, в силу (5), 


ъ 
п! Пк! 
п п 1=1 
|2 т+] (а ) |[> ЕЕ а 
о у 
м! И (а"*')| МЕЦ КИ 
1=1 151 
Но 
[тр (@') = та! (151 < п, 1<1< п), 
так что 
д ааа 
ааа- 
| (ан 
1. й. 3508 
и мы находим 
алена: 
а} а. ... а Атп и 
1 
12] =| к 1> Е. (7) 
а ча а" с. 
Е 


8 5. Оценка величин Аз 


Теперь мы допустим, что данные числа 0,;, а; подчинены условию (4). 
Я утверждаю, что в таком случае 


ГгКАт 


ы | 
Аы=| Хам < аж (1<1<М). т (8) 
]=1 
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В самом деле, если а'Гг =0, то, согласно (4), Аз =0О, и неравенство 
(8) выполнено тривиальным образом. Допустим поэтому, что а(Та > 0; 
тогда, согласно (4), 

Га? 
+ (а (Та) ° 
Если а'/Ти >И, то $ (а То) > $ (#), а потому, в силу (6), 


ГКдт 
ф (АИ), 


Аз < 


Аз < 

что и требовалось доказать. 

Допустим теперь, что а'/Ти< АК. Очевидно, мы имеем тожде- 
ственно 

$ (в) 9 [$ (= и; | 
поэтому | 
а Т й 1 и АК 

Фет) =$ [$ (а [Т:)] <Ф[$0”)] =) 


и, следовательно, , 


Гай а Т |) Аи 
А сета ры А И Ч: 
НИ Ге т) ТТ ди), 
значит, в силу (6), 
Аи ГК Ат 


)-—п КЕ ры 
Аа ТА"К Зои -уожу, 
что и требовалось доказать. 


$ 6. Определение и оценка чисел |2, | 


Теперь мы определим числа 2, (1<:<т) и у, (1<] < п) с помощью 
системы уравнений 


" т 
[ 1 ЕЕ 
Уач-+ Ха и=Ь (1<1< М). 
1-1 #=1 
Так как определитель системы равен 1, то числа х;, и у, — целые. 
В частности, 2, выражается определителем порядка М, [-я строка 
которого имеет вид | 
1 [ 1 т [ 1 |. 
а', ..., ал, Чада, ---› аул» Ь', а, ›.°› @м; 
очевидно, определитель этот равен определителю, [-я строка которого- 


есть 


п 
1 \ Ы] 
и. Ба ТЕ, бы 


т’ 1 1 
1—1 
где для краткости положено 
% 
р аи 1 
7 =Т, (а!) =а„. „+ Ува! (13Ё< т). 
1=1 
Таким образом, определитель, выражающий т, является суммой М! 
слагаемых вида 
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| т ть 1 РА. 1 1 1+7 +41 тут 
Чар в -оа Теа В ыы а а) Г, ре 
=1 


где [,, [,, ...,м-— любая перестановка индексов 1, 2, ..., М. Все эти 
слагаемые имеют одинаковую для нашей цели структуру, так как 
порядок нумерации по {[ безразличен. Поэтому нам достаточно оценить 
одно из этих слагаемых, например то, где [= (1<А<М), 


О п аз П ТР (ын+У ат, ). 


р= 1 7 =1 
РЕ 
Так как 


аа, |ТР| Томью, | Бе Ууатау| = Ань, 
}=1 


10 | < (П «)(П Тол-+р Ал, 
5=1 р=1 
откуда, в силу (6), (8) и (5), —_ 


101" (1 К) д- "-(П К”? р = 
Р 


то мы находим 


м 
АИ АИ Е 
=== У — — = | и 
Г (Пк ) тату <ГМ! ди = ГМ! [$ ("| 
Мы оценили одно из М! слагаемых, составляющих 1:; отсюда 
11| <Г(М1)* $ [$ (.М)] (1<:<т).. (9) 


8 7. Доказательетво достаточности. призяака 


Теперь мы должны оценить величины 5;— а; (1 <] < п), где пере- 
менные х,, у; имеют установленные нами в предыдущем параграфе 
значения. Мы будем при этом исходить из системы тождеств, анало- 


гичных тому, с помощью которого мы в $ 2 доказали необходимость 
нашего признака: 


=Х а, Х в — Хау, - Ха, = 


1=4 м = и 


ав (Ха + Заз, + Энн 
1=1 


—1 ]=1 


-У ат! (У ам, +6’) (<1<»”). 
2=1 1=1 


АППРОКСИМАЦИОННАЯ ТЕОРИЯ КРОНЕКЕРА 124 


Отсюда, в силу (9), (6) и (8) 


|< У || Ты, Ан < тр (М9 [$ (М) "К 


т=1 


й 


СА А 
+") › 


или, пользуясь тождеством ® (и) [5 (и)| =и, 


Дт 1) т 
19| < тг (М1)? . оу + ГА! ии = Г, зи (1<1<п), (10 


где Г, — постоянная. Но из системы уравнений 
т 
УХ 4 (5, фа) = (1<1<п) 
1=1 
величина 5; —о; выражается отношением 0, /О, где О — определитель, 
который мы оценили в $ 4, а определитель Ш); имеет 1-ю строку 
вида 
и ее 
аа, ата, -@з. 
Разлагая его по элементам ]-го столбца и замечая, что минор, соот: 
ветствующий элементу 7’, по абсолютной величине, очевидно, не пре- 
восходит (п— 1)! а. .-а!`1а"*1...а”, мы находим 


15; = Го > [19| (8—4) а*. .- 211971..." (1<]=п), 
откуда, в силу (10) и (6), 
Га м 
|5, —@; |< ог ИУ р (1<1<п); 


наконец, неравенство (7) дает 
2 
15-я) = а) 
Неравенства (9) и (11) доказывают достаточность нашего признака. 
В самом деле, для любого #>0 мы прежде всего определяем (что 
всегда возможно единственным образом) значение параметра ^ так, 
чтобы было 


(11). (41) 


Ф.М) = 1. 
Определяя затем целые числа х,, у; так, как мы это делали выше, 
мы, в силу (11) и (9), будем иметь 


15;—а| < <]<п), |щ|< 9) И<1<т), 
что и требовалось доказать. 


8 8. 0б одном предельном случае 


Предыдущее доказательство не исключает того случая, когда 9 (#) 
есть постоянное положительное число, которое, ввиду произвольности 
константы с,, мы можем считать равным единице. В этом случае 
величины |5,—а;| выбором достаточно большого # могут быть сделаны 
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сколь угодно малыми, причем значения целочисленных переменных #;, 
у; остаются ограниченными. Это означает, разумеется, что уравнения 


5,—а;=0 (1<]<п) (12) 


допускают точное решение в целых т», у;. Доказанная нами тео- 
рема дает, таким образом, своеобразный и повидимому нетривиальный 
критерий разрешимости в целых числах системы линейных уравне- 
ний (12). Так как в рассматриваемом случае, очевидно, $ (и) =и, то 
критерий этот [см. (4)] состоит в существовании такой постоянной Г, 
что 

АТГ 


для любых значений целочисленных переменных 4,,...‚ ам. Необходи- 
мость этого признака тривиальна. Достаточность его в случае т=1 
была мною доказана недавно (°), и тоже нетривиальным путем. В об- 
щем случае, насколько мне известно, достаточность этого признака 
установлена здесь впервые. 
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© РАСПРЕДЕЛЕНИИ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ В КОРОТКИХ 
АРИФМЕТИЧЕСКИХ ПРОГРЕССИЯХ 


(П редставлено академиком И. М. Виноградовым) 

В работе показывается, что распределение простых чисел в срав- 
нительно коротких арифметических прогрессиях подчинено определен- 
ным закономерностям. При этом используются оценки сверху числа 
ТГ-рядов с характерами шо Ш), имеющих нули в некоторых прямо- 
угольниках. 


81 


Для арифметических функций 


$(,р,)= УХ А(п), 


п<х 
п=Кшоа р) 


®(т. 0. = у я: 


р<х 
2=(Ктой.0) 


где (О, 1) =14, А (п) — функция Мапбо]4?а, р— простое число, характе- 
ризующих распределение простых чисел в арифметическах прогрессиях, 
получены следующие асимптотические формулы: 


п81—1 


1 - Ха (1) 
(70,9 = у И У 11° Ъ 


2<п<х 2<=п<х 


+0 (2 ехр (— с #3), (1) 


где Ф(р)— фувкция Ешщег’а, с>0, ),— исключительный характер, 
Е =0 или 1, В, — исключительный нуль функции [.(5, х,), причем: 


а) в=- и для х>ехр (ш' О -о(р)), ® (2) —функция такая, что 


% (2) —> с при р-—> со; остаточный член формулы (1) становится малым 
по сравнению с первым членом при О—>-о. Это результат Разе’а (*). 
Ь) Лучшая оценка дана Н. Г. Чудаковым (*) при помощи метода 
И. М. Виноградова. Им показано, что для х>ехр (ш т 2) ее 
где 1 — абсолютная постоянная, принадлежащая интервалу ть +). 


Аналогичные результаты имеются для функции $ (2, О, [. 
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В 1944 г. Ю. В. Линник [(°), (*)] доказал, что в каждой из наших 
арифметических прогрессий имеется простое число р«ехр (с, ш 2), 
где с, > 0 — абсолютная постоянная. 

Возникает вопрос, нельзя ли нижнюю границу применимости 
асимптотического закона (1) приблизить к числу ехр (с, ш О)? 

В этой работе, опираясь на обобщение теоремы Ю. В. Линника(?) 
о числе Г[Г-рядов, имеющих нули в некоторых прямоугольниках, 
я показываю, что асимптотический закон для функций (2, О, 1), 
х (2, 0,1) начинает действовать при меньших х, чем в случае а), при 
достаточно больших Ш. 

Именно, доказывается следующая 

ТЕОРЕМА. Пусть 


ш1+ер < ш 2< шт, Р> р, (2), (2 


где е > О— любое малое фиксированное число. Тогда 


себе борона в ее Па =_ 

Че р Е +0 (ер( —А р )). 
ее 1 р п рр 

т (2,0, 0 = (р) 4 *(0), 2. Пап 


2<п<х 


+= 0 (вр (= . © с ты (3) 


где А, > 0, А,>0-— постоянные, зависящие только от з, а символ О не 
зависит от О. 
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Предпошлем доказательству следующие общие леммы: 

ЛЕММА 1. Пусть Г($,х,), Г ($, Хо), .--, Г. ($, Хор) все ТГ.-ряды 
‹ характерами ‘у, (то 0), \— любое фиксированное число в пределах 
1>^>0 и у=У(Ъ) — число, удовлетворяющее условию 


тшр> %(5) > ^р. (5) 


Пусть О ($, п) = 0 (прет-ы- )— число [-рядов, имеющих хоть 
один нуль в прямоугольнике 


$ — 
о № (пт |-+2) &9<1,, п1< п МОЕ 2.) 
Тогда 
0 ($, п) <ехр (А (7) 5+ 28 шп РВ (|п|-+2)), {6} 


где А (,.) — постоянная, зависящая только от *\. 

Доказательство. Лемма является тривиальным следствием 
одной теоремы автора(*). 

ЛЕММА 2. Все функции Г($, х;), #=1,2,...,Ф(О), не имеют. 
нулей в области 
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р 1 5 
20е абсолютная постоянная с, > 0и —7 = %,› 3 исключением, быть мо- 


жет, единственного нуля В,. 


Доказательство дано Н. Г. Чудаковым (*) и основано на 
применении метода И. М. Виноградова. 


ЛЕММА 3. Пусть Ф(с)— дифференцируемая на [а,6] функция, 
М — некоторое конечное множество точек сегмента [а, 6], М (с) — 
число точек из М, лежащих на сегменте [а, с]. Тогда 


ь 


УФ ($) =Ф(ОМ(— \ Ф' (с) М (5) ас. (7) 


ЕМ а 


Доказательство получается интегрированием по частям ин- 
теграла 561е1№]ез’а. 


$3 
Воспользуемся известной ры (*) 


1 (’) 81 [2х 
о 2х0 х Ио и 


Нк кт’ 


где 3<Т=<10", р. =В-И,— нули Г-ряда в критической полосе, 
исключая В,, а остальные обозначения имеют тот же смысл, что ив $4. 
Пусть 


ш471ер < шхФ Ш т р. 
Положим 


п 2= ш1+*р, е<а<2, Т= [хр (> И о 


Очевидно, что такой выбор ТГ обеспечивает для достаточно больших 2 
неравенство ОРТ <х, так как з фиксировано. В дальнейшем подразу- 
мевается, что ОР больше некоторого Дь (=), которое можно оценить. 

ЛЕММА 4. Существует абсолютная постоянная с, > 0 и постоян- 
ная а, (=), зависящая только от в, такие, что при 


[|< Г) = шР>9>ш5 В 


имеем 
0 ($, п) <ехр (а, (=) $), (9) 
$ = я 
те ть (10) 


Доказательство. Неравенство (9) следует из (5), (6) и того, что 


40 пр (п | +2) < 40 и ое ш'р) «5. 


426 К. А. РОДОССКИЙ 


Далее, 


ф — ш5р с 
шЬБ(;п|-+2) > ча 
11 +5 № 


р 
: Зы 
и подходящее с, = шт (= с а Отсюда следует (10). 


Двойную сумму в формуле (8) представим следующим образом: 


т ь т 
= хх = Я 5, 
< иыЗтТ п=-—Т-+1 п-1< Ц <п ах п=-Т+ 


если п=Т, то п^-1< 4, < п. 


В дальнейшем через а, (3), а. (®),... будем обозначать положи- 
тельные постоянные, зависящие только от :. 
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ЛЕММА 5. 
: а шБ(|п1+2 
15. | < 2. 0, (&) ехр (— а, (@) шёр) ЧЕ. (14) 


Доказательство. Нули, на которые распространено суммиро- 
вание в 5,, расположены в прямоугольнике 
а ОР 


разобъем его вертикальными прямыми на прямоугольники: 


(В,) << 1, п^1<Е<п, 
ш5р сз 
(В,) 1— эранна Тр, п 1<ё<п, 
шр ь 1 р 
(В.) АЯ 10 О(|п|-+2) ' п—1<Е<п, 
о шт р 
(А .) 0 <1—5иртра, п 1 << п. 


Тогда 


5.= У Ухо + У Ух + 


[33:3 00 РкЕЁ2 Хх 
5 7% — 28 
+ 2х о. 
РкЕКз Хх РкЕВа { 
На основании определения чисел Т, с, и лемм 2, 4, 
я к 
Ух = =0 (12) 
РЕВ: Х 


как пустая. В А,, по лемме 4 (формула (9)), имеют нули не более, 


чем ехр (а, (=) п 5 О) Г.-рядов; каждый из них имеет нули в количе- 
стве, не превышающем с, п О (|п|-- 2). Следовательно, 
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2с3 
Ра 


ш РВ (|п|-- 2) ехр (а, () 8 БР) 5 — 


Е 


РЖЕВз 1 


а 
< 2. 2е, ехр (а, (+) т? Р)ехр( — с, ш* 2) РИ "1+2 


т 1-4 


<2: 2, ехр(—а, (=) ше О) РАО (13) 


Число нулей в В, не превосходит с, шД(|п|-2)$х(0). Поэтому 


[5 Ух < __ 263 __ Ртр(|п|-+ 2) =. и 
х( ТР ГЕТ 
РкЕВа Хх 
да 
1+5 юр 2 
< т: 2с, ехр (—а. (г) т '5 О) ИЕ. (14) 


Кроме того, в 5, и 5, войдут слагаемые, соответствующие р„-м 
близким к нулю. В силу теоремы Расе’а, легко заметить, что они 


1% 
образуют величину ра и которую можно считать включенной в 
оценку (14). 

Оценим теперь | У |: 


РЖЕЕз 
= Рк р 
| УХ хх®=- О 
РКЕВз Хх кЕКз % 


где с. =1—В,, и применим к правой части лемму 3, полагая в фор- 
муле (7) 


Ф (с) =:°, Ф’(‹) = —Шт.:->, 
М (3) = с, пр (|п|- 2) ег (®) м Ру" 2)5, 


б 


ра 115р р ]10)' 
“= ШО” = Она. 
Мы получим 
| о |< хо рн с ‚112 ("|428 =® а 
РАЕВз 
ь 
221 ные ее 
в 0 шБ(|п| +2) \ д-° еал(в) т О-ва « 
а 


14а 
ен а. (Эш) с, тр (1+2) 


У я 
НЕЙ Ед, гут (|т|-+2) ехр (—а, (=) ш р)< 


Ур) 2 
<. а (в) ехр(— а, (=) ше р) "АСИНО, (15) 


А 5 
тан как «1+ для в<-,. 
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Собирая оценки (12), (13), (14), (15), получаем (11), что и тре- 
бовалось доказать. 
85 
Доказательство теоремы. Суммируя оценки (11) для 
—Т+1<п < Т, получаем 


УХО я 


г 


<з. а, (®)ехр (—а, (=) 1* Б) ие РТ < 


< в ехр (—а,, (=) 11° 2). 
Оценим остаточный член формулы (8): 
а т п? х И 


Обозначая А, ое а,, (=)), окончательно имеем 


в 70 >, = +0(= 
= 
_ №: 
ве о ня ( в, 
откуда непосредственно следует формула (3). Формула (4) получается 


из (3) известным способом (?) и на ее выводе останавливаться не бу- 
дем. Таким образом, теорема доказана. 


211 2 х 


х >. ых 
<| 525 е=р(— А, (=) ше ) 
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3.1У.1947 
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ПОЛУРАДИКАЛЬНЫЕ КОЛЬЦА * 


(Представлено академиком 09. Ю. Шмидтом) 


В работе вводится и изучается понятие полурадикального кольца 
как естественное обобщение понятия радикального кольца, введен- 
ного Джэкобсоном в 1945 г. 


Введение 


Понятие радикала кольца играет в теории колец очень большую 
роль. Это понятие, введенное сперва для случая алгебр конечного ранга 
а колец с условием минимальности, в последние годы подвергалось 
дальнейшему обобщению в работах различных авторов, причем окон- 
чательную форму, пригодную для любого ассоциативного кольца, по- 
нятие радикала получило в работе Джокобсона ('). Это, в частности, 
привело к выделению особого класса радикальных колец, т. е. колец, 
совпадающих со своим радикалом в смысле Джокобсона. 

Радикальные кольца являются обобщением нильпотентных колец 
и нильколец. Их проще всего определить при помощи приссединен- 


ного умножения, т. е. умножения 
аоб=а-Нь — ав, 


а именно, радикальные кольца — это такие ассоциативные кольца, 


которые составляют группу относительно присоединенного умножения. 

Присоединенное умножение уже использовалось в работах раз- 
личных авторов в качестве вспомогательного орудия, а в работе 
Фостера и Бернштейна (*) применялось для построения новой аксио- 
матики колец с единицей. В $1 настоящей работы также указывается 
одна форма определения любого ассоциативного кольца, причем обыч- 
ное умножение заменяется в ней присоединенным, в то время как 
сложение остается обычным. Это открывает возможность нового под- 


хода к изучению колец, подхода, связанного с такими понятиями, 


* Настоящая работа выполнена под непосредственным руководством 


А. Г. Куроша, за что приношу ему свою искреннюю благодарность. 
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которые наиболее просто и сстественно формулируются при помощи 
присоединенного умножения. 

В настоящей работе вводятся и изучаются полурадикальные кольца, 
т. е. кольца, составляющие относительно присоединенного умножения 
полугруппу (см. $ 4). Полурадикальные кольца являются естественным 
обобщением радикальных колец, причем в работе указаны условия, 
при которых полурадикальное кольцо будет радикальным кольцом, 
нилькольцом, нильпотентным кольцом; здесь, в частности, достигается 
обобщение теоремы Гопкинса-Джэкобеона (см. $ 5). 

В то время как радикальные кольца играют по отношению к при- 
соединенному умножению такую же роль, как тела по отношению 
к обычному умножению, полурадикальные кольца вполне аналогичны 
кольцам без делителей нуля. Этот параллелизм проявляется, в част- 
ности, в вопросе о вложении полурадикальных колец в радикальные: 
всякое коммутативное полурадикальное кольцо может быть вложено 
в радикальное, а в некоммутативном случае справедлива теорема, 
аналогичная теореме Орэ-Веддербарна (см. $ 6); с другой стороны, 
не всякое некоммутативное полурадикальное кольцо вкладывается 
в радикальное, как показывает пример, аналогичный примеру Маль- 
цева (см. $8 7). 

В работе рассматриваются, далее, те совокупности элементов 
кольца, которые отображаются в единицу при гомоморфных отобра- 
жениях этого кольца на кольцо с единицей. Эти совокупности играют 
по отношению к присоединенному умножению роль, весьма близкую 
к роли идеалов по отношению к обычному умножению, и поэтому они 
названы приссединенными идеалами (см. $ 8). 

Для присоединенных идеалов коммутативного полурадикального 
кольца оказалась справедливой теория, параллельная обычной теории 
идеалов в коммутативных кольцах без делителя нуля. Так, в $ 10 
доказано, что в кольцах главных присоединенных идеалов всякий 
элемент однозначно разлагается в присоединенное произведение далее 
не разложимых элементов. 

С другой стороны, в $ 11 указаны теоремы, вполне аналогичные 
тем теоремам, которые составляют известную теорию «Нетер» о раз- 
ложении идеалов коммутативного кольца без делителей нуля в произ- 
ведение степеней простых идеалов. 

Заметим, что параллелизм между определениями кольца без де- 
лителей нуля и полурадикального кольца проявляется и в том, что 
в доказательствах теорем о полурадикальных кольцах используются, 
‚как прарило, те же методы, что и в доказательствах параллельных 
им теорем о кольцах без делителей нуля. Каждый раз, впрочем, 
возникают некоторые усложнения, вызываемые более сложной фор- 
мой закона дистрибутивности, связывающего присоединенные умноже- 
ния со сложением. 

Изложение содержания первой половины настоящей работы печа- 
тается в Докладах Ак. Наук СССР. 
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$ 1. Присоединенное умножение в произвольном 
аесоциативном кольце 


Как известно, понятие ассоциативного кольца определяется, 
обычно, следующим образом. 

Определение 1. Множество 9 с двумя алгебрапческими 
операциями -- и - называется ассоциативным кольцом, если имеют 
место следующие постулаты: 

1. 3 — абелева группа относительно операции +; 

2. а(6с) = (аб) с; 

{ (а 6) с = ас 6с, 
с (а--5) =са- сб. 

Наряду с этим определением можно дать еще одно эквива- 
лентное определение ассоциативного кольца, а именно: 

Определенияе 1’. Множество 9% с двумя алгебрапческими 
операциями -- и о называется ассоциативным кольцом, если выпол- 
няются следующие постулаты: 

1”. 3{ — абелева группа относительно операции --; 

2’. а (Бос) = (ао в) ос; 

— (а 6) ос =аос-Е босс, 

ыы Я 6) =соа-соб— с. 

Прежде чем доказать эквивалентность определений 1 и 1’, заме- 
тим, что из дистрибутивного закона 3’ вытекают следующие два 
свойства: 


р { (а В) ое =аос—Ббос- с, 
Е со (а—6) =соал-соб-Ес, 
2 аоО=Ооа=а, 


где О— нуль аддитивной группы кольца. Действительно, имеем 


[(а^— 6] о с=аос= (а — 6) ос Бос— с, 
откуда 
(а—Б) ос=аос—бос-с. 
Аналогично проверяется другая сторона этого свойства. Далее, 
получаем 
д-0=: ао (6—6) =аобаоб- а=а, 
Оза= (6 —6)  а=боа—боа-а=а. 


Покажем, теперь, что определение 1’ следует из определения 1. 
Лля этой цели положим в определении 1 
ав =а--Ь-— аб. (1) 
Тогда получаем 
а° (бес) =аз (6 е—6- с) =а-- (6 - в — 6) —а(5 с 66) = 
ас — ве — аб — ас афе = (а 6 — а5) + с — (6 а—а6) с = 
=а. 6 с— (аб) с = (ао) ос. 
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Далее, 
(а-Е В) ос= (а-Н 5) + — (а е=а-+ 6 е—а—6= 
= (а с — ас) + (6-е — 6с) —с=аос-- бос— с. 


Аналогично получаем другую сторону дистрибутивного закона 3’. 
Обратно, определение 1 нетрудно получить из определения зе 
Чтобы показать это, положим в определении 1* 


а =а-6—аоб. (2) 


Если мы воспользуемся теперь свойством Р.1 и дистрибутивным 
законом 3’, то получим 


а (5с) =а (6-е — Вос) =а-- (6-е — Бос) —а°о (6+ е—6бос) = 
=а-Ь-е—Бос— ао (Б- с) + аобос —а=а- се —бБос—аоб— аос-- 
а асбос —а= (а 6 — аоб) + с — (Бос - аос— @обсс) = (а В— ав) — 

— (6 -На— асб) ос =аб- с — (а) ос = (а6) с. 


Далее, имеем 


(а 5) се = (а + О) + е— (а-Е В) ос =а- о е-а®е—бос-с= 
= (ас аос) + (6-е —Бос) =ас- 6с. 


Аналогично проверяется вторая сторона дистрибутивного закона. 

В дальнейшем будем называть операцию о присоединенным умно- 
экением в данном кольце %. Присоединенные умножения уже встре- 
чались у различных авторов [см., например, Бернштейн (?)]. 

Замечание 1. Свойство Р.2 показывает, что нуль аддитив- 
ной группы кольца является в то же время единацей относительно 
присоединенного умножения. 

Замечание 2. Понятие правого (левого) идеала можно вы- 
разить с помощью присоединенного умножения следующим эквивалент- 
ным образом: 

Определение 2. Непустое подмножество / кольца 9% назы- 
взется правым идеалом, если 

а) из аЕГ и БЕГ следует а—-6ЕГ; 

6) из аЕГи ХЕ% следует а. х—хЕГ. 

В самом деле, если а6[1 и а.х—тЕГ, то а—(а-х—т)Е[ или 
а х—асхЕГ, т. е. ахЕГ. Обратно, из аЕТиахЕТ следует а— ахЕ Г, 
т, е. аох—хЕГ. 

Замечание 3. Из равенства (1) видно, что ас б=фоа тогда 
и только тогда, когда аб = фа. 

Выведем теперь из дистрибутивного закона 3’ несколько свойств 
присоединенного умножения, которые понадобятся нам в дальней- 
шем. Имеем 


(—а)о6= (0 — а) 6 =боб— аоб-НЬ = — 56-25, 
ао (—6) =а° (0—6) =а°5О—аоб-а= —аоб-{ 2а, 
(—а)®(—6) = —(—а)56 +2 (—а) = — [ — 456 + 26] —2а =а>6—2а—126. 
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Далее, нетрудно показать свойство 
(ааа, 29 а) об =а, о ба, > 
п 


( 

| --: НР аоб + (—п-- 4) 6= У а: 6+ (—п+14)6, 
к Ье (ааа, +... + а) =боа, Е Боа, + и 

п 
( 


4 Беа + (—п + ь= Уьеа, + (—п-+ 1). 


#=1 


Действительно, если п=1, то свойство Р.3З очевидно, а при п=2 
оно совпадает с дистрибутивным законом 3’. Предположим теперь, 
что Р.3З верно для п—1 слагаемых, т. е. 


п—1 


(а-на,-| ..- + аи.) 56 = У а 6 (—п- 2) Ь. 


2-1 
Тогда получаем 


(ара, + ... Нал) об = [(а, а, + ... а) фа] ® 6 = 


п—1 


= (а, а, ... На) оба еб —6= У аб + (—п-+ 2) а, 6—6 = 


1=1 


=») а: 5+ (—п-- 1). 
1=1 


Аналогично проверяется другая сторона свойства Р. 3. В частности 
если аа =а,=...=а,=а, то соотношения Р.З превращаются в равен- 
ства 

р. 3 [ (Ка) об = А (асов) + (—Е- 1) 6, 
6 о (Ка) = Е(боа + (— +1) 6. 

Нетрудно показать, что равенства Р.3’ верны не только при 
&>0, но и при А <0. Действительно, если К < 0, то положим А = — '. 
Тогда получаем 


(Ка) 6=(— а). 6 =[Ё' (—а)] 6 =’ [(— а). 6]4+(—#-4)6= 
а. Ма )Ь= 
—= —#' (455) 4 (+1) 6 =&(а°6) + (—#+-1)6 


Аналогично проверяется второе равенство Р. 3°. 
Из равенств Р.3З нетрудно получить следующее правило для пере- 


(У Хх (3 ь)- 


=» Уа-ь+( И Уь. 


1=1 ]=1 1=1 7=1 
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Действительно, 
С.) Озоне 
1=1 1=1 11 ти ты 


=», [}4:5+(-—пв+1) а, | +(—-т+ 0» 6; = 


1=4 ]=1 р 1 


| 
т 9 


р а об; От Сао. 


#=1 1=1 
В частности, если а,=а, =... =а 
получаем 
Р.4’ (та) › (пб) = тп (а°5)-+(—п+1) (та) + (—т-+ 1) (п5. 
Теперь нетрудно проверить, что равенство Р. 4’ верно для любых 
целых ти п. Проверим, ‘например, случай т< 0, п< 0. Положив 
т=—т’, п= —п’, имеем 
(та) ® (пб) = (—т’ а) ° (—пт' 6) = [т’ (—а)] е п’ (—6)] = 
= т’ п’ [(—а) 5 (—5)]4+ (= +1)(—п а) + (т +4) (-т = 
=т’ п’ (а 6 —2а—26) + (—п’ 1) (—та-(—=т +1 (-тб)= 
=т’ п’ (а°6) + (п’ -- 1)(— па) + (т’ + 1)(—п’ 6) = 
= тп (а° 65) +(—п- 1) (та) + (—т-+1) (пб). 
Наконец, выведем следующее правило перемножения двух ливей- 
ных форм: 


(Хе ‚)° (Ха) - уу Е 


фри 
ден 
-] +(— и+1) Хви+(- Х+1) > ой р 


где р,, а) — целые положительные или отрицательные числа. Действи- 
тельно, 


7. т 


(Ува). (> 4:6 ‚)= -55 (р;а;) ь (416) +(—п-+ 1) Ура: + 
2-1 а 


1=1 


вето х «=» У [ра (а, 56) +(—ч%-+ (ра) + 
1=1 


1=={ ]=1 


рат еевиже Баран И: 4) 4:6; = 


1=1 1—1 


=» Ура, (а, ° ы+(— Зита) Хит ( - Х+т) + 
1—4] 


+ (—п- 1) У ра, + ( о =» Ура МР 


1=1 1 у 


. 
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+(- Ха!) х ра+(— Хи) Учи 


И 1=1 1=1 


д" 


Замечание 4. Из равенства Р. вытекает, в частности, что 


т п 
вели У р=1 и У 9;=1, то 


=1 =4 


(Хве)- (аь)- у РН (256), 


19-1 


т. е. в этом случае имеет место обычный дистрибутивный закон. 


$ 2. Полурадикальные и радикальные элементы 


Рассмотрим произвольное ассоциативное кольцо %. Элемент аЕ%\ 
будем называть правым полурадикальным, если выполняется следующее 
условие: 

1. Из равенства хо а=т’оа следует х=х’. 

Если перейти к обычному умножению, то условие 1 равносильно 
следующему: 

1’. Из равенства х= ха следует х=0. 

Действительно, пусть имеет место условие 1. Тогда, в частности, 
из равенства х‹ а=а=0Ооа следует х=0 или, перейдя к обычному 
умножению, получаем, что из равенства х+а—лха=а следует х=0, 
т. е. из х=оа вытекает х=0. Обратно, пусть выполняется условие 1. 
Перейдя к присоединенному умножению, получаем: из х=х+{а—хоа 
следует х=0, или из хоа==а следует х=0. 

Пусть, теперь, хоа=1’оа, или, что то же самое, (1—хт’) оа=а. 

Тогда из последнего условия получаем —' =0, т. е. х=х’. 
_ Из условия 1’ видно, что идемпотентный элемент, отличный от 
нуля, не является правым полурадикальным. заметим также, что пра- 
вый полурадикальный элемент определяется относительно присоеди- 
ненного умножения так же, как правый неделитель нуля относительно 
обычного умножения. 

Элемент аЕ%( будем называть правым радикальным, если сущест- 
вует такой элемент 4,, что ас а, =0. 

Аналогично определяем левый полурадикальный и левый радикаль- 
пый элементы. 

Если элемент а является одновременно левым и правым полура- 
дикальным, то будем говорить, что а— полурадикальный элемент. 

Если элемент а является одновременно левым и правым радикаль- 
ным, то будем говорить, что а— радикальный элемент. В этом случае 
существуют два таких элемента @ и 4», что @Чоа=0 и аоа, =0. 
Нетрудно заметить, что 41 = а,. Действительно, 

2! = о 0 = 41 о@оа1 = (41 о а) са. =Ооа, = а». 


Заметим, что правый радикальный элемент является АВОвремонНо 


я правым полурадикальным элементом. В самом деле, пусть ао а =0 
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и предположим, что хоа=1’са. Умножая последнее равенство справа 
на а,, получаем зоаоа, =’ оаоа,, 1. е. Х=7’. 

Из последнего замечания следует, что радикальный элемент 
является одновременно и полурадикальным элементом. Однако можно 
построить пример, когда’ правый радикальный элемент не является 
левым полурадикальным элементом. 

Пример 1. Пусть С— аддитивная группа всех счетных беско- 
нечных последовательностей (а,,а,, а.,...), где а, принадлежат неко- 
торому полю РЁ. Рассматриваем эту группу как Ё-модуль и обозначаем 
через 9 кольцо всех Р-эндоморфизмов группы С (т. е. совокупность 
эндоморфизмов, коммутирующих с элементами из Р). Выбираем в коль- 
це 9% три элемента ^, в, », определяемые следующим образом: 


(а,, а, аз, .- .) ^= (а,, а —а,, а, —@»,. - -), 
(а,, а», а.,.. .) в=(—а,, 0,0, ее .), 
(а, а. а, ...) = (а, — @, а, — а, а. — @,..-), 
где (а,,а,, а.,...)— произвольный элемент в С. 
Покажем, что }. — правый радикальный элемент. Имеем 
(а, а, а, ...) (А у—^») = (а, а, —а,а,—а,, ...)- 
+ (а, — а, а. —а.,...)— (а, аа, а, —а., ...)у= 
= (2а, —а,,2а,—а,-—а.,...)--(2а,-а,, За, —в,—а.,...)=(0,0,...). 
Так как (аа, а,,...)—произвольный элемент группы С, то 


л оу=0. 

Нетрудно теперь проверить, что ). не является левым полуради- 
кальным элементом. Так как элемент р отличен от нуля, то для 
этого достаточно, очевидно, показать, что {и = ^а. 

Имеем: 

(а,, а,, а, ...) (6 —^ь) =(—а,, 0,0,...)— (а, а. а, а, —а,, ...)в= 
=(—4а,; 0,0) =(2,::0;0,...)=©,00, 55). 

Следовательно, —\ = 0, т. е. в -=- Ав. 

Явление, которое наблюдается в вышеприведенном примере, не 
имеет места, если в кольце удовлетворяются некоторые условия конеч- 
ности для идеалов. Перейдем к выяснению этих условий. 

Для данного элемента а кольца 9% определяем отображение а, 
этого кольца следующим образом: 


ха, = — та (1) 
(аналогично можно определить отображение ха, =х — ат). 


Обозначим через а, совокупность {ал,}, где х пробегает коль- 
ЦО 1,56: 


(а, = {ха,} = {х — ха} = {хоа—а}. (2) 
Нетрудно заметить, что {а,— левый идеал. Действительно, 


(2, — 2:4) — (1, — ла) = (2, — т.) — (т, — 1.) аЕ Га, 


т (2— 24) = 1х — гта © \а,. 
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Отображение а, есть эндоморфизм аддитивной группы 9, отображаю- 
щий 9 на левый идеал %а,. В самом деле, 


(= уда, = (2 Ну) — (#+уа=х— за у—уа = ха, -| уа,. 
Далее, 
(2у) а, =зу— туа = 2(у— уа) == (уа,). 
С другой стороны, 


‚- т(а,6,) = (ха,) 6, = (х— ха) 6, =т—ха— (х— ха) 6 = 
=х— 1а— 26+ таб =х—х(а- 6 - аб) =х— (ао б) =х(а°6),, 
аб, = (а о 5). (3) 
Заметим также, что 20, =х. 

Пользуясь отображением а,, можно сказать, что элемент а будет 
правым полурадикальным, если из равенства ха, =0 следует х=0. 

Обозначим через за, совокупность таких элементов 2, что за, = 0. 
Легко видеть, что За, — левый идеал. Действительно, пусть 2, Е За, 
и 2, Е3За,. Тогда 

(2, —2,)а,=2.а, —2.а, =0, 
т. е. 2, —2,63а,. Далее, 
(аа: = (20) =0 
для любого ГЕ%. 

ЛЕММА 1 [см. (1)]. Злемент аЕ\ будет левым радикальным 
тогда и только тогда, когда а, =\\. 

Доказательство. Пусть 4, =9(. Тогда существует такой эле- 
мент хЕ%{, что ха, = —а, т.е. хт— хаа=0О или хоа=0. Обратно, 
пусть хоа=0, т. е. х{фа— ха=0. Тогда 


а= —2-+- та= —х—(—эае\а,. 


Следовательно, так как а, — левый идеал, уаЕ (а, для любого УЕ%. 
Но, по определению %@,, у—уаЕ\а,, поэтому уЕ%а,, т. е. = \а,. 

Обозначим через 8 (5%) некоторое множество эндоморфизмов про- 
извольной группы %, замкнутое относительно умножения, а через 
3х — совокупность таких 26%, что 2% =0 для данного «Е® (%). 

ЛЕММА 2. Пусть % — аддитивная абелева группа и пусть выпол- 
няются следующие условия: 

1. Каждому элементу аЕ\ однозначно соответствует элемент 
аЕФ (5). 


П. В 9( определено умножение © следующим образом: 
аб = ав -- ть, (4) 


где В — эндоморфизм, соответствующий 6, а т— фиксированное целое 
число, быть может, нуль. 
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Ш. а®(Ь® с) = (а®6)®с. 

ГУ. Произведению а®6 соответствует произведение аВ. 

При этих предположениях, если имеет место условие минималь- 
ности для подгрупп с, где сЕФ (51), и если 


Аа = % (5) 
Эля некоторой подгруппы А = %\с и некоторого «Е 9 (%), то А=%. 
Доказательство. Заметим, зто из условий ПГ, П и ПУ сле- 
дует 
адь®се=а® (© с) =аВу- т (6 ® с). (6) 
В= 98 (7) 


будет минимальная подгруппа, удовлетворяющая равенству вида (5), 
т. е. 


Пусть, теперь, 


9{ = Ву (8) 
для некоторого уЕ® (9). 
Подставляя выражение В из равенства (7) в равенство (8), полу- 
чаем 


{= Ву. (9) 
Следовательно, существует такой элемент 6%, что 
Ь— т (6 © с) =тВ», 
где элементы $ и с соответствуют эндоморфизмам В иу, или на основа- 
нии равенства (6) 
= В» | т (6 © с) =г@ бб с. (10) 
Равенству (10) будет соответствовать, в силу условия ГУ, равенство 
В =, (11) 
где р — эндоморфизм, соответствующий элементу г. 
Подставляя значение 3 из равенства (41) в равенство (9), получим 
96 = {рВуу = (50,8) уу. (12) 
Но имеет место включение 


998 < 98 = В. (13) 


Теперь, из соотношений (12), (13) и из минимальности В следует ра- 
венство 


98 =В. (14) 
Наконец, из равенств (7), (11), (14) и (8) получаем 
В = В = %Ву = Ву= 9. (15) 


Следовательно, и подавно А=\%. 

ЛЕММА 3. Если \ — некоторая группа с условием максимально- 
сти для подгрупп 88, где ВЕФ (%\), и если '3х=95 для некоторого 
подмножества 3 из ЗГ и некоторого а Е 9 (%(), то зх=0 и % =“. 

Доказательство. Рассматриваем возрастающую цепочку 


ОС зе 8 С За С. 
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Из условия максимальности следует, что 35^= заК*1 для неко- 
торого целого К. 

Пусть 2 Е 80^, т. е. 22^=0. Из равенства 3х =% получаем 2 = хх 
для некоторого хе». Заменяя 5 в равенстве 22“ =0 через ло, полу- 
чаем хак“ =0, т. е. Е за“ = за^. Поэтому хак =0, или (хо) ак: =0, 
т. е. 2а^1=0. Следовательно, 3а^С-8х^-1, но так как За^-1С- да*, то 

к ‹- т. ня 
За“ = За^`*. Повторяя эти рассуждения, получаем 


а Е 
39‘ = 8“ о 


—За=0. 
Пусть, теперь, х— произвольный элемент в %. Из равенства 
=Ф№х получаем 1х =уя для некоторого уЕФЗ, т. е. (х—у)«=0, или, 
так как 3а=0, х—у=0, т. е. х=уЕЗ. Следовательно, % = 3%. 
ЛЕММА 4. Если в группе \ имеет место условие минамальности: 
для подгрупп %, где зЕ 9 (5%), и если 3х =0 для некоторого «Е® (%), 
то 5% = а. 


Доказательство. ‘Рассмотрим убывающую цепочку подгрупп. 


9% > Ма > 91° >... 


Из условия минимальности получаем У“ = %а^*' при некотором 
целом А. Следовательно, для произвольного 6% найдется такой у Е %, 
чго 20“ = ухк*1 или 

(док — удк) и = 0. 

Так как 3«=0, то ха * = ухк, т. е. я“ С- я“ и, следовательно, 
ЭГак-1 = ак. 

Рассуждая аналогичным образом, получаем 


Ук Чи“. и. 


Докажем теперь две теоремы; 

ТЕОРЕМА 1. Если в кольце 9% имеет место условие минималь- 
ности для У с,, где сЕ%\, или оке условие максимальности для идеа- 
л0в 8с,, то из равенства а‹ь=0 следует 6. а=0 и обратно. 

Доказательство. Предположим сначала, что аб =0 и что 
в кольце 9 имеет место условие минимальности для левых идеалов 


3(с,. Тогда, ввиду (3), имеем 


%—910,=91 (ао В), = а, 6,.. 
"Гак как д 
аоф= 46,46, (ао) ос=ао(фоб) ш (а°6), =аь6,, 


то мы можем применить лемму 2, причем т=1. Получаем % = (а, 
т. е. а является левым радикальным (лемма 1). Но, по предположению, 
а является правым радикальным. Следовательно, а — радикальный эле- 


мент, т, е. аор= боа=0. 
Предположим, теперь, что а 6 = 0 и что в кольце % имеет место 


условие максимальности для левых идеалов Зс,. Имеем 
9—9, = 9 (аэ), = а, 5,: 
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Применяя лемму 3, получаем 86, =0 и = \а,. Рассуждая 
теперь точно так же, как и в предыдущем случае, получаем аб = 
=боа=0. 

Аналогично доказываем, что из боа-=0 следует а°6=0. 

ТЕОРЕМА 2. Элемент а кольца %( с условием минимальности для 


левых идеалов %,, где 6Е%, будет радикальным тогда и только то- 
гда, когда он. правый полурадикальный. 

Доказательство. Если а— радикальный элемент, то, как мы 
уже отмечали в начале этого параграфа, а будет полурадикальным, 
а следовательно, — правым полурадикальным. Обратно, пусть а — правый 
полурадикальный. Это означает, что за, =0. Применяя ломму 4, по- 
лучаем 9% = %(а,, т. е. а— левый радикальный и, следовательно, по 
теореме 1, а будет радикальным элементом. 

Условие минимальности в теореме 2 нельзя заменить условием 
максимальности, как показывает пример кольца четных чисел. Дей- 
ствительно, в этом кольце каждый элемент— полурадикальный, но 
радикальных элементов, кроме нуля и числа 2, не существует. 

Замечание 1. Теоремы 1 и 2 аналогичны тем, которые в слу- 
чае обычного определения кольца имеют место для неделителей нуля 
и обратимых элементов [см. (*)]. Упомянутые теоремы для неделителей 
нуля и обратимых элементов могут быть выведены из вышеприведен- 


ных лемм, если вместо отображения а, рассматривать отображение а,, 
определяемое равенством ха, = ха. 


$ 3. Определение и простейшие свойства радикальных колец 


Определение 3. Кольцо 5 называется радикальным [см. (*)], 
если каждый его элемент является правым радакальным, т. е. если для 
каждого элемента аЕ% найдется такой элемент а’Е%\, что аса’ = 0. 

Определение 3 означает, что радикальное кольцо образует группу 
относительно присоединенного умножения, а потому все его элементы 
будут также и левыми радикальными, т. е. просто радикальными. 
Следовательно, каждый элемент радикального кольца будет полуради- 
кальным (см. начало $ 2), и поэтому радикальное кольцо не содержит 
идемпотентных элементов, отличных от нуля. 

Так как радикальное кольцо образует группу относительно при- 
соединенного умножения, то уравнение асх=б имеет для любых 
а, 6Е%( единственное решение х=а’ об. 

Пример 1. Всякое нилькольцо 9% является радикальным коль- 


цом. Действительно, пусть а6%( и а"-=0. Тогда нетрудно проверить, 
п-—1 


что а’= — У ай. В самом деле, 
{1 


п—1 п—1 п-—1 п—1 
дса’ =а— У -аУа!= —УЖа+ Уе-а"=0. 
1-1 :-2 1=2 


1=1 
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Пример 2. Кольцо % всех формальных степенных рядов 


со 
Ха й относительно неизвестного # с коэффициентами с; из некоторо- 
го поля —радикальное. Действительно, вложим кольцо % в кольцо с еди- 
ницей 91” = (1) + %. 

Заметим теперь, что во всяком кольце с единицей элемент а яв- 
ляется правым радикальным тогда ий только тогда, когда 1—а обла- 
дает правым обратным. В самом деле, пусть аоа’=0. Тогда 


1=1—аоа'’ =1—а—а’ + ва’ = (1—а) (1—а'). 


Обратно, пусть (1— а) х=1. Положив х=1 — а’, имеем (1 — а) (1—а’) =4 
или 1 —аоа’=1, т.е. аоа’ =0. 

Пусть, теперь, ХЕ%. Тогда элемент 1—х обладает, очевидно, 
правым обратным и, следовательно, х является правым радикальным. 


Пример 3. Кольцо всех рациональных чисел вида И ‚гдек— 


фиксированное целое рациональное число, отличное от +1, атип 
пробегают кольцо целых чисел, — радикальное. 


Ет 
В самом деле, пусть МЕ" Тогда нетрудно проверить, что 
; кт 
/ 


ке К(тЪ-п)-1° 


Действительно, 


т Кт 2 кт 
— в А Е (т-Еп) +1 Т Ка 1 у Е(тл а 
__ т [А (тп) —1- (К +Ет] _ Кт(—Кт—Ка— 1 - Ки 1 Кт) __ 0 
(Къ--1) [К (в +1] (Ки 1) [К (№ п) 1] ся 


доа’ =а-а’— аа’ = 


Примеры 2`и 3 показывают, что не всякое радикальное кольцо 
ость нилькольцо. С другой стороны, не всякое подкольцо радикально- 
то кольца — радикальное. Действительно, возьмем в третьем примере 
подкольцо, состоящее из целых чисел, кратных К. Это кольцо не будет 
радикальным, так как нетрудно заметить, что в кольце целых чисел 
только 0 и 2— радикальные элементы. Но, как легко показать, в ра- 
дикальном кольце любой правый (левый) идеал, а также центр 2 — ра- 
дикальные кольца. 

В самом деле, пусть а Е Г, где / — правый идеал. Тогда из равенства 

аоа’ =а-а’ —аа’=0 
получаем 


а’ = —а-- аа’ ЕГ. 


Предположим теперь, что а6й. Возьмём произвольный элемент БЕХ 


и рассмотрим элемент 
т=а’об-—вБод’. 


"Так как а‹б=фса, то 
ао д=ао (а’ об — боа’) =аоа’ об — аобоа’ а= 
—=Ооь—Боаоса’ Ка=б—б-фаг=а. 


® й г, 
Следовательно, х=0, т. е. а’об=фоа’ или а’ =фа’ и поэтому а'Е 2. 


142 В. А. АНДРУНАКИЕВИЧ 


Если два кольца % и %(’ гомоморфны при обычном определении 
кольца, то ясно, что они гомоморфны также и при определении коль- 
ца с помощью присоединенного умножения. 

Нетрудно заметить, что гомоморфный образ радикального кольца 
будет радикальным кольцом. Действительно, если аоа’=0, то 
йа’ =0, где аи а’— образы элементов а и а’. 

Далее, имеет место следующее утверждение: 

Если фактор-кольцо =] радикальное и если двусторонний 
идеал 3 — радикальное кольцо, то и ЗУ будет радикальным кольцом. 

Действительно, пусть аЕ \{ иа— образ элемента а в фактор-кольце %\. 

Так как 9 радикальное, то существует такой элемент х, что ао х=0 
или дох=ЬЕ». Но 3 — радикальное, поэтому найдется такой элемент 
6’, что бе б’=0. Подставляя в последнее равенство выражение для 6. 
получаем 


ао Жб’ == ао (лоб) =0, 


т. е. каждый элемент 46% — правый радикальный. 

Замечание 1. Радикальное кольцо определяется относительно 
присоединенного умножения аналогично тому, как тело относительно 
обычного умножения, с той лишь разницей, что в радикальном коль- 
це и нуль является радикальным элементом. 

Замечание 2. Кольцо % с единицей будет телом тогда и толь- 
ко тогда, когда каждый элемент, отличный от единицы, будет левым 
радикальным. 

Действительно, если 5 — тело, то 


За, = {х — ха} =%® 


для всякого а, отличного от единицы. Следовательно, каждый элемент, 
отличный от единицы, будет левым радикальным ($ 2, лемма 1). Об- 
ратно, пусть (а, =5{ для любого а, отличного от единицы. Имеем 
(а, = {х — ха} = а, 

где а. =1—а-0. Поэтому За, =\ для любого а, = 0, т. е. 3(— тело. 

Как известно, имеет место следующая теорема [см. (*), ч. 1, 
стр. 61] : если коммутативное кольио ЗК содержит единииу и если 
Р— идеал в %, то фактор-кольцо \[Р будет телом тогда и только 
тогда, когда идеал Р максимальный. 

Докажем следующую аналогичную теорему: 

ТЕОРЕМА 3. Если Р — двусторонний идеал в произвольном кольце 
9, то фактор-кольцо Я =%]Р будет радикальным тогда и только 
тогда, когда ибеал Р взаимно прост с любым Уа,, т. е. когда 
(Р, %а,) = для любого «Е. 

Доказательство; Пусть (Р, \а,) =% при любом аЕ\. Тогда 
существуют два таких элемента хе \ и рЕР, что 


—& 
—@а=р-- ха, или —а=р-х-— за, 
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томхе: Заря 0. Перейдя теперь к фактор-кольцу %, получаем 


= м 


доа=0, т. е. кольцо \ — радикальное. 
Обратно, пусть % = 9% /Р—- радикальное. Тогда для любых д ис 


из9( можно найти такой элемент 2, что Хо а-е-ра, тоне: 


хоа=с--а(Р) или х‹а—а==с(Р) 


и поэтому 

тоа—а==е(Р; \а,). 
Но 

т‹а—а==0(Р, \а,), 
так как 


Ча, = {у— уа} = {уза—а}. 
Следовательно, для любого СсЕ\ имеем с==0 (Р, а, т. е. 
(Р, %а,) =%. 


Замечание 3. Двусторонний идеал Р, удовлетворяющий усло- 
вию теоремы 3, всегда существует — таково, например, само кольцо 5. 
Юсли кольцо % содержит одиницу, то %{ есть единственный двусторон- 
ний идеал, удовлетворяющий условию теоремы 3, так как радикальное 
кольцо не может обладать единицей. 

В радикальном кольце % идеал Р может быть произвольным, так 
как У(а, = 91 для любого аЕ%(. 

Этим еще раз доказано, что всякое фактор-кольцо радикального 
кольца само радикально. 

В некоторых частных случаях теорема 3 дает даже возможность 
определить, какой вид имеют идеалы Р в кольце \(, фактор-кбльца 
по которым радикальны. Пусть, например, % есть кольцо четных 
чисел, т. ©. 9% = (2) и предположим, что Р= (2т). Запишем условие 


Р- \а, =% 


для любого аЕ%\. В данном случае получаем 


(2т) + (224, = (2), 
до 4— произвольное целое число. Следовательно, существуют два 
таких целых числа ди у, что 


2тх + 2у—2у:24=2 или тх- (1— 249) у=1. 


Таким образом, т должно быть взаимно просто с любым нечетным 
числом, т. е. т=27, где п — произвольное целое положительное число 
или нуль, а поэтому 


Р=(2”“'), п--о и о, 


Замечание 4. Двусторонняя прямая сумма, атакже полная пря- 
мая сумма радинальных колец будут радикальными кольцами. Покажем. 
это, например, для полной прямой суммы. Напомним, что полная 


144 В. А. АНДРУНАКИЕВИЧ ° 


прямая сумма колец 9%, (х пробегает некотороо множество индексов 
М) есть кольцо 
мл = > %а, 


аЕМ 


которое определяется как совокупность всех формальных сумм о 
аЕМ 


где а. могут быть любыми элементами из соответствующих %&. 
Операции сложения и умножения сумм определяются по-компонент- 


но: если 
Е О аа, 6= 6, 
&«ЕМ аЕМ 
где аа Е, БЕЗ, то 
а = У (аа + 6.), а = У ава. 
«ЕМ «ЕМ 


Нетрудно теперь заметить, что и присоединенное умножение эле- 
ментов полной прямой суммы будет производиться по-компонентно. 


Действительно, 
об таь-аь= У (ыы) Хы = У (а. в, а.) = 
аЕМ «М ам 
ЕЕ № Чао Ба 
аЕМ 


Отсюда следует, что если все 3%, — радикальные кольца, то и %\. будет 


радикальным кольцом. В самом деле, пусть а= У аа будет произволь- 
аЕМ 


ный элемент в %. Возьмем элемент 
/ и 
“4, 
аЕМ 
где аз оа. =0. Тогда 


доа’ = У ав оав=0, 
«ЕМ 


т. е. % — радикальное. В частности, полная прямая сумма нильколец, 
которая, вообще говоря, не есть нилькольцо, будет радикальным коль- 
цом, в котором каждый элемент есть делитель нуля. В самом деле, 
пусть 
р 
Я ина, = 0. 
«Ем 
где ра — индекс нильпотентности элемента а.. Тогда, положив 6 = У А 
гЕМ 

ИмеСмМ 
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$ 4. Определения и некоторые свойства иполурадикальных колец 


Определение 4. Кольцо 9% будем называть правым полуради- 
кальным, если каждый его элемент является правым полурадикальным, 
т. е. если для любого аЕ% из равенства хоа=х’оа следует х=а’. 

Аналогично определяется левое полурадикальное кольцо. 

Определение 5. Кольцо 5% будем называть полурадикальным, 
если оно одновременно является правым и левым полуосадикальным, 
т. е. если для любого ае\ из равенств 


Хоа=то@, доу=азу’ 
следует 
Е ляву лу 


или, что же самое, из равенств х= ха, у=ау следует х=0, у=0. 

Определение 5 показывает, что полурадикальное кольцо образует 
полугруппу относительно присоединенного умножения. 

Таким образом, полурадикальное кольцо определяется относительно 
присоединенного умножения аналогично тому, как кольцо без делителей 
нуля относительно обычного умножения, с той лишь разницей, что в 
полурадакальном кольце и нуль является полурадикальным элементом. 

Пример 1. Всякое подкольцо радикального кольца—полуради- 
кальное. 

Пример 2. Кольцо %, не содерисащее единицы и делителей 
нуля, полурадикальное. 

В самом деле, пусть % не полурадикальное. Тогда существует та- 
кой элемент 2-Е 0, что, например, х=ах для некоторого аЕ%. Умно- 
жая обе части последнего равенства слева на произвольный элемент 
у+0, получаем 

ух = уах 


или, сокращая на х, так как 3 без делителей нуля, 

Ио 
Поэтому а— правая единица кольца 9%. Умножая обе части 
последнего равенства справа’ на у и затем сокращая слева на у, полу- 
чаем 

у = ау. 
Следовательно, а — левая единица. Таким образом, а является единицей, 
что противоречит предположению. Это доказывает, что кольцо \% полу- 


радикальное. 
Замечание 1. Двусторонняя прямая сумма правых полуради- 


кальных колец будет правым полурадикальным кольцом. 


Действительно, пусть (= \У9.. Как уже было отмечено в конце 
предыдущего параграфа, присоединенное умножение элементов прямой 
суммы производится по-компонентно. 


3 Известия АН, серия математическая, № 2 
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Пусть имеет место равенство 
Хоа=т’оа, (1) 


где а— произвольный элемент кольца %, и пусть элементы 2,7’ имеют 
следующие записи: 


%" 
, , 
=, ть аа, 
Ей 2-1 = 
где х,, д;, а. Е%;. Тогда равенство (4) принимает вид 
7 (0 
ш 
р ей, — № Я: оа;. (2} 
1—1 1 
Ввиду однозначности записи каждого элемента кольца 3%, равенство 
{2) распадается на п равенств 


2: с Я: о @ > 


где г=1,2,3.... Так как, по предположению, все %, полурадикаль- 
ные, то получаем х,=а1:. Следовательно, х=х’”. 

Замечание 2. Если правое полурадикальное кольцо 9% со- 
держит минимальный правый идеал Г, то 1[=0. Действительно, 
как известно (см. (*), ч. П, стр. 153), минимальный правый идеал 
[Г в любом кольце или нильпотентный, причем /* = 0, или [ =е%(, где 
ее" Е 0. 

Так как правое полурадикальное кольцо не содержит идемпотент- 
ных элементов, отличных от нуля, то [=0. 

Можно доказать более общее утверждение: 

Если правое полурадикальное кольцо \{ содержит минимальные пра- 
вые идеалы 1 и если Е обозначает сумму всех этих идеалов Г, то Е =0. 

Действительно, предположим, что 2% - 0. Тогда существует по 
крайней мере один такой минимальный правый идеал Г, что 1-0. 

Следовательно, найдется такой элемент 6 ЕГ, что 69( = 0. Но 69%(— 
правый идеал и 6% С /; поэтому, ввиду минимальности идеала Г, 6% = Г. 
Таким образом, 6=фа для некоторого аЕ%, а так как кольцо 
У — правое полурадикальное, то 6=0. Мы получили противоречие 
с неравенством 69 + 0. Этим доказано, что Р%=0. 


$ 5. Полурадикальные кольца с ‚условием минимальноети 


Как известно (*), кольцо 9 без делителей нуля будет телом тогда 
и только тогда, когда в кольце % удовлетворяется условие минималь- 
ности для идеалов %(а, где аЕ\(. 

Имеет место аналогичная 

ТЕОРЕМА 4. Кольцо % будет радикальным тогда и только то- 
гда, когда 

а) %{— правое полурадикальное, 

6) в кольце %( имеет место условие минимальности для идеалов 


У(а,. 
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Доказательство. Условия а) и 6) необходимы и ни одно из 
них не может быть опущено. В самом деле, радикальное кольцо является 


в то же время и правым полурадикальным и все идеалы а, совпада- 
ют с самим кольцом %1 (см. $ 2, лемма 1). 


Кольцо четных чисел удовлетворяет условию а), но не удовлетво- 
ряет условию 6) и не является радикальным. 


Тело удовлетворяет условию 6), но не удовлетворяет условию а), 


так как единица— не правый полурадикальный элемент, и тело не являет- 
ся радикальным кольцом. 


Достаточность условий а) и 6) следует из теоремы 2. Все же мы 
приведем непосредственное доказательство достаточности условий а) и 6): 
Рассмотрим убывающую цепочку идеалов 
> Ча, > Ща: Жар; .: 
или [см. $2, формула (3)] 


9 5 а, > (а), 2% (а3)), 5 ..., 
где 


т раз 


——=щ=—_ 


2 
а(т) = а оасао --+-54. 
Из условия минимальности получаем 
91 (а 0"), = 9 аб", 


при некотором целом т. Следовательно, существует такой элемент 
ХЕ“, что 


(—2) (а), = 2(а"+3), или (та, а) (а@%), = 0, 


(ха, + а) о ат) = а(т, 
откуда, в силу правой полурадикальности кольца %\, получаем 
та, + а=хоа = 0. 
Далее, имеет место 
ТЕОРЕМА 5. Правое полурадикальное кольцо 5 с условием мини- 


мальности для идеалов а% будет нилькольцом. 
Доказательство. Рассмотрим убывающую цепочку идеалов 


У 2а%>2аа’\>..., 
где а произвольный элемент кольца %. Из условия минимальности 
получаем 
а" — ат, 


для некоторого целого числа. Следовательно, существует такой эле- 
мент хЕ%{, что а”*1 = а"*1х, а так как %— правое полурадикальное 
кольцо, то а”*1 = 0, т. е. {— нилькольцо. 

Комбинируя теорему 5 с известной теоремой Гопкинса (5) о том, 
что нилькольцо с условяем минимальности для правых идеалов ниль- 
3 
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потентно, получаем теорему, обобщающую результат Джокобсона (*) 
для радикальных колец, а именно: 

ТЕОРЕМА 6. Правое полурадикальное кольцо 9% с условием мини- 
мальности для праеых идеалов будет нильпотентным. 

Теорему 6 можно доказать непосредственно, так же как и теоре- 
му Гопкинса, методом Брауера (°), который, собственно говоря, исполь- 
зует лишь то, что кольцо % — правое полурадикальное. Мы приводим 
это доказательство. 

ЛЕММА 5. Если % + 0 — двусторонний идеал в правом полурадикаль- 
ном кольце % с условием минимальности для правых идеалов, то $ = 3*. 

Доказательство. Предположим, что * = $ == 0. Пусть 
[— минимальный правый идеал, удовлетворяющий условиям: 

= 

2139-Е 0. 

Правые идеалы, удовлетворяющие условиям 1) и 2), заведомо су- 
ществуют, так как сам двусторонний идеал 3 удовлетворяет этим 
условиям. Из условия 2 следует существование такого элемента аЕ Г, 
что а = 0. Но а — правый идеал, причем а С Г, так как аЕ Г. Кро- 
ме того, а3 удовлетворяет условиям 1) и 2). Действительно, а3 С 3, 
так как 3 — двусторонний идеал и 

(43) 3 =а53* =а%$ = 0. 

Следовательно, так как /—минимальный правый идеал, удовле- 
творяющий условиям 1) и 2), то а =Г. Из последнего равенства полу- 
чаем а=ах для некоторого хЕ3, а так как 9( — правое полурадикаль- 
ное кольцо, то а=0. 

Таким образом, мы получаем противоречие с неравенством а = 0. 
Этим доказано, что 3 + 3%:. 

Теперь тоорема 6 доказывается без труда. Рассмотрим убывающую 
цепочку двусторонних идеалов: 


ОР ИУ. 
Из условия минимальности следует, что эта цепочка обрывается 
на конечном месте, т. е. %" =9("*1. Положив ® =“", получим 
3 = 9" = (т =. 
Следовательно, согласно лемме 5, получаем 
3 =" =0, 


т. е. кольцо 9% нильпотентное. 


$6. 0 вложении полурадикального кольца в радикальное 


Ввиду параллелизма между определениями радикального кольца 
и полурадикального кольца, © одной стороны, и тела и кольца без де- 
лителей нуля—с другой, естественно ожидать, что вопрос о вложении 
полурадикального кольца в радикальное будет решаться аналогично 
вопросу о вложении кольца без делителей нуля в тело. Действитель- 
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но, имеет место теорема, аналогичная теореме Орзэ-Веддербарна 
ем» (?), ()]. 

ТЕОРЕМА 7. Если в пслурадикальном кольце % для любых двух 
элементов а и 6 можно найти такие элементы х и у, чтоаосу=ьфохт, 
то кольцо % можно вложить в некоторое радикальное кольцо В. Мини- 
мальное кольцо В с этим свойством определяется однозначно с точ- 
ностью до изоморфизма и любой его элемент имеет вид асов’, гдеа, 6 Е. 

Предварим доказательство теоремы двумя замечаниями: 

Замечание 1. Из условия теоремы 7 легко вывести индукцией, 
что для любых а; 6%, #=1,2,3,..., т, где т > 2, существуют такие 
х, 691, что 


ао 4, =@, °оХ, =... = @щ5 Фа. (1) 


В самом деле, для т ==2 соотношение (1) есть просто условие тео- 
ремы 7. Предположим теперь, что уже доказано существование таких 


Ул» У», ---›Ут-1» ЧТО 
а; о У, = ло У, == --. = @ш ° Ут-1: (2) 


Из условия теоремы 7 следует, что существуют такие два элемента 
р М. ЧТО 
Я т-1 © Ут-1 ° Ут = @т ° т. 
Умножив (2) справа на у„, получаем 
а, < У: ° Ум = @, < Ч» © Уж = --- = @щ-1 ° Ут- ° Ут = @м ° 8. (3) 


Положив в (3) х=у;:оУи (1=1,2,.... т-1) и 4=2,, ПОоЛу- 
чаем (1). 

Замечание 2. Если в полурадикальном кольце % одновремен-- 
но с условием теоремы 7 имеют место равенства 


Пра, (4) 
@оу, =боз, (4’) 


и если элементы 2, 2, Е% удовлетворяют равенству 

Ус $, = У1°2, (5) 
то 2,2, удовлетворяют также равенству 

Хо $, ==Л, о. (5’) 


Действительно, умножив (4) справа на 2, и принимая во внимание 
(5) и (4’), получаем 
фодод, =@оуо5, = @ оу, 95 =боф, сд. 
Сокращая на 6, приходим к равенству (5'). 
Рассмотрим теперь множество всех пар (а,6), где а, 6Е%. Пусть 


(а, 5) и (с, 4) — две произвольные пары. Согласно условию теоремы 7, 
в % существуют два таких элемента 4, и 6,, что 


ЖЕ (5) 
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Мы полагаем (а, 6) — (с, а), если 
ПОЛЕ (6’) 


Соотношение ^ не зависит от частного выбора элементов 4, и 6,. 
В самом деле, пусть 


бо а, =Чо6.. (7) 
Выбираем в % два таких элемента 2, и х,, что, 
а, о Х. =. о Т,. (8) 
Из равенств (6), (7) и (8), согласно замечанию 2, получаем 
бо бо: (9), 
Умножая (8) слева на а и принимая во внимание равенства (6’) и (9), 
получаем 
аа. ся — аа са, —= боб. обо 
Сокращая последнее равенство на х,, имеем 
о. = 690, 
что и требовалось доказать. 
Соотношение ^^. обладает всеми свойствами эквивалентности: 
1. (а, а) ^^ (а, а). 
‚ П. Из (а, 6) — (с, 4) следует (с, 4) — (а, 6). 
Ш. Из (а, 6) — (с, а) а (с, а) ^(е,}) следует (а, 6) — (е, |. 
Свойства Ги П очевадны. Проверим свойство Ш. 


Пусть (а, 6) > (с, а) и (с, 4) ^ (е, ], т. е. существуют такие элементы 
а, 6,1 и4,, что 


Неа (10) 
аа, =Соб,, (10°) 
дер =}е4,, (11) 
65]. 658. (11’) 


Выберем теперь два таких элемента х и у, что 


ох = Ноу. (12) 


Умножая (10) на х справа и принимая во внимание равенства (12) 
и (11), получаем 


бод о л=аеб о й=а% ] су=] о Чу, 


Ьо (41 2) = [о (4, зу). (13) 
Аналогично, из равенств (40°), (42) п (11’) получаем 
| ао, о Х=еоб, од =Со | о у=ео 4, оу, 
в. 
а о (4, ° 2) =е о (а, ° У). (13’) 


Равенства (13) и (13'’) показывают, что (а, 6) ^ (е, }). 
Таким образом, множество всех пар (а, 6) разбивается на классы 
эквивалентных пар. Обозначим класс, в котором лежит пара (а, 6), сам- 
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а 
волом =- и будем называть его дробью. Согласно этому обозначению, 
а с 
=; = 3- тогда и только тогда, когда (а, Ь) — (с, 4), следовательно, когда 
существуют два таких элемента 4,,5., что 


бод, =@ 56, жаза, =с°б.. 
Замечание 3. Очевидно, что 


Е - (14) 


Бос Гй) 


для любого сЕ%\, так как (аос, Бос) — (а, 6). 
Сложение. Определим сложение дробей следующим образом: 


а с _аоа. {со —Воа 
р аЬы, 5 
где 
и. (16) 


Сумма (15) не зависит от частного выбора а, и 6,. Цействительно, 
пусть 


Боа, =аоб,. (17) 
Тогда 
о а, + сов, —бо4 
=== ы г - 2. =. (18\ 


Покажем, что правые части соотношений (15) и (18) равны. Для этого 
выбираем элементы х, и 2, в %( так, чтобы 


оО, (19) 
Из равенств (16), (17) и (19), согласно замечанию 2, получаем 
бо 2, == б, оду. (20) 


Далее, принимая во внимание (19), (20) и замечание 4 из $ 1, 
имеем 
(аоа, | соб, —бо4,) с д, =ао Ч, ох, | Соб, од, — бо 4, о х, = 
= ао, ох, + соб ох, — бой, от, 
т. е. 
(а5а, со 6, —боа,) ой. — (8 о с об. — бо 4, о 5... (21) 
Соотношения (19) и (24) показывают, что правые части (15) и (18) 


равны. 

Покажем, теперь, что сумма (15) не зависит от выбора предста- 
а [2 

и (5,4) классов == И-р. В самом деле, пусть 


(с, а) — (с,, 4,), т. е. существуют такие элементы 2, и 2, в %\, что 


вителей (а, 5) 


бы, 52, (22) 


О ЕСО" (22°) 
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Тогда имеем 


а с› _ ао а сз ов, фо 4; 
Е К Е (7) 


тде 
ов (24) 


Чтобы сравнить правые части равенств (15) и (23), выбираем такие 
два элемента у, и у., что 


[4, ° у. =, о у,. (25) 
Теперь нужно доказать равенство 
(ао а, соб, —6ео4,) су, = (ас а, + с, 6, —бо4.) ® Ул, 
т. е. 
ао Ч оу, соб, су, — бой, о у, = @о Ч, оу, - бьоб, оу, — бой, ° У 
или, принимая во внимание (25), равенство 
со бе у, == боб: оу (26) 


Но нетрудно показать, что (26) есть следствие равенств (46), (25), 
(24), (22) и (22’). В самом деле, умножим (16) справа ча у,; Тогда, 
принимая во внимание (25) и (24), получаем 


4об,°у,› = о, оу, = бо, < у, = 4,°фз°у,, 


т. е. 

об, оу, = 4.оБ, оу, - (27) 
Выберем теперь.два таких элемента & п #,, что 

Во — ой. (28) 


Из равенств (22), (27) и (28), согласно замечанию 2, следует 
бое = 2156, (29) 


Умножая равенство (28) на с слева и принимая во внимание (22’} 
и (29), получаем 


Соб, оУой, = Со1ьоф, = С.02115 = Соб Усё; 


сокращая на &,, приходам к искомому равенству (26). 

Аналогичный результат получим, если в равенстве (15) заменим 
(а, 6) через (а,, 6.), где (а, 6) — (а,, 6,). 

Покажем теперь, что относительно сложения дроби образуют абе- 
леву группу. Ассоциативный закон нетрудно проверить, если пред- 
положить, что данные три дроби имеют одинаковый знаменатель, что 
всегда можно сделать ввиду замечания 1 и равенства (14). Действительно, 


а Ь ` с _ ат с а-ь- с —2т „== 


р 0 
Коммутативный закон очевиден. Нулем этой группы будет дробь то 
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В самом деле, 


ОА а‹ 0-0. 6 —Ь.0 а+ь—6 а 
то — фе ей 


И о 
Далее, имеем 
=. (30) 
Действительно, 
Жи —а-+26 _ а+ (—а-+25) 6 _Ь о 
Ь ь 2 Ь ОЙ РТ 


Заметим также, что 


а с _ аа, — со. 4, с 


где бо 4, = 4°6,. В самом деле, 


а. а —с- 24а а. 4: + (—с- 24) 6, — 65а. 

р ав фев 55а : 
_ 4-4, +2 (4-6) с. —в. 4: _ а» а, +2 (64) с —Воа, _ 
5 5° а, 5 6 4. я 

__ аа: — со В, + 6% 41 
г 6 1 х 


Умножение. Определим операцию умножения следующим 
образом: 


а с 
НЕ РЕ 05 
где 


ФС, = сов.. (32') 


Умножение, определенное равенствами (32) и (32’), не зависит от част- 
ного выбора элементов с, и 6,. Действительно, пусть 


а с а* с. 
петь: 0 
где 
рес Ь,, (33°) 


Покажем, что правые части соотношений (32) и (33) равны. Для этого 
выбираем два таких элемента х, и х,, что 


5, = Вод. (34) 


Умножая (32’) на 2, справа и принимая во внимание (34) и (33°), 
получаем 
Бос; о, = соб, ох, = собьох, = фос,от, 


или, сокращая на В, 
ОА СЗО. (35) 


Соотношения (34) и (35) показывают, что правые части (32) и (33) 
равны. 

Покажем теперь, что умножение, определенное равенствами (32) 
и (32’), не зависит от выбора представителей (а, 6) и (с, 4) классов 
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и. Действительно, пусть (с, 4) ^ (с,, 4,), т. е. существуют такие 
два элемента х, и х,, что 
Чо, = Чо, (36) 
бо, = с, 05. (36’) 
Тогда имеем 
6: _ @+ 6 (37) 


где 

Бос, = Сьоб.. (37'} 
Чтобы сравнить правые части (32) и (37), выбираем два таких элемента 
у, и 4, что 


об, су, = 4. ° б, оу. (38) 
Далее, выбираем элементы #, и &, так, чтобы 
6.9.96, =. 91... (39) 


Из равенств (36), (38) и (39), согласно замечанию 2, получаем 

Бо у1ой, = 2,°ё,. (39°) 
Умножая теперь (39) слева на с и принимая во внимание (36°) и (39°), 
имеем 

Соб Узой, = Со, ой, = С°, ой, == Соб, у, ой. 

Сокращая последнее равенство на {, и принимая во внимание (32’) 
и (37’), получаем 

Бос,» = боб, 
или 


С° Уз = С;° У. (40) 
Равенства (38) и (40) показывают, что правые части (32) и (37) равны. 
Проверим ассоциативный закон умножения. Имеем 


рева, й 

тде 5, с, е, и й удовлетворяют равенствам 
БС, = боб, (41’) 
доб, се, = вой. (41”) 

Палее, 

Бина (2 

где 4, е,, ви 6, удовлетворяют равенствам 
фое, = ео \, (42’) 
бов = сое,св.. (42”) 


Покажем, что правые части (41) и (42) равны. Для этого выбираем 
два таких элемента у, и у,, что 


Йоу, = 4 лов, оу + (43) 
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Умножая (41”) справа на у, и учитывая (43) и (42’), получаем 


4сб. ое, 01 а = еойоу, == ео, 56, су, = ое, об. оу, 


б, се, э У, = 6, обо у, . 
Умножая последнее равенство слева на с, получаем 


Соб, ое: о, = Соё,об,оу, 
или, принимая во внимание (41°) и (42”), имеем 


бослое, о. = бовоу;, 


С.се:° Ч. = 5°У1. (44) 
Равенства (43) и (44) показывают, что правые части (44) и (42) равны. 


Операции -- и о связаны между собой следующим законом: 
а 


с е а [> а Е. а, 
и. =: т 


=—=. (45) 
Принимая во внимание замечание 1 и соотношение (14), мы можем 


предположить, что 6 =4= }= т. Итак, достаточно показать, что 


а Ь с а Ь а с 
те (+ <.) = 


а / 
У Е мо (45) 
Имеем 
И оне са Ма 4 
о (И ик, —. 
где 


то4= (6+ е— т)от,. 


(46°) 
С другой стороны, обозначив правую часть равенства (45') через 5, 
имеем 


С а аб, а С: а 
о - С — = = _ —, 
т т т т т т.т. то Ту т 
где 
Тоб, = бот, (47) 
То, = сот.. (47’) 
Выберем теперь два таких элемента и и %, что 
Тов = Той. (48) 
Тогда получаем 
кл 4-60 + аесь и ато де о -- аъ 01 И — 4% Тео 
То Тьо® ^^ То Тзои то Тьь® то Таз 
те} 


’ 


5 а. (В+ с1зи—тьз 9) 


(49) 
То Тов О 


Нужно показать, что правые части (46) и (49) равны. Для этого 
выбираем два таких элемента 2, и %,, что 


То 1, =Тьобоф,. 


(50) 
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Умножая (46’) справа на 2х, и учитывая (50), (47), (48) и (47’), полу- 
чаем 
то фот, = (В +е— т) от, ох, = (6 - с— т) стьобох, == 
= (Бот, оо-Е сот, оо — тот, об) о 2, = (Тофб, оо --СоТ, ои — 
— Тот, 0) ох, = (Тов, о0-- Тос, ой — Тот, об) от, = 
= То (В 6 о-- С, о и — Тьоб} ох,, 
т.е. 
ох, = (Бу об с, си — Тьов) од, (51} 


Соотношения (50) и (51) показывают, что правые части (46) и (39) 
равны. Аналогично проверяется другая сторона дистрибутивного закона. 

Из дистрибутивного закона (45) следует, что нуль абелевой группы 
является единицей относительно приссединенного умножения (см. $ 1). 


а 
Каждая дробь =- Обладает относительно присоединенного умножения 


ь Ь ов 
обратною дробью ==. Действительно, о == = ^^, где боб. =боб,, 
а 2 @ аъ 6, 
т. е. 6, =6,. Следовательно, 
ОВ Ь азё; 0 
А 
риа аз 6, 0 


а 
Таким обрааом, множество всех классов ==, где а, ЬЕ%(, образует 


радикальное кольцо А. Кольцо ИВ содержит подкольцо, состоящее 


а Е 
из всех элементов вида = › которое, как легко показать, изоморфна 


- а ь 
кольцу %. Действительно, из -(- === следует, очевидно, а=5. 


Далее, имеем 


0 
где Ооб, =Бо0,, т. е. 6, =6о0,. Поэтому 


а ь або 0, а°ь 
И ыы 


оо боем —° 


и 
Мы отождествляем кольцо дробей == © кольцом 9 и будем писать 
а 
а вместо =>. Тогда каждый элемент 46% имеет в П (относительно 


0 
присоединенного умножения) обратный элемент а’ = = Всякий эле- 


а 
мент -; из Д может быть теперь записан следующим образом: 


Построенное кольцо А мы будем называть (правым) радикальным 
хольчом отношений полурадикального кольца %. Очевидно, что ради- 
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кальное кольцо отношений А с точностью до изоморфизма однозначно 
определяется полурадикальным кольцом 9. 

Покажем, теперь, что радикальное кольцо отношений данного 
полурадикального кольца % с условием теоремы 7 является един- 
ственным минимальным радикальным кольцом, содержащим кольцо %. 

Доказательство. Если полурадикальное кольцо, удовлетво- 
ряющее условию теоремы 7, содержится в некотором радикальном 
жольце ®, то можно в © из элементов 9 составить дроби 

= ао И. 
где боб’ = 0. 
Для этих дробей имеют место законы: 


а а 
Г =; == тогда и только тогда, когда существуют два таких эле- 
‘мента 4,, 6, Е, что 
Ба: —=@о В, ао, =Соб,. 
Действительно, пусть ас 6’ =со4’, т.е. а=со4' об. В силу условия 


теоремы 7, существуют два таких элемента 4,,6, Е %, что бод, =4общ,. 
Теперь имеем 


Во, =Со 4’ собой, =со@ с доб, =со6.. 
Обратно, пусть Бо 4, =4об, и а°4, =Соб,, т. е. а=сов, оа!. Имеем 
доб’ = боб. оф об’ =во 4’ обоб' =со 4”. 


а с _ аа. + с», — во 4, же 
1: и т -, где бо, =4об,. 


Действительно, умножая обе части равенства 1 на 6. 4,, получаем 


51 а, + соб, — Бо4, = (ао 6’ со 4”) офой, =аоб’ обо4, - со 4’ обод, — 
— бой, =аоа, | со 4’ о об, — бой, =а‹ 4, | соб, —В-4.. 


Последнее соотношение доказывает справедливость закона Ц, так 

как, в силу радикальности кольца ©, из то бо4, = уобо{, следует х=у. 

и 

Е о. 

В самом деле, умножая обе части равенства П1 на 4 °6б,, получаем 
аоС, =аов’ обо (оо Ь, = аоб’ осбоБ, =@аоб” обос, =аос,, 


откуда, как и в предыдущем случае, следует справедливость закона ПИ. 


› где бо с, = Соб. 


а 
Дроби вида =- образуют, очевидно, радикальное кольцо отно- 


шений кольца 9%. Таким образом, всякое радикальное кольцо ®, содер- 
жащее полурадикальное кольцо % с условием теоремы 7, содержит 
также и его радикальное кольцо отношений, что и требовалось дока- 
зать. 
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На этом доказательство теоремы 7 заканчивается. Имеет место и 
обратное предложение, а именно: 

Если полурадикальное кольцо 5% может быть вложено в правое 
радикальное кольцо отношений В, т. е. в такое кольцо В, в котором 
каждый элемент имеет вид ао’, где а, БЕ%, то в %Г выполняется 
условие теоремы 7. 

Действительно, пусть Б — произвольный элемент кольца %. Тогда 
ЕВ и, следовательно, б’оаЕП для произвольного аЕ%. Согласно 


условию нашего предложения, существуют такие два элемента &а,,6, Е % 
что б’оа=а, °6’,. Из последнего равенства получаем аоб, =боа,, 
т. е. условие теоремы 7. 


Замечание 4. Из теоремы 7 вытекает, в частности, что всякое 


коммутативное полурадикальное кольцо % может быть вложено в ради- 
кальное кольцо отношений, ибо аоб=фбоа для любых а, 6ЕЗ(. 
В этом случае из определения равенства, сложения 


дробей получаем следующие правила: 


. Ч С а ь 
1 -;==р Тогда и только тогда, когда а =Со6;: 
с 


и умножения 


а а а- со 6— В.А. 
-. А еж. 
а с асс 
ещо 
Далее, 
а —а+ 6 
РЕН 2 
выс ам ЕЕ 
ь А риа 


Пример вложения коммутативного полурадикаль- 
ного кольца в радикальное кольцо отношений. 

Рассмотрим кольцо чисел, кратных некоторому целому рациональ- 
ному числу Ё-Е -- 1. Это кольцо полурадикальное, так как оно без 
делителей нуля и не содержит единицы (см. $ 4, пример 2). Каждое 
число №4, где 4— произвольное целое число, быть может, нуль, имеет 
в поле рациональных чисел обратный элемент относительно присоеди- 


ненного умножения (см. $ 3, замечание 2), который находится из урав- 
нения 


. 


ка+т— ^4т=0. 
Следовательно, 


р К 
Рассмотрим теперь дробь 


где р произвольное целое число. Но когда риа а все кольца 


целых чисел, то последняя дробь пробегает кольцо т дат}, которое 


будет радикальным (см. также $ 3, пример 3). 
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Замечание 5. Если в полурадикальном кольце % условие тео- 
ремы 7 не выполняется, то, вообще говоря, такое кольцо нельзя 
вложить в радикальное. В следующем параграфе мы строим соответ- 
ствующий пример аналогично тому, как А. И. Мальцев (*) построил 


пример кольца без делителей нуля, которое не может быть вложено 
в тело. 


8 7. Пример нолурадикального кольца, не вкладываемого 
в радикальное 


Напомним, сначала, в нескольких словах, как А. И. Мальцев (°) 
строит полугруппу, которая не может быть вложена в группу, и кольцо 
без делителей нуля, которое не может быть вложено в тело. 

Рассматриваются всевозможные слова, составленные из букв а, 6, 
с, 4; х, У, и, ©. Слова 

| ат и 6 

(Р) и и би 

| и б 
называются соответственными. 

Под произведением двух слов х и В понимается слово @&В, которое 
получается, если напишем сначала слово ©, а за ним слово В. 

Предположим, что в некотором слове « встречается одна из пар, 
входящих в (Р). Если мы заменим эту пару соответственной, то. 
получим другое слово В. Мы будем говорить, что В получается из & 
элементарным преобразованием. 

Далее, будем говорить, что слово у эквивалентно слову & и писать 
у, если у получается из а конечным числом элементарных 
преобразований. Условие — разбивает все слова на классы экви- 
валентных слов. 

Произведение АВ двух классов А и В определяется как класс С, 
содержащий слово ©В, где «ЕЛА, ВЕВ. Как показал Мальцев, эти 
классы образуют относительно умножения полугруппу Н, которая не 
вкладывается в группу. 

Кольцо без делителей нуля, которое не вкладывается в тело, 
строится следующим образом: рассматривается кольцо всех линейных 


форм УЁХ, где Х,‚ —элементы полугруппы И, а *, — рациональные 
1 
числа, причем только конечное число /, не равно нулю. Сумма и про- 


пзведение этих форм определяются как обычно. 
Лля дальнейшего отметим, что в процессе доказательства Мальцев 


доказал следующее утверждение: 
(5) ели У, ХХ,=0, то или все К-—=0, или все |; =0. 


Переходим теперь к построению полурадикального кольца, не вкла- 
дываемого в радикальное. Для этого обозначим умножение в полу- 


группе Н через ° и рассмотрим совокупность линейных форм Уи хь 
7 
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где Х,— элементы полугруппы Н, и [1 — целые числа, причем только 
конечное число [, не равно. нулю. 
Сумму двух таких форм 0 п У определяем обычным образом, т. е. 


ИУ = р т.Х,= И 


Произведение линейных форм определяем следующим образом: 


оУ= ны У ит, (Хо ХИ +, (1) 
7 
где 


— Ут, +1, ^=- УИ. 


Покажем, что совокупность этих форм образует кольцо. Для 
этого проверим постулаты определения 1’. Рассмотрим три линейных 
формы: 


И=Уих, У=Утх, И=Уых,. 
: } К 
Введем обозначения: 
= — №141, в=-— Ут, +1, э=- Ул, +1. 
: 1 к 


Имеем 


И (Уи) = Ух, - (Утх,+ У вх, ) = Хатих,> Х)+ 
т 7 К 1,] 
+ Ул (Хо Хы [ -(Ут-+ У”, ) +1 | О+к@+и) = 
т,К ] К 
— Ут, (Х, о ХЛ Ут, (Х, ° Хо в) - ФИА +И) = 
В т,К 


= Ут (Хх, о Ху ь-лУ + р [т (Хо Х,) (ИО, 
:,] 2,К 
По (УИ) =. ИО. И— 0. 
Аналогично, 


(ИИ) 9 =Уз ИИ 0-0. 


Проверим, теперь, ассоциативный закон. Согласно (4), получаем 


(бо пы ых А 


= у тт, (Хо Ху Х) + о [т (Хе ХА № туп (Ху о Хь) + 


1,7, К т,К 1»К 


+ | Х®/(Х, > хуи + | +(- Увт—ьУь-А» п, +1 и. 
7,] 1 7 


т, 
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Вычислим коэффициент при И’, подставляя значения м и ^. Имеем 


И Е ра (-У еорь кА 
= хин (1-34) (1 ыы 


Подставляя теперь вычисленное значение коэффициента при 
в предыдущее выражение, получаем, окончательно, 


(Ио У) 5 И = х Нтлы (Хо Хо Х,) т» № ит; (Хо Хх) + 
ъ7,К #7 
+ ^ р тли, (Ху Х,) {в м т. (Хо Х,) - в50 И + ль’. 
ЛЕ К 

Из симметричности последнего выражения вытекает справедли- 
вость ассоциативного закона. 

Покажем, что построенное кольцо полурадикальное, т. е. что 
равенства Го У =Г и Уз‹И = 0 возможны только при У =0. Допустим 
противное. Пусть 


0.У-Б иу-0, (2) 


причем можно предположить, что все коэффициенты линейной формы У 
отличны от нуля. Записывая (2) в развернутом виде, согласно (1), 
получаем 


Ут, (Хо Х)У-+ЬИ + =0, 


Ут, (Хо Х)+(и—1) И-НАУ =0. (5) 


Сумма самых длинных слагаемых в левой части равенства (3) 
равна нулю, так как они не могут сократиться в комбинации с более 
короткими слагаемыми. Но слагаемые наибольшей длины в левой 
части соотношения (3) получаются из умножения самых длинных 
слагаемых формы И на самые длинные слагаемые формы У. Следова- 
тельно, если мы удалим из (7 и У все слагаемые, кроме самых длин- 
ных, то соотношение (3) остается справедливым, т. е. мы с самого 
начала можем предположить, что все слагаемые формы 0, а также 
все слагаемые формы У, имеют одинаковую длину. Но тогда из соот- 
ношения (3) следует, что 


откуда на основании утверждения (5) и предположения, что все т; ЕЕ О, 


получаем [; =0. 
Таким образом, И =0, а тогда из равенства (2) получаем У =0, 


т. е. противоречие. 
Аналогично можно показать, что из Уо(=0 следует У =0. 


4 Известия АН, серия математическая, № 2 
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Итак, построенное кольцо будет полурадикальным. Однако оно 
не может быть вложено в радикальное кольцо, ибо тогда полугруппа 
Мальцева Н оказалась бы вложенной в мультипликативную группу 
радикального кольца. 


8 8. Приеоединенные идеалы в коммутативных кольцах 


В этом параграфе, а также и во всех следующих, мы будем рас- 
сматривать только коммутативные кольца. 

Определение 6. Непустое подмножество [ кольца % будем 
называть присоединенным идеалом, ссли: 

1. Из аЕГ следует гоаЕГ для любого гЕ%\. 


т 
2. Из а, а,,... а, ЕГ следует У аа;ЕТ, где а, — целые рацио- 
1=1 


т 
нальные числа, удовлетворяющие равенству У а,=1. 
1 


1= 
Нетрудно заметить, что условие 2 равносильно следующему: 
2’. Если а., а,, а.ЕГ, то а-а; фа, ЕТ, где 1, }, К независимо 
принимают значения 1, 2, 3. 
Действительно, условие 2’ есть, очевидно, следствие условия 2. 


Обратно, пусть имеет место условие 2’. Из формулировки условия 2 
т 

следует, что У |а;| есть нечетное число, т. е. 
1 


2 | ‚|= 24-1, 
1=1 


причем 4 членов имеют знак минус, а а-+1 ‘членов имеют знак плюс. 

Если 4=1, то условие 2 превращается в условие 2’. Пусть, теперь, 
условие 2 выполняется для случая 24—41. Тогда, вводя новую нуме- 
рацию слагаемых, в том числе и повторяющихся, получаем 


аа—@.--4,—...— @за-+ @а: = а, — (аа— а, +. . ‚1 в) аа ЕТ, 


так как по индуктивному предположению элемент, стоящий в скоб- 
ках, принадлежит [. 

Значение присоединенных идеалов выясняется следующей теоре- 
мой, аналогичной соответствующей теореме для обычных идеалов: 

ТЕОРЕМА 8. При любом гомоморфном отображении кольца % 
на кольцо с единицей совокупность элементов кольца \, отоб ражаю- 
щцится в единицу, будет присоединенным идеалом кольца %. Обратно, 
для всякого присоединенного идеала Г кольца % можно указать такое 
гомоморфное отображение кольца % на кольцо с единицей, при кото- 
ром в единицу отображаются элементы из [Г и только они. 

Доказательство. Пусть кольцо % гомоморфно отображается 
на кольцо с единицей 9“. Обозначим через Г совокупность элементов 
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—ж—ж—ж—ж—ж————кыЫыЫыЫыЫыЫыЫыЫыЫыыидидддо„„ЭЗ’ААЗ”’/АЕ—„.А_ 


кольца %, отображающихся в единицу 1’ кольца %’. Тогда из аЕГ, 
гЕ%Х следует 


поа=г-|арЬ—тга->г’ 41’ — г’ =1’, 


а из а, 6, СЕ[ вытекает 
а—в-с—>1’”— 1-41’ =1°. 


Этим доказано, что / будет присоединенным идеалом в %. 

Пусть теперь, обратно, [Г будет произвольным присоединенным 
идеалом кольца 9. 

Обозначим через [’ совокупность всевозможных разностей вида 
а—6, где а, 6ЕГ. Эта совокупность будет идеалом кольца 9% в обыч- 
ном смысле. Действительно, если а, 6, с, 4ЕГ, т. е. а-6Е 1", ес —АЕГ", 
то 


(@—6) — (е—а) =(а—6+а)—сЕГ. 


С другой стороны, если а, БЕГ, РЕ%\, то 


г (а—6) =га— гб =г-{а—гоа-г—б-гоб= (а—гоа-- то 6) —6Е1* 


Присоединенный идеал [{ будет смежным классом по идеалу 1". 
Действительно, по определению, разность любых двух элементов из Г 
принадлежит к 1°. С другой стороны, если а, БЕГ, т. е. а-6ЕГ, 
а также сЕГ, то (а— В+ сЕГ. 

Рассмотрим теперь фактор-кольцо 9/1” и докажем, что смежный 
класс [ служит единицей этого кольца. ДеЁствительно, если аЕ Г, 
то 1[=Г-а. Если, теперь, г— произвольный элемент кольца %, то 


ЦР = (Га) (Г-+г)=Г ат. 
Однако, ввиду аогЕГ, 
ат т=а-г—аог—г=а— ао ГЕ" 


т. е. аг==г (1"), откуда 
(РГ =Г и. 
Этим теорема доказана. 

Примером присоединенного идеала служит единичный идеал, т. е. 
само кольцо 9. 

Рассмотрим присоединенный идеал, порожденный множеством эле- 
ментов М, т. е. пересечение всех присоединенных идеалов кольца 9, 
содержащих все элементы множества М. Этот присоединенный идеал 
будет состоять из всех конечных сумм 


т 
где а. 6 М, г. Е\, а а, — целые числа, причем Ха, =1. 
1 


1% 
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Действительно, согласно замечанию 4 первого параграфа, имеем 


Го [ Ха от) | = № в; (азот; от) = У! (а ° г), 
: : : 
роде: = ог. 
Рассмотрим, с другой стороны, сумму > 4%, где 
п 


№ м=1, 2х, = эй а; ; (ар ог), 
: 1 
причем а; ЕМ, г; Е 5, а а, — целые числа, удовлетворяющие условию 
Уа„=1. Имеем 
1 


› №7 ко. Хы ‚ (а:у° гу) = 222 азот), 
причем 
& 5 ро р =”. ды 
Уи Хы (Уи) = Ям. 
ой 1 7 1 
В застности, присоединенный идеал, порожденный одним элемен- 


том а, будет состоять из всех элементов вида Гоа, где г пробегает 
кольцо 9. Действительно, согласно замечанию 4 первого параграфа, 


Е: (аог,) =( Хам) га=тоа, 
где г= Уат,. 


Присоединенный идеал, порожденньй одним элементом а, будем 
называть главным присоединенным идеалом и обозначать через Гоа. 
Единичный присоединенный идеал всегда является главным, 


а именно 9 = \о 0. 

Суммой А--В двух присоединенных идеалов А и В будем назы- 
вать присоединенный идеал, порожденный объединением множеств А 
и В. Очевидно, сумма А-- В состоит из всех элементов вида 


> аа; № 876, 
: 7 
где а, ЕА, 6; ЕВ, а целые числа а, В; связаны равенством 
о а; -- х В; =1. 
1 7 


Произведением АоВ двух присоединенных идеалов Аи В 
будем называть присоединенный идеал, порожденный всеми произведе- 
ниями доб, где аЕА, 6ЕВ. 

Легко заметить, что произведение Ас В есть совокупность конеч- 
ных сумм Ум (ао), где а; Е А, В.ЕВ, У», =1. Ясно, что 

[1 
АоВ=Во А, 
о (ВоС) = (Ао В) оС. 
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Если присоединенные идеалы А и В имеют конечный базис, т. е. 
если 


а. Боб, Веб, оон. Чо 


то ясно, что произведение Ао В порождается произведениями а; о6,. 

Следовательно, базис произведения получается умножением всех эле- 

ментов базиса одного сомножителя на вое элементы базиса другого. 
В частности, для главных присоединенных идеалов имеем 


(9(о а) ° (об) = 9% о (ао6). 
Далее, имеет место дистрибутивный закон для присоединенных 


идеалов: 


А (ВО А ВЬАО С. 


Действительно, А° (В-+-С) порождается произведениями 


ао С» в; + У, о 7 
1 7 


где аЕА, 6; ЕВ, с;ЕСи 


Но 
а° (У, В: Ху; ) = Ув (ме в) + Ха д СА В+А°С. 
: 7 7 


7 1 


С другой стороны, Ао В+-АоС порождается произведениями аоб 
4ос, которые лежат в Ао (В-НС). 

Совершенно так же, как и в случае идеалов, можно доказать, что 
условие максимальности для присоединенных идеалов, постулат о цепях 
делителей (В — делитель А, если АС. В) и теорема о базисе равносильны, 
причем мы будем говорить, что в кольце 9 справедлива теорема 
о базисе присоединенных идеалов, если любой присоединенный идеал 
обладает конечным базисом. 


$ 9. Кольцо главных присоединенных идеалов 


Определение 7. Полурадикальное коммутативное кольцо %, 
в котором всякий присоединенный идеал является главным, будем 
называть кольцом главных присоединенных идеалов. 
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Нетрудно заметить, что радикальное кольцо является кольцом 
главных присоединенных идеалов. Действительно, если [— произволь- 
ный идеал радикального кольца, то он содержит вместе с элементом 
а также а’оа=0. 

Следовательно, %\=%\о0О будет единственным присоединенным 
идеалом в радикальном кольце. 

ТЕОРЕМА 9. Кольцо Е четных чисел является кольцом главных 
присоединенных идеалов. 

Доказательство. Кольцо ЕЁ будет полурадикальным (см. $4, 
пример 2). Пусть /— некоторый присоединенный идеал в кольце Е. 
Если [=Е, то Г[—главный присоединенный идеал, так как Е =Ео0 = 
—=Е°2, ввиду Е° 292° 2=0. Предположим, следовательно, что Г = Е. 

Если аЕГ, то 


а2=а+2—2а=2—аЕГ 


и одно из этих двух чисел положительно. Пусть а— наименьшее поло- 
экительное число, входящее в присоединенный идеал [. 
Если 5 — произвольный элемент идеала /[, то 


в = (2п) а, (1) 


где целое число п можно выбрать так, чтобы 


О<л< 2а—2. (2) 
Действительно, давая п значения 
а, ол нат 


мы получаем для произведения (27) о а значения 


.... ап (2а—2),...,а4+2(2а—2), а-+ (2а— 2), а, а—(2а—2),... 
....а-п(2а— 2), --- 


Заметим теперь, что при выборе т в соответствии с (2) будет г а. 
В самом деле, пусть г=а. Тогда из равенства (1) получаем 


Ь= (2п) аа или 0= (2п) оафа—6ЕГ, 


так как элементы (2п)оа, а, 6 принадлежат присоединенному идеалу 1 
и сумма их коэффициентов в последнем равенстве равна единице. 
Следовательно, [= Е вопреки предположению. 

Разобъем теперь полуинтервал [0, 2а— 2), в котором заключается г, 
на две части: [0, а) и (а, 2а—2) и предположим сначала, что 0 < г < а. 
Тогда можно написать гт=а— 4, где О << а. Подставляя это в (1), 
получаем 


Ь = (21) о аа—а, 
откуда 


= (2п) ога а—6ЕГ. 


ПОЛУРАДИКАЛЬНЫЕ КОЛЬЦА 167 
а. 
Так как О<4<аи а— наименьшее положительное число, содержа- 
щееся в [, то из последнего равенства следует 4=а, т. е. г=0, 
и поэтому 6 = (2п) са. 

Допустим теперь, что а <г< 2а— 2. Тогда можно написать г = а, 
где 


О<;<а—2. (3) 
Подставляя это в (1), получаем 
= (2п) о а а-$, 


откуда 
—$ = (21) а а—6 Е. 
Следовательно, и (— 5$) о2ЕГ, т. е. 2- $Е[. 

С другой стороны, из (3) получаем 2 $+2 «аи поэтому $-+ 261. 
Это противоречие показывает, что предположение а «г<2а—2 не может 
иметь места и, следовательно, 6 = (2п) о а для любого БЕ Г, т.е. Г1=Еоа, 
что и требовалось доказать. 

Замечание 1. В кольце главных присоединенных идеалов сумма 
двух главных присоединенных идеалов Жоа и ЗГоф также является 
тлавным присоединенным идеалом %о 4. 

Условие 


ЗГоа-Н [об = К оа (4) 
равносильно следующим трем: 
а= Ув, (1оа) + \ В (5; ° 6), где У УВ,=1, 
1 7 : 7 


а=соа, 
6 —=еод. 


(“) 


Следовательно, в кольце главных присоединенных идеэлов всякие два 
элемента а, $ обладают наибольшим делителем 4, т. е. таким элемен- 
том 4, который удовлетворяет условиям (4°). 


8 10. Делимость элементов. Разложение на множители 


В этом параграфе, а также и в следующем, мы будем применять 
термины: делимость, разложение на множатели и произведение не в их 
обычном смысле, а в смысле присоединенного умножения. 

Мы будем говорить, что элемент а делится на Ь или, что 6 — дели- 
тель а, есля а=фос. 

Далее, будем говорить, что присоединенный идеал А делится на 
присоединенный идеал В или, что В есть делитель А, если АСВ. 
Последнее соотношение мы будем часто записывать в виде А==0(В). 

Для главных присоединенных идеалов условие 


Те а==0 (о 6) 


эквивалентно равенству а=гГоф, а поэтому делимость главных при- 
соединенных идеалов равносильна делимости элементов. 
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Замечание 1. В полурадикальном кольце % равенство %{оа= 
=9% оф имеет место тогда и только тогда, когда а=бор, где р — ради- 
кальный элемент. 

Действительно, предположим, что а=фор. Тогда 


(о а= [о (Бер) = (ор) об. 


Но %{ор=9(, так как р’ор=ОЕ%Гор. Поэтому Зоа= о В. 

Пусть, теперь, имеет место равенство (о а= оф. Тогда а=фот, 
и 6=аоу, откуда а=аоуох. Так как кольцо % полурадикальное; 
то из последнего равенства вытекает хсу=0, т. е. х— радикальный 
элемент. 

Всякий элемент а некоторого кольца % допускает разложение 
а= (аор’)ор, где р— радикальный элемент. 

Такое разложение, при котором один из сомножителей радикален, 
будем называть тривиальным разлоэжением. 

Элемент р, отличный от раликального, допускающий только три- 
виальные разложения, будем называть неразложимым или простым эле- 
ментом. Следовательно, если р— неразложимый элемент, то из р=ао 5. 
следует, что а или 6— радикальный элемент. 

Если в полурадикальном кольце %( имеет место разложение а=соа 
и элемент 4—не радикальный, то будем говорить, что с — собственный 
делитель элемента а. В этом случае элемент а не будет делителем с, 
а потому присоединенный идеал %(ос будет собственным делителем 
идеала Жоа, т. е. %(оаС- Гос. 

Таким образом, неразложимый элемент в полурадикальном кольце 
можно также определить как элемент, имеющий собственными дели- 
телями только радикальные элементы. 

Рассмотрим теперь вопрос о возможности и однозначности раз- 
ложения на множители в различных полурадикальных кольцах. Введем 
сначала следующее понятие. 

Определение 8. Присоединенный идеал Р будем называть. 
простым, если из а‹ 6 ==0(Р), а=0(Р) следует 6 =0(Р). 

Докажем теперь несколько лемм. 

ЛЕММА 6. В кольце главных присоединенных идеалов простой эле- 
мент порождает простой приссединенный идеал, свободный от делителей. 

Доказательство. Если р--простой элемент, то р имеет соб- 
ственными делителями только радикальные элементы. Следовательно, 
так как всякий присоединенный идезл является главным, то присоеди- 
ненный идезал %Гор имеет собственным делителем только едыничный 
идеал, т. е. само 9. 

Покажем, что присоединенный идеал %ор простой. В самом деле, 
пусть 


ас6=0 (% ор) (1} 
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па:=0 (9 ор). Из сравнения (1) получаем 
аб =5ор (2) 
для некоторого хЕ%(. Далее, имеем 


Теа Жор=\%, 


откуда 
0= Ха, (п; а) ХВ, (5; ор), (3) 
7 7 


где У Ув, =1. Умножая обе части последнего равенства на 6, 
1 7 


получаем 


7 


= Ух, (1: а°6)+ У В (51 оро6) 
7 
или, принимая во внимание (2), 


Е ие) р [= (тег) + ив] 
1 
т. е. 6—0 (5 о р). 

Свойство простого элемента р порождать простой присоединенный 
идеал можно сформулировать также следующим образом: если произ- 
ведение делится на простой элемент р, то непременно один из сомно- 
жителей делится на р. 

ЛЕММА 7. В кольце главных присоединенных идеалов последователь- 
пость элементов а,, а.,..., в которой каждый последующий элемент 
является собственным делителем предыдущего, содержит конечное число 
членов. 

Доказательство. Объединение присоединенных идеалов возра- 
стающей цепочки о а, С %\оа, С... образует, очевидно, присоеди- 
ненный идеал, так как если а принадлежит к какому-нибудь %оа», 
то к этому присоединенному идеалу принадлежит также гоа; если 
а, а.,..., аи принадлежат к присоединенным идеалам % о ал., %( с ад,, ... 


..., боа, ш если ‘А =щах(,, /.,---,Ли) то ы о;а;, где _ @; = 

= 
принадлежит к %[оа,. Это объединение будет некоторым главным при- 
соединенным идеалом %о4, где 4 принадлежит одному из идеалов 
объединения, т. е. 4 делится на некоторое а„. Теперь легко заметить, 
что а, должен быть последним элементом последовательности. Действи- 
тельно, если бы существовал следующий элемент 4„,., то мы бы имели 


„120 (о 4) и 4=0 (\оа,), 


поэтому а„., не могло бы быть собственным делителем для аи. 
Замечание 1. Если элемент а некоторого кольца не может 

быть выражен в виде произведения неразложимых множителей, то, оче- 

видно, всегда можно построить такую бесконечную последовательность 


170 В. А. АНДРУНАКИЕВИЧ 


собственных делителей, в которой каждый следующий элемент является 
собственным делителем предыдущего. 

ТЕОРЕМА 10. В кольце главных присоединенных ‘идеалов каждый 
элемент а может быть представлен в виде произведения неразложимых 
сомножителей и это представление однозначно с точностью до ради- 
кальных элементов. 

Доказательство. Возможность представления всякого элемента 
в виде произведения неразложимых множителей следует из леммы 7 
и замечания 1. Покажем, что это представление однозначно. Пусть 
существуют два разложения элемента а на неразложимые множители 


а = р, ® р: ° --- о Ри = 4, © 42° - ** о 4п- (4) 


Мы всегда можем допустить, что а— не радикальный элемент. Действи- 
тельно, в противном случае все множители в этих двух разложениях 
будут радикальными и тогда все доказано. 

Далее, можно предположить, что среди сомножителей первого 
и второго разложения нет радикальных элементов. При этих предполо- 
жениях мы покажем, что т=п и р, совпадают с 4; с точностью 
до порядка следования и до радикального элемента. 

Для т=1 теорема верна, так как в силу неразложимости элемента 
а=р,, произведение 4, о 4: ° *-*о4„ может при наших предположениях 
содержать только один сомножитель 4, =р.. 

Предположим, теперь, что утверждение доказано для произведе- 
ния с меньшим, чем т числом множителей. Так как произведение 
41 ° (:°...0о4, Делится на простой элемент р,, то, согласно лемме 6, 
один из множителей 4; делится на р,. Переставляя соответствующим 
образом сомножители 4;, мы можем предположить, что 


Че -роЬ, (5) 
где р — радикальный элемент. Подставляя значение 4, из (5) в (4), 
получаем 
Флора Рь = Рио ро Ч очков 
или, сокращая на р,, 


Ра орз ° ++ о Ри = (2 ° 4+) о 4зо *** ° 4. (6) 
Но, по индуктивному предположению, в равенстве (6) множители р; 
и 4: совпадают с точностью до радикальных элементов. Так как 
Л, =рР, ор, то теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 141. Если в полурадикальном кольце всякий элемент 
разлагается однозначно на простые множители, то всякий простой 
элемент р порождает простой присоединенный идеал, а присоединен- 
ный идеал, порождаемый всяким разложимым элементом, не будет 
простым. 

Доказательство. Предположим, что р— неразложимый эле- 
мент, м пусть ао6==0 (%\ ор), а = 0 (\ ор). Тогда р входит в разложение 
произтедения доб на простые множители. Но это разложение на мно- 
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Ее ВЕ Ще пепобиеииииищи аби иВаВДАЙ 


жители получается из разложений на множители элементов а и 6; 
<следовательно, простой множитель р должен входить в а или 6 и так 
как, по предположению, р в разложение а не входит, то 6==0 (% ор). 

Предположим теперь, что элемент 4— разложимый, т. е. а=ась 
где а и 6 — собственные делители 4. Тогда имеем 


ао 6=0 (%° 4), а=0 (94), Ь=0(%о 4). 


Следовательно, присоединенный идеал %о4 не является простым. 
Замечание 2. Нетрудно показать, что если в области целости % 
< единицей всякий элемент разлагается однозначно на простые мно- 
жители в обычном смысле, то в любом подкольце % кольца 5, не со- 
держащем единицу, которое, как было отмечено выше (см. 8 4, 
пример 2), будет полурадикальным, имеет место однозначное разло- 


зкение каждого элемента на простые множители в смысле присоединен- 
чого умножения. 


й 


Доказательство. Заметим сначала, что если элемент 1—а, 
тде аЕ%, простой в обычном смысле, то а будет простым элементом 
в смысле присоединенного умножения, так как если а=вос, то 


1—а=1—Вос= (1—6) (1—с) 


и поэтому, например, элемент 1 —с=, где == =1. 
Положив ='=1— с’, имеем 


(1—с) (1—с’) =1, 


т. е. сос’=0 и, следовательно, а— простой элемент. Обратно, если 
а=фос и сос’ =0, то 
1—а= (1—6) (1—с), 
причем (1 — с) (1—с’) =1. 
Пусть элемент БЕЗ. Тогда 


А—6= (1 — р) (1 — р») - * (&—Р»), 
где (1— р;) — простые множители в обычном смысле, или 
о рае ро ор. 


где р: — простые элементы в смысле присоединенного умножения. 
Предположим, что существуют два разложения элемента 6 на про- 
ютые множители в смысле присоединенного умножения, т. е. 


бро: >>> о ри = 41 ° 4» ° *** о Фп- 
Тогда 


А-В = (1— рн) (1 — р») - + (1 — ри) = (1 — 9.) (#& — 4) --- (1—4) 
пли, так как все элементы 1 —р; и 1—4, простые в обычном смысле, 


причем 1—6, по предположению, разлагается одновременно на простые 


множители, будет 
т=п и 1 —а:=(41— р) з,, 
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ГДе =;=:' =1. Положив 


о. — 7. 
г.=4— р, 2 =4—рь 
имеем 


1—4; = (1 — р,) (1— р), 


Ч: = Рая» 


причем р;ор;=0, что и требовалось доказать. 


$ И. Разложение присоединенных идеалов в коммутативных 
полурадикальных кольцах 


Пусть %— произвольное коммутативное полурадикальное кольцо» 
а А—его радикальное кольцо отношений (см. $ 6). Будем говорить, 


а ры р 
что дробь =- ЕН есть целый элемент относительно кольца %\, если суще- 
а") 


ствует такой элемент сЕ%, что сс =) %{ при любом целом п, т.е. если 


а , я 
все степени элемента т ‚выражаются дрооями с одним и тем же зна- 


менателем из 5%. 

Будем говорить, что полурадикальное кольцо % целозамкнуто 
в своем радикальном кольце отношений В, если всякий элемент из Д, 
целый относительно %, принадлежит к %(. 

Нижеследующая теорема приводит к достаточному критерию цело- 
замкнутости полурадикального кольца. 

ТЕОРЕМА 12. Всякое полурадикальное кольцо %, в котором имеет 
место однозначное разложение элементов на простые мноэкители, 
целозамкнуто в своем радикальном кольце отношений В. 


А 
Доказательство. Пусть ==6 А и предположим (что всегда 


можно сделать), что а и 6 не имеют общего простого множителя. 
^ а но 
Если все степени дроби > можно освободить от знаменателей, 


т раз 


——-—— 


умножив на некоторый элемент СЕ%, то со а, где а(®) = аоао ---ъ4, 


а потому и с должно делиться на 6") для любого п, что возможно 
только в том случае, когда 6 — радикальный элемент. 

Из этой теоремы следует; в частности, что кольцо главных при- 
соединенных идеалов целозамкнуто в своем радикальном кольце отно- 
шений. 

Рассмотрим теперь полурадикальное коммутативное кольцо 5, 
в котором выполняются следующие три условия: 


Т. Все возрастающие цепи присоединенных идеалов (т. е. цепи 
делителей) конечны. 


П. Все простые присоединенные идеалы свободны от делителей. 
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ПТ. %( целозамкнуто в своем радикальном кольце отношений. 

В качестве примера кольца, удовлетворяющего условиям 1, 1, Ш, 
можно указать любое кольцо главных присоединенных идеалов. 

Элементы кольца А, целые относительно У(, т. е., ввиду ПШ], эле- 
менть самого 93 будем называть просто целыми. 

Некоторое подмножество 3 в А будем называть присоединенным 
3(-идеалом, если: 


1. Из БЕЗ следует хо БЕЗ для любого ХЕЧЗТ. 


т 
2. Из 6,,6,,..., 6.63 следует У, В,6, Е 3, где В, — целые числа, при- 
1=1 


чем х В 


1=1 


Если присоединенный %-идеал имеет конечный базис, то будем его 
называть также дробным присоединенным идеалом. 

Если присоединенный %-идеал А состоит только из целых элементов, 
т. е. АС. %, то А является присоединенным идеалом в кольце % 
зв обычном смысле. Такой присоединенный идеал будем называть 
целым присоединенным идеалом. 

Сумму 3 -- © двух присоединенных %-идеалов 3 и @ определяем 
как совокупность элементов вида 


Увы-- Хе» 
: ) 
тде 6:63, с.Еб, причем УВ -+ У», =1. 
р 7 


Произведением 3 о © двух присоединенных %-идеалов » и © будем 


называть множество всех сумм У ^, (6; ос;), где Ул, =1. 
й т 


Ясно, что сумма З-+6б и произведение 3 об присоединенных 
{-идеалов 3 и © будут также присоединенными %-идеалами, причем 
если 3 и © имеют конечный базис, то и 3 - 6, Зоб имеют конечный 
базис. 

В дальнейшем мы будем обозначать большими латинскими буквами 
только целые присоединенные идеалы, а буквой Р — простой присоеди- 
ненный идеал. Напомним, что присоединенный идеал Р называется 
простым, если из ао 6 ==0 (Р) иа==0(Р) следует 6==0 (Р). 

Переходим теперь к доказательству нескольких лемм, совершенно 
аналогичных по формулировке и доказательству тем, которые имеют 
место в теории идеалов области целостности [см. (*), 8$ 100, 101]. 

ЛЕММА 8. Для всякого присоединенного идеала А существует 
такое произведение простых присоединенных идеалов Р;, делителей А, 
которое делится на А, т. е. 


Р, о Р,о-..о Р.==0(А), А=о0(Р,. 
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Доказательство. Если А— простой присоединенный идеал, то 
лемма 8 очевидна. Предположим теперь, что А—не простой. Тогда 
существуют два таких элемента 6 и с, что 


фос==0(А), 6 =0(4А), с=оО(А). 
Обозначая В = офи С =%ос, имеем 


В® С=%\о (фос)=0(А), В =0(4А), С =0(А). 


Рассмотрим теперь присоединенные идеалы 


В+-А=В’иС-+-А=С”. 
Эти присоеданенные идеалы являются собственными делителями А, 
причем (см. $ 8) 
В’. С’=(В-+ А), (С+ А) =(ВоС+ А. С+В°А-+А° А)=0(А). 


Так как условие обрыва цепей делителей позволяет вести дока- 
зательство индукцией по делителям, то примем, что утверждение лем- 
мы уже доказано для присоединенных идеалов В’и С’. 


Иными словами, существуют два таких произведения простых 
присоединенных идеалов 


что 


Из последних сравнений получаем 
Р,°Р,о-.-о Р,==0(В’о С’) =0(.), 
а потому лемма будет справедливой и для А. 

ЛЕММА 9. Если Р-— простой присоединенный идеал, то из 
А. В==0(Р) следует, что А=О(Р) или В=0(Р). 

Доказательство. Предположим, что А=О(Р) и В=О(Р). 
Тогда существуют два таких элемента аЕА и 6ЕВ, что а=0(Р), 
Ь = 0(Р). Но а°ф==0 (Ао В) =0(Р), что противоречит определению 
простого присоединенного идеала Р. 

Обозначим через Р’ множество всех целых или дробных элемен- 
тов а, для которых аор является целым элементом при произвольном 
рЕР, т. е.ао РС \. Нетрудно заметить, что Р’ является присоединен- 
ным %-идеалом. Действительно, пусть а« РС %[. Тогда для любого гЕ %\. 
и любого рЕР имеем гоаорЕ%(; если а, орЕ%\ и Уа, =1, где а, — 
целые числа, то 


в ла; ) ор= У, а; (а; Р)ЕУ. 


ЛЕММА 10. Если Р-=%, то Р”’ содержит не целый элемент. 

Доказательство. Пусть 6— произвольный элемент из Р. Со- 
гласно лемме 8, существует такое произведение простых присоединен- 
ных идеалов Р;, что 


Р, °Р,с.-.оР,==0(% 6) =0(Р). 
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Можно предположить, что это произведение несократимо, т. е. 
‚никакая его часть не сравнима с нулем по модулю %о6. Так как про- 
изведение Р,о°Р,о---оР, целится на Р, то, согласно лемме 9, один 
из сомножителей Р;, например, Р, делится на Р, т. е.* 6, =0(Р). Но 
идеал Р, — простой и поэтому, согласно условию П и предположению. 
Р-=\У, получаем Р=Р,. Таким образом, 


Р.Р, о---о Р.== (95° 6), 
Р. °о---‹ Р, = 0 (% о 6). 


Следовательно, существует такой элемент аЕе“\, что 


а=0(Р, о---о Р,), а=0(%о6). 


Далее, имеем 


Реа==0(РоР, о ... °Р,) =0 (%о 6), 


откуда получаем Р.-===0(%), т. е. — ЕР’. Но из а = 0(%.°56) следует 
а 


а 
- == 0 (90, т. е. == ве является целым элементом, что и требовалось 


доказать. 


ТЕОРЕМА 13. Если Р-\, то Ро Р’=%. 
Доказательство. Согласно определению Р’, %С Р’. Следо- 
вательно, 


Р=%.РЕР’оР, 


т. е. целый присоединенный идеал Р’оР делит Р и поэтому, согласно 
условию П, Р°Р’=Р или Ро Р’=ч%. Предиоложим, что Ро Р’=Р. 
'Гогда, положив 

т раз 
——_-—^ 
р’ / ю 


5 


м 


Р”’(т) — ы-о р 


имеем 


Р=РоР' = (РоР') о, Р’=Ро р”) =... =РоР’т) 


для любого целого т. Следовательно, если р— произвольный элемент 
из Риф — произвольный элемент из Р’, то 


ро 6 Е рт =Р, 


т. е. ро (т) — целый элемент. Таким образом, 6— целый элемент 
относительно 9, а потому, согласно условию Ш, 6Е%\. Так как, 
однако, В был произвольным элементом из Р’, то это. противоречит лем- 
ме 10. Отсюда следует, что Ро Р’=\%. 

Переходим теперь к доказательству основной теоремы. 

ТЕОРЕМА 14. Всякий присоединенный идеал А может быть пред- 
ставлен в виде произведения простых присоединенных идеалов. 

Доказательство. Если А=\У, то узверждение очевидно. 
Предположим, следовательно, что А + У. Пусть, согласно лемме 8, 


Р‚оР,о-.-оР„==0(4)=0(Р;) (1) 
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и предположим, что это произведение несократимо. Умножая (1) 
на Р, и принимая во внимание теорему 13, получаем 


Р, о Р.о---оР„==0 (Ро А) =0(Р!оР,) ==0 (%). 


Следовательно, Р,; о А будет целым присоединенным идеалом, причем 
Ро А делит произведение простых присоединенных идеалов с меньшим, 
чем п, числом сомножителей. 

Теперь проводим доказательство индукцией по п. Если А делит 
только один простой присоединенный идеал Р, т. е. если Р==0(А), 
то, согласно условию П и предположению А-+“, будет А=Р, и тео- 
рема доказана. Предположим теперь, что теорема справедлива для 
присоединенных идеалов, которые делят произведение п—1 простых 
присоединенных идеалов. Тогда теорема будет справедлива, в частности, 
для Ро А, т.е. 

РА р Рича. 
Умножив обе части последнего равенства на Р,, получаем 
А=Р, ‹ Р,оР,о--.оР,, 
что и требовалось доказать. 

ТЕОРЕМА 15. Если А=О(В) и А=Р,оР,о-.--о Ри, где В= 
=Р, .Р,о...-Р,, то всякий простой присоединенный идеал, отличный 
от 9 и входящий в разлоэсение идеала В, входит также в разложе- 
ние идеала А и притом по меньшей мере столько эже раз. 


Доказательство. Пусть Р, = %(. Так как 


Ро Р,о..-о Ри ==0(В)==0(Р,), ь 
то, согласно лемме 9, один из сомножителей Р; делится на Р,. Пусть, 
например, Р, =0(Р,). Тогда, согласно условию П и предположению 
Р= У, получим Р, =Р,. Теперь имеем: 
Р. ‹ А=0 (Ро В), 
По ера В, 
= я Ро Веро :. вр, 

и идеалы Ро А, РуоВ содержат уже меньше простых множителей, 
чом А и В. Допустим, что теорема 15 верна для случая, когда в разло- 
жении идеала В число простых множителей меньше п (если п=0, то 
В =5%, и теорема очевидна). Тогда каждый из присоединенных идеалов 
ры у Р, будет встречаться по крайней мере столько же раз 
и среди идеалов Р,,..., Р„ и, следовательно, теорема доказана. 

Следствие 1. Разложение присоединенных идеалов на простые 
множители однозначно с точностью 00 порядка следования мноэки- 
телей и д0 мноэкителей %. 

Следствие 2. Если А=О(В), то А=ВобС, зде С-целый при- 
ссединенный идеал. 

Теорема об однозначном разложении любого присоединенного 
идсала А на простые множители является, как мы видели, следствием 
условий 1, Пи ПТ. Имеет место и обратная теорема, а именно: | 
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ТЕОРЕМА 16. Если в полурадикальном кольце % всякий присоеди- 
ненный идеал А разлагается в произведение простых присоединенных 
идеалов и если из А=О(В) следует, что сомножители из разложения 
идеала В, отличные от %, входят в разложение для А по меньшей 
мере столько же раз, сколько раз они встречаются в В, то в кольце 
%( выполняются условия 1, Пи Ш. 

Доказательство. Условие |, т. е. условие обрыва цепей 
делителей для присоединенных идеалов, следует непосредственно из 
того, что всякий присоединенный идеал 

АР ор. от 
имеет только конечное число делителей, а именно 
В=Р\ь. .-о ру, 
где у,< в. В частности, простой присоединенный идеал Р делится 
только на Р и 9( и, следовательно, условие П также выполняется. 

Условие Ш, т. е. целозамкнутость % в своем радикальном кольце 

отношений В, доказывается следующим образом: берем в А элемент 


а 
=. целый относительно 5%, и рассматриваем присоединенный %-идеал 3, 


а 
порожденный кольцом % и всеми степенями элемента >. Так как 
«А 
-; — целый элемент относительно (, то существует такой элемент 
СЕ, что со будет целым идеалом и, следовательно, со имеет, 
ввиду условия 1, конечный базис, т. е. 


соберет. Рае 


Умножая последнее равенство на с’ === и используя определение 


суммы присоединенных идеалов, получаем 
у а а 
= 9-Е о +... Е. =. 
Но %3°’=З3, так как 3” 5\Х о. 3 =$, а с другой стороны, очевидно, 


33. Умножив равенство 3“) = на (% о с), имеем 


33 © (Гос) о 3 о (Гос) = 3 о (ос) о (о с), 


(826) с (Вод = (80) (ос), 


откуда, в силу единственности разложения целых идеалов, получаем 


Зос= ос. 
Умножив обе части на с’, имеем % =\\. Следовательно, 
а 
что и требовалось доказать. 
Поступило 
25.ХИ.1946. 


> 
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0 РЯДАХ ПО ФУНКЦИЯМ ВАЛЬША С МОНОТОННЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ 


{Представлено академиком А. М. Колмогоровым) 


Рассматривается вопрос о сходимости рядов из функций Вальша, 
определяемых по способу Ра]еу и по способу Касттаг?”а. 


В настоящей работе рассматривается вопрос о сходимости рядов 
мз функций Вальша с действительными коэффициентами, монотонно 
стремящимися к нулю. В этом направлении исследуются два различ- 
ных способа определения функций Вальша: способ Ра]еу и способ 
Касттаг2’а (способ самого Вальша мы оставляем в стороне). Оба 
способа дают систему одних и тех же функций, но существенно отли- 
чаются порядком их расположения, т. е. одна’ и та же функция 
имеет, вообще говоря, разные номера у Каслоаг2’а и у Ра]еу. Для 
этих двух порядков вопрос о сходимости рядов с монотонными 
коэффициентами решается совершенно различно. Именно, мы показы- 
ваем, что для порядка Ра]еу все такие ряды сходятся всюду на [0,1), 
кроме, быть может, точки х=0 (в которой ряд сходится или расхо- 
дится вместе с рядом из коэффициентов), причем равномерно в каждом 
интервале (5,1), где О<8<1. 

Для порядка Кас2таг2’а мы доказываем следующие предложения: 

1) если коэффициенты с„ образуют монотонную последовательность 


со со 
и Ус < о, то ряд У сло, (2) сходится почти всюду на [0,1). 
п=1 


п=1 


2) Если коэффициенты с„ образуют монотонную последовательность 


ис -ЕО (= т то ряд У) с„Ф, (1) расходится почти всюду на [0,1). 
"С п=1 


Эти факты показывают естественность постановки следующих во- 
просов (мы ограничиваемся функциями Вэльша, хотя вопросы можно 
поставить и для других систем): 

1. Существует ли для всякого расположения функций Вальша 
граничная функция (зависящая от этого расположения) И (п) такая, 


(2.2) 
что если с, монотонны и с„=о(И/ (п)}, то ряд > с, (т) сходится 
п = 


5* 
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почти всюду на [0,1), и если с, монотонны и с, +0(И (п)), то ряд 
со 


У сие, (2) расходится почти всюду на [0,1)? 
1=1 


2. Каково множество функций И (п) (при всевозможных располо- 
жениях функций Вальша)? 


51 


Положим Фи (2) =зоцзш 211 лх. Система. {Фи (2)} (т=0, 1,2, ...) 
на [0,4) является системой функций ВКадетасЬег’а. Образуем теперь 
следующую систему функций: для п=1 положим ©, (2) ==1, для 

т 
п=1 + У 2" (та > ту > 0) (1) 
1-1 
положим 


т 
Фи (2) == П Ф», (5), 
Г 1=1 


изменив еще значения ©, (51) в некоторых двоично-рациональных точ- 
ках так, чтобы всюду выполнялось соотношение 


1 
в (2) = [9, (2—0) + $, (5+ 0)]. (2) 
Система {„(2)} (п=1,2,...) на [0,1) является системой функций 
Вальша в расположении, данном Раеу. 
ЛЕММА. Частные суммы ряда 
У! в. (2) (3) 
п=1 
ограничены во всех точках, кроме х=0, причем равномерно в каждом 
интервале (5, 1), где О << 1. 


1 Л 
Доказательство. Пусть г <х< Е Мы утверждаем, что 


в таком случае частные суммы ряда (3) в точке х не превосходят по 
абсолютной величине числа 2. 
Для точки т, очевидно, имеем 
Ф, (1) =Ф, (1) =... =Ф, (1) = +1, Ф, (2) =—1. (4) 
При 1 < п<2*^ максимальный индекс тп в разложении (1) удовле- 


творяет неравенству т! , „< Е—1, поэтому из (4) следует, что 
Аа к 
$ (1) = +1 при п=1, 2, 9,9 2 


и, значит, 


в частности, 
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Далее, при п = 2-х (1<г< 2%) максимальный индекс пил в раз- 
т’ 
ложении (1) равен К, поэтому из (4) следует, что 


Фи (2) = —4 при п=2^-|-1, 2--2,..., 2.0 


и, значит, 
Эк 
Фи (1) =2^—т при 1<7< 2; 
п=1 
в частности, 
9.0 
г. 
У ра (5) = 0 


2(р-1).2* 
У Фи (ее; (5) 
п—=1 

| Уж @| < при $<2(р—1).2^. (6) 


Докажем справедливость (5) и (6) при замене р—1 на р (р> 1). 
Заметим, что при 


= 2 (р) -2Аь (1<т< 21) 


член 2^ не входит в разложение (1) числа п (так как двоичное разло- 
жение числа 2(р—1)2^ начинается с члена 2”, где у> А +1, а разло- 
жение (1) числа г содержит лишь члены со степенями <; разложе- 
ние же (1) числа п представляется, очевидно, в виде суммы указан- 
ных разложений для чисел ги 2(р—1)2^), поэтому функция Ф, не 
входит в разложение функции $„; группа же членов разложения (1) 
со степенями, большими А, постоянна для всех п, заключающихся 
в указанных пределах; поэтому из (4) следует, что 


= Нри пар... (р х, 


и, значит (учитывая (5)), 
2(р-1)2^-г 
У» в (®=(-20 при 4<тг< 2%; 


п =1 


в частности, 
(2р-1)2^ 


У ®@-=(-1. 2 
п=1 
Далее, при п = (2р— 1): 2^- т (1 <т< 2^) член 2" входит в разложе- 

ние (1) числа п (так как с него начинается двоичное разложение 
числа (2р—1)-2^, а разложение (1) числа г содержит лишь члены 
со степенями < А), поэтому функция Ф,. входит в разложение функции фл; 
группа же членов разложения (1) со степенями, большими й, здесь 
та же, что и в предыдущем случае; поэтому из (4) следует, что 


(= (прай = (2—1). 2°-4-4,...,2р. 2% 
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и, значит, 
(2-1) 2+ г 
Х == (к) при 1<г< 2% 
й=( 


в частности, 


м Фи, (1) =0, 
п=1 
и соотношения (5) и (6) доказаны при замене р—1 на р. 
Проведенная индукция показывает, что (6) верно при любых $5. 


ы 1 
Если, теперь, х=-;., то, ввиду (2), имеем 


и, значит, 


Из доказанного следует как ограниченность частных сумм ряда (3) 


во всех точках, кроме х-=0, так и равномерная ограниченность их 
на (5, 1). 


ТЕОРЕМА. Ряд У со, (2) с монотонно стремящимися к нулю 
—1 


коэффициентами с„ сходится всюду, кроме, быть может, точки х=0 
со 


(в которой он сходится или расходится вместе с рядом > с), причем 
®=1 
равномерно в каждом интервале (5, 1), где 9 << 1. 


Доказательство. Справедливость теоремы сразу получается 
из только что доказанной леммы и следующего известного предложения, 


являющегося следствием преобразования Абеля: если частные суммы 
со 


ряда >, и, (1) равномерно ограничены на множестве Ё и {5„} — после- 
® = : 


со 
довательность чисел, монотонно стремящаяся к нулю, то ряд У ии (1) 
п = 


равномерно сходится на Ё. 
А 
В точке х =0 (считая, по определению, что 9» (0) =- [9„ (1—0) + 


+ 2, (0 + 0)]) имеем 


5 $ 


У сие, (0) = + У св, (1—0) + з У с, 0+0 = 


п=1 в®=1 в 4 


8 
| 1 
И (1 И 9 хх бп, 
=1 
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где первая сумма правой части стремится к конечному пределу при 
$ —> ©, в силу леммы и цитированного предложения. 


$2 
В этом параграфе займемся рассмотрением функций Вальша в распо- 


ложении Каслтаг2”а. 
Пусть попрежнему 


Ф, (1) = зв п м 2"*1 ях (п=0,1,....) 


— система КадетасВег’а. 
Введем матрицы В„ и вспомогательные функции 


Фот (2) = Фи,: (2) (1 <#<2м) 


(вместо индекса 2"--: будем иногда писать двойной индекс п, #) 
Положим 


В. | а в, ВОВ, р м (7) 


где знак © обозначает прямое перемножение матриц. 

Матрица В, = 6" || имеет порядок 2", ее элементы равны -- 1, она 
является ортогональной (как прямое произведение ортогональных 
матриц). Положим 


ен 
Фи (2) 56°) при ^^ << 


р (8) 
Определим теперь систему функций {9и(7)} (т=1,2,...) на [0,1) 
следующим образом: 
$, (2) =1, 9, (5) =Ф, (1); 
при т=2”"+ (п>1, 1<#<2") полагаем 
бт (7) = бов: (7) — Фл: (7) =Ф), (5) Фи (+), (9) 


доопределив хи (1) в концах интервалов (8) так, чтобы всюду иметь 
бт (2) = 5. [9 (2—0) +9 (2 --0)]. (10) 


Покажем, что система функций {х„(1)} (система Вальша, в распо- 
ложении Кас2таг2’а) отличается от таким же образом обозначенной 
системы предыдущего параграфа только перестановкой номеров 
у функций. Для этого докажем, что для всех п при 1 <г<2" имеют 
место соотношения: 

если г=1, то Фи, 1 (1) =1, (11) 
Ак Аг 
если г=1-- > 21" (вуаь > ву, г > 0), то Фи, (2) = Ф,-!-„,;, (2). (12) 
1=1 1=1 
При п=1 эти соотношения, очевидно, выполнены. Пусть их справед- 
ливость уже установлена для п=р > 1; покажем, что в таком случае 
они будут верны и при п=р- 1. 
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Матрицу Вр,, схематически можно представить в виде: 


(13) 


Отсюда сразу получаем справедливость (14) для п=р-- 1. Для доказа- 
тельства (12) при п=р-[1 рассмотрим два случая: 
1°. 1<г<2?Р. Согласно предположению, имеем 


^ г 
Фр,» (2) = П Фр-1-ь;,, (7), 
1=1 


и, принимая во внимание представление (13) и величину индекса г, * 


получаем 
Фр, (2) = Фр, (22). 


Замечая, что для любого целого у имеет место тождество 


Ф, (22) = Фу+1 (1), 
окончательно получаем 


д А 


Фр 1,г (+) = П Фр -!-„;, (2х) а П Фр -1-в,, (2). 


1=1 1=1 


27. т=2Р-- г (1<г’< 27). Принимая во внимание представление (13) 
и величину индекса г, получаем 


фр-и,г (2) = Фр,г (22) + Ф. Г 


и, значит (так как р), ‚=р), 


Ар 
фра," (2) = Ф, (5) П Ф›-!-„;„ (25) = 
=1 
А! ы Я. 
= Фр+1)-1-,.: (7) ] Фо -вун (2) = Фо 11-м), (7), 
7=1 1=1° 


где последнее равенство имеет место в силу того, что в)„= в; при 
]==4, 2 3 ...у ^-—1 == Ам. 
Итак, (11) и (12) доказаны для любых п. 


Ат 
Из (12) получаем, что для 2 <т=1+ У 2" функция ©, (2) пред- 
1—1 
ставляется в виде 
Ат-1 


Фт (5) = и к (2) П Фит Вт (2). 
ГР 


Отсюда, очевидно, следует, что система {%и(5)} действительно отли- 
чается лишь перестановкой функций от системы {„(т)} предыдущего 
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параграфа, причем даже группы функций с номерами 2^ < тк 2*** 
(&=0, 1, ...) совпадают в обоих определениях, так что системы отли- 
чаются лишь перетасовкой функций внутри этих групп. 
Отметим некоторые свойства матриц В,. Мы утверждаем, что 
ок 


а) 6%) =1 при #=1,2,...,2*, откуда >, К) = 28; 


Е 
Ь) при |4 имеем У = 0. 
=> 


При А=1 свойства а) и Ъ), очевидно, выполняются. Пусть их спра- 
ведливость уже доказана для й=р_> 1; тогда, принимая во внимание 
представление (13), мы сразу убеждаемся в справедливости а) и Ь) и для 
Е=р-1. 

Докажем теперь более общие свойства матриц В,„, частные случаи 
которых мы только что установили. Пусть А< п; тогда 

А) при }=4+1.2к (1=0,1,..., "К —1),1 <2< 2^ имеем 5%) = 1, 
откуда 


ок 
27 5") =2^ (при указанных индексах ]), 
1—1 
В) при ЕЕ. 2*. (1=0;4... 228-14) 0, 4, чот —4 
имеем 
(а+1)-2^ 
Я ир-о 
19-21 
откуда 
| 
р Ьт) < 2к (при указанных индексах } и #=1, 2,3, ..., 2”). 


1=1 


Действительно, из (13) следует справедливость такого представления: 


Бр 9 В, 


Применяя а) и Ъ), мы сразу убеждаемся в справедливости А) и В). 
Положим 


эп в в 
Аз» (2) = Ал, ь (2) = ъ $! (2) = я фт: (2) (1<й<?2”). 


1971 1=1 
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Из (9) следует, что 
в 
| Ань) 1 = | №) 9 (8 |. 
1=1 


Принимая во внимание определение (8) и свойства А) и В), получим, 
что при Ё < п на интервалах 


ПО О (14) 
имеет место равенство | 
| Ал, (2) | = 27; (15) 
если же х не принадлежит ни одному из интервалов (14), то 
| Ав,з* (2) [= 0, (16) 
Ак ол За (17) 


т+1 | 
Спа: Ав,к (1) 0 (18) 
почти всюду на [0,1) при п-—>со равномерно по индексам вп и №, 
Удовлетворяющим неравенствам: 1<в<2", 1«й< 2”. 
Доказательство. Обозначим через Е множество всех точек, 
содержащихся в интервалах (14). Мера множества Е), очевидно, 


ЛЕММА, Если |сп|>|ста! (т=4,2,...} и Ув < о, то 
1—1 


1 
равна 5х. Для всякого целого р> 0 можно образовать множество 


со 
(рт) 
Сб = >, Е --ат { 
т=о0 
для меры которого имеем оценку 
со 
р Е ФТТ)! Я Е 
[Ср < УЕ “рт 1 -2 др „— г у 
т=0 


Положим, теперь, С® =С, та Для м С?) имеем 


р+1° 


12) | < < т +2 < И о 


Всюду вне множества (5(Р), в силу (17), имеем 
А атд (М2 (Иж, це м о | 
О Е 
Мы утверждаем, что соотношение (18) справедливо всюду вне СФ). 
Предположим, что это не так, т. е. для некоторой точки Хх С) 
существует число а > 0 такое, что имеется бесконечно возрастающая 


последовательность номеров =р-+2т. +6. (где 6. = О или 1) такая, 
что 


| Св ° Аачьна (2) | > 
{для некоторых 54, 1). Тогда, ввиду и. и (20), имеем 


Садо | 1 Е 


в пи. 
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Е Е ООО О ВИ И 


и, возводя в квадрат, 
а? 
че СЫ 
4›94 9214—2т4 


Отсюда, в силу монотонности {с*}, получаем 


о 


2 С 
4-19 > ит (1<85<24—!) 


и, значит, 
214—1! 
а? ои-1 а? а? 
с А а 
х 1 19> 92 ч-—2т я ор -+1 > ор+2 ' 
9=1 $ 
со 
что означает расходимость ряда Уз а вопреки предположению. 
т=1 


Итак, соотношение (18) выполняется всюду вне СР) для всякого 
р> 0. Но |СР|—0 при р->со, а потому (18) имеет место почти 
всюду на [0, 1), и лемма ‘доказана. 


ТЕОРЕМА. Если сие: >0 (т=1,2,...) в Ус < о, то ряд 


т=1 


о 
У! сии (=) (21) 
те 

сходится почти всюду на [0,1). 

Доказательство. Ряд (24) есть ряд ЕКочтег функции } (5) С Г2. 
Заменим группу первых 2” функций системы Вальша на такую же 
группу функций системы Нааг’а; тогда, очевидно, получим некоторую 
полную ортонормированную систему функций. Если разложить } (2) 
в ряд Коитег по этой последней системе и сравнить полученный ряд 
< рядом (21), то увидим, что у этих двух рядов будут совпадать все члены, 


со 


начиная с номера 2"--1. Отсюда следует, что ряд ХУ с9и(1) схо- 
т-- 27-|-1 
дится в среднем к функциям ь 


1 (2) — 5» (2) и } (2) — 53» (1), 


где через 5, (2) обозначена частная сумма ряда (21), а через 5% (2) — 
частная сумма разложения (5) по системе Нааг’а и, значит, 


1 (2) — 5%» (2) =1(2)—5%(%), 5» (®=5% (а) 


почти всюду. Но ряд Еойег функции } (2) по системе Нааг’а сходится 
почти всюду (как известно, система Нааг’а являегся системой сходи- 
мости), поэтому из последнего равенства следует, что 5» (57) сходятся 
почти всюду при п—> со, и для установления справедливости теоремы 
нам нужно лишь доказать, что 


бэньь (2) — Э2т (= х Сп, бти (2) —0 


почти всюду при п —> со равномерно по индексам й, 181 <?". 
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в 
Применяя к У „1: Ф,: (2) преобразование Абеля, получим 
#=1 


р 


| 
Е п; (2) = » (Си 5 Спа) Я (1) бана Ань (2). 


=1 п=1 
Второе слагаемое в правой части, согласно предыдущей лемме, стре- 
мится к нулю почти всюду на [0,1); для первого же слагаемого мы 
можем написать 


| 
| У ея — сава) Ань (8) | < У} (ии ен) | Ани (9) |< 


=1 1==1 
[о 


< шах < Ав, 7 (=) | - У (Спа 644) <| Ап (2) - Сп, 


1=:< 
о 1 


что, согласно той же лемме, стремится к нулю почти всюду на [0,14)- 
Теорема доказана. 


ТЕОРЕМА Вели. с. — 6, > 0 (т=2,...) и со (реп). те 
ы 5 


ряд У си, (2) расходится почти всюду на [0,1). 
т=1 


Доказательство. Положим 
2-2 


= > Е, (22) 


п=2к 


К 
где Ех’ (п> А) обозначает, как и выше, множество точек, принадле- 
жащих интервалам (14). Мы утверждаем, что 


М1 > (23) 
для всех #=2, 3, 4,... Докажем это. 


к 4 
Мы уже отмечали, что | Е%® т . Введем множества 


> [3=*}- {5 Е ЯИЕЕРИ К...) 


К 
Множества 0%’ (п =-- 1, &--2,...) попарно не пересекаются, и мы 
можем написать 
эк? | 
М=Еа+ > 0», | 
пеэк+1 
ок? р (24) 
МЕ | 
п=2к-1 
Докажем справедливость неравенства 
( 2+ —А—п 
ГО а на при п> 24, | (25) 


из которого уже легко будет получить неравенство (23). 
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Обозначим через 61"? /--й интервал множества Е (= 
‚ 21-К) (сравнивая с обозначениями (14), имеем: =] +1). 

При п>Е> Ё интервал 5;” либо находится внутри некоторого 
›, либо 5") не пересекается с Е®). Действительно, множество Е 


ео он 


РО 
| 


И з 
состоит из интервалов типа (=, —_ ‚ а Е— из иИнтервалов типа 


2 Чар й - 
Е етот ‚› НО при пре все концы вторых интервалов являются в 


то же время концами и для ен из первых интервалов, по- 


4 
этому интервалы (2,2. ; Ее =) в (#1 ь 1 либо не пересекаются, либо 


первый содержится во втором. Отсюда следует, что множество 0% 
состоит из интервалов 8”, не попавших ни в какой интервал ни 
одного из множеств Е” (#=®, Е-1,..., п 1). 

Дальнейший подсчет разобьем на несколько пунктов. 

1. При п>Е> Е в интервалы множества Е?” попадает по равному 
числу интервалов множества Е”. 

Это следует из строго равномерного расположения интервалов 8” 


=} 59 
и того, что левый конец ®— ^^ каждого интервала 0 является 


в то же время левым концом некоторого 8”: 


Пе о ай 
2: 2п 2 


2. При п>Ё все интервалы 5"? с нечетными номерами /^. содер- 
жатся в множестве Е.К) 
Действительно, левые концы указанных интервалов имеют вид 


{Х—1). 2% . 
—_—› ГДе ^ —1—четное число, поэтому 
А—1 9" 
(ие 2 (пе 
ЭП ое 


и, эначит, 0. ’Со, 
> 72 . 
3. При п>2Ё наибольший индекс множества (ест, 
в которое попадает хоть один интервал 5%” с четным номером ^, есть 
#=п—-—1. 
В самом деле, при {> п— правый конец интервала 5%) имеет 
д ‚ пр ? 
е 1 ь х 2 1 
абециссу >}, а левый конец интервала 0") имеет абсциссу Е: 
№ 
и, значит, 5) содержит лишь один интервал множества Еь” (имен- 
но, 51”). 
Согласно пункту 1, отсюда следует, что и все интервалы 
50 (р=1,2,..., 22-*) содержат лишь по одному интервалу множества 


Е, и множество Е“ содержит всего 2#-^ &—А > п—2А > 0) интер- 


? 
валов 9”. 
а между номерами ^, интервалов о, содержащихся в двух 


К: 9-К— Эт 
соседних интервалах 8® и 8%), равна, очевидно, 2" По ВЕНи 
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(п {>> 0) — четному числу и, значит, все эти номера ^; нечетные, 
так как ^, = 1. 1 

4. При п> Ё каждый интервал 64”’, попавший в у Е“, обяза- 

К 

тельно попадет либо в Е, либо в какой-то интервал с четным номе- 
ром одного из Е (#=ЁЕ-+1, К-+2,..., п 1). 

Это объясняется тем, что если 8") попадает в нечетный интервал 
^Ф) множества о. (Е < р< п, то, согласно пункту 2, интервал 6) 
сам содержится в некотором интервале 82-1!) множества Е?:; если 
и 5-1) имеет нечетный ны, то он, в свою очередь, содержится в 
интервале 8%®-?) множества до 2.. Продолжая, в случае необходимости, 
это рассуждение, мы ет в справедливости пункта 4. 

5. При п> 2 в множество Е попадает 2"-?К-1! четных интерва- 


1 
лов множества Е) с суммарной длиной ЗЕЕ ° 


р 1 
Действительно, множество Е состоит из одного интервала( 0, 5) . 


Расстояние между левыми концами двух соседних интервалов множества 
Л 


27 
множества ЕЁ, из них 2"-*К 1 с четными номерами, и суммарная длина. 


= 2”-** интервалов 


, 1 1 
ЕО равно Е И, значит, в Е попадет всего 5%: 


последних равна = и = . 
6. При п> Жи <:<п—&-—1 в четные интервалы множества Е 
попадают четные интервалы множества Е) с суммарной длиной ТЕ ` 
Действительно, в один интервал множества Е“ попадет 
аи 
Е а 


Значит, во все интервалы множества Е” мова четные интервалы 


интервалов множества Е, из них 2"^Г1 четных. 


множества Ё«) с суммарной длиной 27. — . 27-21 = и, значит, 
эп 


— 9+1 
в четные интервалы множества Е попадут четные интервалы множе- 


ства Е с суммарной длиной окт 


При п_> 2% мера множества 0%? равна мере Е“? за вычетом сум- 


марной длины всех интервалов множества Е“ попавших в у ЕР. 
Но суммарная длина этах вычитаемых интервалов равна, НЫ 
пунктам 2 и 4, сумме длин всех нечетных НО: множества Е<^ 
плюс сумма длин четных интервалов множества ЕЧ”, попавших в Е 

и в четные интервалы множества Е», где индекс &, согласно пункту 3, 

принимает значения #=А- 4, А+ 2,..., п К—1. 

Учитывая сделанные в пунктах 5 и 6 подсчеты, окончательно 
получаем я . Е 
ле и 


я оК+1 т : 


и неравенство (25) доказано. 
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Так как при А>0 
О = ЕО Ё 4. Ч 
то из (24) и (25) получаем 


к--1 р . К 
З оК-+-1 ок 1 м о , эА-1 о 
М> Я 10 У а: М ты 
п=®К-1 п=ЯА-1 т=0 
Ее а (2%41—2)(2* +1 —1) 22К+2—3. 2 Л 3 Л 
дань. РЕЯ: ТВ ре 92К +3 9 эх 9+5 — й и 


где последнее неравенство имеет место для всех А 2, и (23) доказано. 

Теперь уже нетрудно убедиться в справедливости теоремы. Со- 
гласно условию, имеется число а& > 0 и последовательность возрастаю- 
щих номеров т» таких, что Ст, - 108 т, > а. Определим целые числа 
К» из условий 

а т, < 2Кря-4 

(очевидно, Е, > < при р-—>оо). Тогда (считая для простоты, что 
логарифм берется по основанию 2) имеем: 


тр > 22% > 27-20% при п < 2Ав+?, (26) 
а а а Л 

г ть 27 

р 105 тр _ ов (27) 


К» МВ 
Если тС-Мь, (т. е. хС-Е„? для некоторого номера п,, 2, <п < 2^21*), 
то, принимая во внимание (15) и (26), получаем 


2КР Кр 
% 
р Стр Фпри (<)| = р Стр» > 2 - Стр >> 16 * 
1=1 1=1 
со 
Отсюда следует, что на множестве М= Им Мь, ряд У сит(х) рас- 
р—со т=1 


ходится. Покажем, что | М |= 1. Множество М записывается в виде 


м=ПУмМь, 


1=1 рей 


со 

и нам нужно лишь показать, что | У! М»,|=1 для всякого & >0. Не 
р= 

ограничивая общности, можно, очевидно, предполагать, что 


Крьа > 2/21? (р=1,2,...). 
ее) 
Множество Е. (последнее из множеств Ё (2), входящих в Мьк,) состо- 


ит из интервалов длины это — минимэльная Длина интервалов 


ОЕ? ; 


ка? 

для всех Е (п= 2%,..2 1"), 4=1,2,..., р. Расстояние же между 

концами соседних интервалов множества Вр) (первое из множеств 
^^р+1 


1 1 
Е\Кр»), входящих в Мьк,,,) равно ея < кт, и, значит, Мх„: имеет 


о = 
периоды: ‚ и тем более, КЕ (как кратное предыдущей величи- 


Крат э* 
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р 
ны). Отсюда следует, что мера части М,,.,, попавшей в р Мк, равна 
Ч=Е 


р 
х Мк, | | Мк, | и, значит, 
ут 


=[м» |+ а | Ма] У Мы} = 
р а=1 


Мы У Мы, {4 (28) 


р= 


1 з 
< 
«> 
—.— 


[® >) 
Если бы мы теперь предположили, что № Мь,| =1—мт, где м, > 0, 
ре 
то тогда 


=4—ч: (ф=ьй+а....), 


> (РЕВ ЕЧА....) 


и из (28), принимая во внимание (23), следовало бы 
© р 

| м», [1—| У М» 
р-: о. 


7 | 
1 1 ие А 
У Е за 2-21 
ф-т 
что невозможно, так как правая часть неограниченно возрастает при 
]-—> <. Отсюда следует, что : 


}> 


7 
> |Мь|+ У | М», 
р= 


№ Мы в ева 
р= 


и теорема доказана. 
Поступило 
29.\.1947 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


‘Серия математическая 


1? (1948), 193—212 


А. И. ГУСЕЙНОВ. 


ОБ ОДНОМ КЛАССЕ НЕЛИНЕЙНЫХ СИНГУЛЯРНЫХ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 


(Представлено академиком М. В. Келдышем) 


В работе изучаются нелинейные сингулярные уравнения вида (1). 
Методом неподвижной точки доказывается существование решения 
этого уравнения, а при дополнительных ограничениях, налагаемых 
на функцию К (х, $, и ($)), методом последовательных приближений 
доказывается существование и единственность решения. 


Введение 


В настоящей статье изучается нелинейное сингулярное интеграль- 


ное уравнение вида 
ь 


(= \ О (1) 


для малого значения параметра ^, где (х, $) — точка двумерного про- 
странства, и интеграл понимается в смысле главного значения по 
Коши (ограничения, которые мы налагаем на функцию К (2, $, и (5)) 
даются в начале $2)*. 
Мы будем рассматривать пространство Н, элементы которого удовле- 

творяют условиям: 

к = 
= 

К 1 Ах | 5 
—а |“ 2+ А2—ФЬ и ? 


| (2) > 


|ш (2+ 2) —и(1)|<— 


где > 1- некоторая константа, 0 < о, В, я 5, ВЕ 1 и 


[45| < шт и А И} Е 


Очевидно, множество Н выпуклое, т. е. если } и в принадлежат к Н, 
то /- < также принадлежит к Н; здесь < = О 0: 
В пространство ИН вводится следующая метрика: 


о (и, ©) = шах|и— |. |5—а|1 18. | 5—6. (®) 
* Ранее [см. (1)] мы изучали нелинейные сингулярные интегральные уравне- 


ния с периодическим ядром. 


б Известия АН, серия математическая, № 2 
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Доказательство существования решения уравнения (1) будет осно- 
вано на принципе Шаудера (*). Далее, при некоторых дополнительных 
ограничениях, налагаемых на функцию К (т, $, и (5)), методом последо- 
вательных приближений будет доказано существование и единственность 
решения уравнения (1). 


8 1. Основные леммы 


ЛЕММА 1. Если в (а, 6) функция }(х,$) удовлетворяет условиям 
Пе <, 0<а<1, (1.4) 
5—а 


|и-ая, 5-49) — / (2,8) |< = ть |451), О<8<8,< 1, (1.2) 
+ 


то при |1—а|<- и (6 —а) и0<4х< — а функция 


6 
— © Л (2, $) 
(т) \ = 4$ 
а 
будет удовлетворять условиям 


<, (1.3) 
пе А) (< ПТ, (1.4) 


где с — числовая константа, не зависящая от А. 

Доказательство. Докажем сначала справедливость неравен- 
ства (1.3). Для этой цели разобьем промежуток (а, 6) на три части: 
(а. т—е), (1—е, хз), (хе, 6). Тогда 


ры х-+е ъ 
ен | 94. (1.5) 

а х-в хе 
Пусть г= и ; нетрудно видеть, что в промежутке (а, №“) 
= (1.6) 


Следовательно, в силу (1.1) и (1.6), 


а < А | (4.7) 


1—а` | —а|° 


Заметим, что в промежутке (5-е, 6) 
а, (1.8) 


следовательно, принимая во внимание (1.1), для третьего интеграла 
в правой части неравенства (1.5) получаем 


| 22%] < 4 (4.9) 
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а В Ё ) 


Оценим теперь второй интеграл в правой части (1.5). В силу (1.2), 


оу, ° Ааей-! 
р , == .х : —$5$ 
| ) = | ен 4%. (4.10) 
Так как в промежутке (х—е, х+ г) 
И 
то из (1.10) получаем 
"°е, Э-иба 2) Г.А 
1, $) —1 (< д 
| \ о т (1.14) 
х-—= 
где 
а-. 5 
ЕЕ 
мы - 19 


Итак, из (1.5), (1.7), (1.8), (1.11) получаем 


(1.12) 


где 


Докажем теперь справедливость неравенства (1.4). Разность 
% (1-- 41) —%(5х) можно представить в виде 


Ах . /(1-- Ах, 5) 4$ ее, 5) 45 


{$—ж—А1) (3—2) ($5—я— 42) (5—1) пу 


я (в) (2) =\ 


А1 42 
1(2- Ат, $) —1(х, $) 1(&- А, )—}(х, $) 
А К асе: 
А1 Ао 
(2+ Аз, $) /(1, 5) у 
НЧ | 4, 


где 


А, = (а, ее) , А, = (ваз и, ь) ; 


А (м, ое) у 


Обозначим интегралы в правой части (1.15) соответственно через 
7,, Л,, Т., Г. /ь и оценим каждый из них в отдельности. Заметим, что 
когда $ЕА, 


ана, (1.14) 
Пользуясь неравенствами (1.1) и (1.14), получаем 


: а А | Дз| \8 
Море ы =) . (а, ) 


1—< х—а|° | 
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Оценим величину Л, = ) и - 9 . В промежутке А, 


Е а а (1.15) 
следовательно, на основании (1.1) и (1.15), 
_ А 1 Аз! \8 
| ЗИ | 
|. ее ве 21° а] (8) 
Пользуясь неравенствами (1.2) и (1.14), оценим величину /,: 
8 = 
о 2 
т я |, (а) 
откуда к 
2 (6—а) > А 1 Аз | 
| ыы Ио, 
7 в - 1—«— 6 [5—2 | И) - 
В силу (1.2) и (1.15), можно легко оценить величину /.: 
|< | ТА Аа \ А | Ах [1 45 
ь 33> и [3—2 | о в |3—=—Ах ея й 
х-+А "= х-КАх = 
или 
Е ы А [Аз | 5 
| . аж 
[74| < а+8 [12—18 6—9) - (а,) 
Остается оценить величину 
: г (иле А (5) у 
Л \| ПЕ: 95. 
Нетрудно видеть, что Л, можно представить в виде 
/(-- Ах, $) — 1 (х, $) 1(, $) —1(ж, 2) 
УВЕ \ ;5—д— Ах а \ 5—т фт 
А 
д — . 
ЕЕ ИЕ ры. (1.16) 


Обозначив интегралы в правой части (1.16) соответственно через 
о, Л, ЛЗ, Го, оценим каждый из них в отдельности. 


а В х ты. 
Г/(=, 5) т. ` 5 \— ИЕ = 
ло= \ а \ 2: мл 
А 15—а| х—а! 
х-— ь РЕ" 


Величина первого интеграла в правой части (1.17), в силу симметрии, 


равна нулю, а в промежутке (= а м ее) 
о (1.18) 


Следовательно, в силу о (1.17) и (1.18), 
19| < А| Ах | 2А [Ах| Я 


ты [х—а| | —@ о Пя—а| 


(Ъ.) 
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р 
ха] |х-а 
х--Ах == х--Ах о 


79 = \ — /(а Аа, Ав) т \ (2+ Аа, Аа) |. 


5—1—Лх $5 —х-— Ах 


х—а 
= 29 


В силу симметрии, второй интеграл равен нулю, а в промежутке 
12—а| |2—а! 
(деи, и) 
—- 


о. (1.19) 
следовательно, в силу (1.1) и (1.19), 


а ет р (Ь,) 


Прежде чем оцевить /С) и /'°), заключим точки х и 2-+-Ах внутри 
интервала длины 24х и представим разность /1()— Л?) в следующем 
виде: 

х-. - 
и - \ 


о 


71(&-- Ах, $) —1(-+ Ах, + Ах) и 


$5—д—Ах 


ЗАх 
= 
а т. (2, $) — (2, 2). Ч + (+ Ах, $) —/ (+ Ах, ВА) = 
$—х 5—2— Ах 
о АА“ 
пе, (1.20) 
АНА 
где 
а О енен 


Обозназив интегралы в правой части (1.20) соответственно через 


18), ©, ЛО, М» и заметив, что в промежутке (Им, +“) 
СВ (1.24) 
11--42—а| > ыы, (1.22) 
в силу (1.2), (1.24) и (1.22), будем иметь 
ты 
78| в. А|5—х—Ах 245 7 \ А|5—2— Ах |8 45 ни 
’. 3}. 13—2— Аа | + [5 а оба 15—08] 12+ Аха 


5 


Отсюда получаем 
2" ты | Аз (а 
[491 < а). (5) 
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Оценим величину 
Е 


| \ о. (1.23) 


5—х 


Принимая во внимание (1.2) и (1.24), из (1.22) находим 


с 84 ее. : 5 
== А|$;-—=|° а; 
|2) еее \ т 
лы < [2—3 В+. [5—2]: [2— а 91° 
или 
8 [Аз] 
Ле) р о Ь{2) 
ЕН я =-- ый 


Прежде чем оценить Л) и Л®), представим их разность в виде: 


(А [/(ж, 8) — (2, #)] 1(2 Аз, 5) 1 (т, $) 
-1р=\ ($—х— 42) ($—х) и —- 4 
д’ 


$5 —1— Ах (;—х— Дт) (5—1) 


реа +=) - 1 (=, ее <= [1(=-+ Ах, $) —/(х+ Ат, Ч А2)] ПР 


А! 


- АЗ 5)—/ (5, Заз АЮ Иа, 2) 4$ (1) 
$—<х 5-х 
д” А 
или 


= -Ь-Ь-+Ь-— Ц, (Г) 


где /, Г,, Г,, [,, 14, [5, [, означают, соответственно, разность (1) — ./(?) 
и интегралы, стоящие в правой части (]). Оценим каждый из них 
в отдельности. В промежутке Д’ 


|$—2—Аз| >|5—2|, 2-+АЕ, ры (1.24) 


Следовательно, в силу (1.2) и (1.24), 


` й НА 
о \ А| Ах ||$5—х [Г а5$ 


[15—28 | $ —а [+ 


или 


я 1 8 ‚ 
НИ: = Н. (115) 


В промежутке 4” 
[$—2|>|[5—2—45|, $>4-4х, |+ Ах-ёфа|>|х-а|. (1.25) 


Следовател ьно, аналогично предыдущему, 


ры А 1 А | 8 : 
а (46) 
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Далее, 
А 
] 2°-8 А | Да [ва | т = 
| тя 08 | 2+ 2—8]. и = и 


|—а 
“А [А $ Е. ее НАМ 12 | 
= ——— |421 108 | (И р 


12—28 о Е х—а| 
где 
|5—2| 
х+ о 
[4х - «(= < М. 
х 57 
Итак, 
А 1Аз|_ ; 
58 
= ти тр ету у (1(2›) 
Аналогично, 
Де | 8 к 
и: (5) 


Легко видеть, что 
у (а Аз, «+ Аз) —/ (т, =) _ и 


ЕЕ АЕ = (з)-+(в)) 


А 
Таким образом, в силу (к, (162), (13), (14), (№55), (13-6), из (Г) 
получаем 


м, (52) 
|х-—а, 
где 
а-5 1—5 
т М (41), 
Объединяя (Ъ{1)), (Ъ(?)), (5“3)), из в находим 
[2—8 < * еее. (Ь,, Ь,) 


|1 —а[“ 12 —а| 


где у 
& (56 й 24-8 3 


а $ 98.5 


Таким образом, в силу (Ъ,, Ь,), (Ъ,), (Ъ.), из (1.16) имеем 


Ни 142 | _ 5 
Е 


а ‚—а| 


где т = т +4. 
Наконец, объединяя (а,), (а,), (а,), (а.), (а,), из (1.13) получаем 


СА [42| 8 
[и (2 42) —® (2) | < Я › (1.26) 
где 
а? | 04 +8 (6—а)81 -5 ра +6 (ба) 


1—1 1—@ +2) Е. во 
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Пусть с = тах (с, с}; тогда из (1.12) и (1.25) следует 


х—а| 


® (2-- А) — @ (2) = (ег) (1.4) 


что и требовалось доказать. 
Заменив в нашем рассуждении а на 6, легко докажем, что 


ми 


т (1.3) 
с г’! АЕ ° , 
ее) 9 (9) < о (1.4') 
где 
Е о о 


Нетрудно показать, что имеет место следующая 
ЛЕММА 2. Если в (а, 6) функция 1(х, $) удовлетворяет условиям 


В 
о. 1.27 
ме (1.27) 
В (1 Аз 1+ | Дз |) 
д 4$) — > к 1.28 
|1 (2 + 4х, $+4;) а ( ) 
то функция 
ь 
а | ее (1.29) 
при всетож-из (4, 5) ито Л та и ; а } удовлетворяет 
условиям 
Г.В 
Е.В 1А> | 
Ах) — 
не. Е" м) - И 


Доказательство. Рассмотрим интервал (а, 6 —с) такой, что 


4 ь— В 
7 (В —-с—а)> == . Отсюда с< == . При доказательстве леммы будем 


ь— 4 
полагать =“. Тогда, очевидно, 5 (6 


В промежутке (а, 6—0) условия (1.27), (1.28) перепишутся так: 


а (1.27%) 


|5—а. 


В’В (Ах |14, А5 1) 


[реа аз) (< И, = (4.28) 


где В’=шах < Вовоь 
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Разобъем промежуток (а, 6) на две части: (а 6—3), (6-5, 65) 
и представим % (5) в виде 
й (2) =, (2) ч, (2), 


где 


> 
— 
8 
— 
=—_= 
— 
— 
5 
Ф 
— 
>. 


ъ 
р фа», р 
- а 6 —з 
Применив лемму 1 к %,, (2), получим 
С (ВБ’ 
|. (<. 
[2—@[° 
Далее, оценим величину фу, (1). Заметим, что в промежутке (6 —с, 65) 
9 - — о. 


[8—2 > 2 (6—4), |8 —а| > 


Следовательно, в силу (1.27) и последних двух неравенств, 
ь 
ме, (= [| $ А | < В. В (1.32) 
6 —с 
где 


в! —8 


В" = 
я. а = 
50 (6—а) [ 10(5-2) |“ а-® 


Таким образом, для РА имеет место неравенство 


и (2) |< Еее. В». (1.33) 
Так как 
ее 
о г о 
то из (1.33) получаем 
< (1.34) 


где 
Г. = (6 — а)в - (СВ’- В' (6 — а)®). 
Оценим теперь разности % (1) — (х - 4х): 
и (2-42) — (1) = [%, (2 42) —%, (2)] + [%, (2+ 42) —ч, (2)]. (1.35) 
По доказанному в лемме 1, оценка (1.35), в силу (1.28), годится 
и для 9, (7): 


ео С. В’) Г 14| № (1.36) 


| 2—4 | 


1д—а|* 


Остается оценить р для 9, (1): 


ь 
--А )— /(х, $) Ах. 71 (2, 5) 45 
и, (| Ах) — 9, (7) = \ Ка, ая 4$ ) ($—2—А2) ($—т)° 
ф—с е. 


Заметив, что в промежутке (6—с, 6) 


Е 18 
|8—а| >25 (6—4), [8—2 > %6—а), |8—2—42|> 56а) 
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п функция ] (5, $) удовлетворяет условиям (1.27), (1.28), имеем 
|#, (2 42) —ю,, (2) | < В”. В| 421, (1.37) 
где В’”’ — некоторая абсолютная константа. 
Аналогично предыдущему, в сплу (1.36) и (1.37), из (1.35) получаем 


1.2 В. [ГАжВ 


|® (2+ 42) —% (2) | Заре" 


Выбирая общие: константы Г. = тах {Г.,, Г,}, будем иметь 


& } 
ее: | 
[2—а°-| 2—5 вы 
В | Аз | 
А РР ПРЕТИИР (а ОАЕЕЫ | 


Итак, мы доказали справедливость леммы в промежутке (а, 6 — д}. 
Заменив в том же рассуждении а на 6, легко докажем, что 


ПВ 1 
МС = —а*.| 2—5 8’ | *+ 
РН 1 Аз | 8 ых 
)— И И ой > 
[® (2 42) - жаль Аа вв = =+АРЫ | 


Выбирая константы и [.}, в силу (*) и (**), окончательно во 
всем интервале (а, 5) получим 


Ь.В 
т еы 
Т.В | Ах | 8 
М С 
ии ТА о 


что и требовалось даказать. 


$ 2. Применение принципа неподвижной точки к доказательству 
существования решения уравнения (1) 
Выделим из пространства Н некоторое выпуклое множество Н (№), 
элементы которого удовлетворяют условиям 
К 
ев (2.1) 


а 


‚ Ах | 8 

РЕ - 

НА о А (2.2) 
где К > 1 — некоторая константа. 


Рассмотрим правую часть уравнения (1) как оператор А (и): 


[2 
А(и) =) \ Я (1) 
а 
При отображении выпуклого множества Н (К) посредством оператора 


А (и) получается множество Н (®), элементы которого будем обозначать 
через 0 (т). 
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Для доказательства существования решения уравнения (1) докажем, 
прежде всего, некоторые вспомогательные леммы. 


ЛЕММА 1. Если в (а, 6) функции К (т, $, и (5)) и и (х) удовлетво- 
ряют условиям 


| К (2, $, и (5)) | < А|ш|+ В, (2.3) 
где А и В— некоторые константы, 
[К ($ Ах, $ + 4$, и ($+4$)) — К (х, $, и (5)) | < 
<А, [Ааа + А, 48+ А, [и (3-45) —и ($) |, (2.4) 
К 


Е РТВ 


= 


то оператор 


К | Ах| 
И ЕЕ Я ‚ (2.6) 


= док Ка (2.7) 


5—5 


— —6]1 
при всех х из (а, 65) и О< Ах < шт я, а при достаточно 


малом \. преобразует множество Н (Е) в Н (Е). 
‚ Доказательство. Докажем сперва, что функция К (т, $, и (5)) 
удовлетворяет условиям леммы 2 $ 1. 
Принимая во внимание (2.5) и (2.6), из (2.5) и (2.4) получаем 


1 (5, $, и (5) | ЕР и (2.8) 
д 61 518 
АА сор, Еее 


а 5+ 5—8, 
где 

М, =А+В(ь—а)“+, М, = шах (А, (6 — а)*18+%, А,-- А, (6 — а) 8+3}. 
Из двух последних неравенств видно, что функция К (х, $, и (5)) удовле- 
творяет условиям леммы 2 $ 1 с новой константой С.К вместо В, 
где С = шах {М,, М,}. Следовательно, применив лемму 2 8 1 к функции 


ь 
О а, 


получим 
ВЕТ: —_ т т 
а д| ТСК ты 
р о) 


Полагая |^|. Ё.С=а<1, находим 


К 
от, (Р,) 


К 
ЕЕК Я е 


Докажем теперь непрерывность оператора А (и).. 
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ЛЕММА 2. Если в (а, 6) функции К (т, $, и (5)) и и(т) удовлетво- 
ряют условиям 


[К (2, 5, и(5))| < А’, (2.3') 

1 & (2+ Ах, $ 4$, и ($ 4$)) — К (т, $, и (5))| < 
< А, | Ах |1 + А, |458 - А, и ($ Аз) — и ($) |, (2) 
(<, (2.5') 
== К’ < | Ах | о ’ 
ое Аа) (ие (Е) (2.6') 


то при |х—а| < (6 —а) но А и оператор А (и) непрерывен. 
Доказательство. Введем следующую метрику: 
в (и, ©) = шах |и—& |. | 5—4 1418 (&>0,0>0, «+8< 1. 
Покажем, что из р(и’, и)—>О следует р(А(и,„), А (и)) > 0, другими 
словами, для каждого произвольно малого положительного числа в 


можно определить такое положительное число 1, что из выполнения 
неравенства 


И. ет: (2.10). 
следует 
РА и.) 4 (6) |< |+ . (24 


Разобьем промежуток (а, 5) на части: 


Е. 
Тогда разность А (и,) — А(и) можно представить в виде 
А (и„) — А (и) = 
но 
о ь 
К (2, $, Ив (5)) — К (х, $. и (5)) [...] 45 вас. 
Ух Еы = А \ $—х (Е) 
х х-- ха 
В силу (2.4), (2.10) и того, что в промежутке («, а 
а 
имеем 
- К (2, $, ци, ($))— Е (254965) :| Не у ох 
| \ а 4 ео ае 42) 


а 


Оценим третий интеграл в правой части (Е). В промежутке (= 5 и. =: “ , ь) 


те 
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следовательно, на основании (2.4’) и (2.10), 


ъ 

о \ К (2, $, и, (5$))—К (х, а ое М, у 
у - а 8 | а |“ 

ео 


Для оценки второго интеграла в правой части (Е) представим его 
в виде: 


5, и (5)) 4+ 


$—х% 5% 
А |х-@ 
о 


оне 7’ К(а 5 шь (5) (а, 


— [К (&, $, и, (5))—К (1, х, ил (1))| —[К (2, 5, и (3))—К (=, х, и (2) ] 


5—5 
х—т 
а 
К ($, $, и, (5))- К ($, $, и ($)) 2 
т \ На 9) д, (2.14) 


Если (и, 2—1), то 
| 
9 ? 


поэтому, на основании (2.4’) и (2.10), 


29 


К (2, , и (8) К ви (3) | 141-441-245) 


$—х а 


где 
|—а| 


; 2 
о о аи 
Аналогично можно оценить третий интеграл в правой части (2.14): 


ры а\ 


2 
К (2, $ а ил (5)) —К (х, 5, и ($)) 171. 4.1 | 2.16 
АИ 08 ты Е (2.16) 
х1 
В промежутке (2—1, +1) 
ее. 


вой 
следовательно, в силу (2.4’) и (2.6'’), для второго интеграла в право 


части (2.14) имеем 
НЕ р @ аб др й . 8 
о ее 114124; (8 —а) `й (27° Аз 43). 1 . (2.17) 


5—2 и | [9 


х-1 
Соединяя (2.12), (2.13), (2.15), (2.16), (2.17) и считая 1, м (В) 
получим 


| А (ил А ее, (№) 
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где 
аа а и 
т = — ге (4279) [| 4, + 


1 245 (6 — в) 8+ 43 (27+ 4-1)] 
, $ > 


Е 
Подбирая 7 < у: найдем 


|А (и) —А (и) | < Е: (2.18) 
Отсюда следует непрерывность оператора А (и). 
ЛЕММА 3. Если выполняются все условия леммы 1 настоящего 
параграфа, то оператор А(и) непрерывен в смысле метрики (*). 
Доказательство. Рассмотрим интервал (а, 6—0), где с имеет 
то же значение, что и в лемме 2 $ 1. 
Покажем, что в выбранном таким образом промежутке оператор 
А (и) непрерывен, т. е. из 


- 
Е (2.19) 


следует 


А) — 555 = р (2.20} 


Же 
Неравенство (2.19) имеет место в интервале (а, 6), следовательно, 
оно справедливо и в интервале (а, 6—5). С другой стороны, когда 
хЕ(а, 6 —с), то |х—а|>с. Потому из (2.19) получаем 


1 , (2.24 } 


6 —‹ 

Е К (хх, $. и($ 
следовательно, в силу леммы 2, для А, (#) = \ о = 4$ спра- 
а 


ведливо [см. (№)] 


| А, (и) — А, (и) | < в. (2.22} 


Паб 
Оператор А(#) можно представить в ег виде: 
А(и) = А, (и) + ^ РЕРА 
откуда — ‘ 
А (и) — А(и) = А, (и) — А, (ах и), (2.23) 
о 
Оценим интеграл в правой части (2.23). На основании условий 
(2.19), (2.4) и ввиду того, что в Е (а 6 —с) 


|— Ця я 9, 


имеем 


|. С К (1, $, и„)— К (т, $, и) и 


$—т 


< Ат, (2.24) 


ф-с. 
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где 
| | с! +8) 


© 9. &-+6 то 
55 (6-а) [ 6—0) |“'‘а+в-—8) 


Принимая во внимание (2.22) и (2.24), можно легко оценить 
модуль разности А (и„) — А (и). В самом деле, 
| А (и,) — А (и) | < 
1 


< ее ееаыае [|2 РЕ Аут, | 2-09 2—9] 


т. = 


или 
| А(и,) — А (8) |<: ты 


да“ 8. [2—6 › 


(№) 
где 


т = (т, + А.т, (6 — а)? +5) (6 — а). 


Аналогично предыдущему, из (№) получаем 
5 
А (и,) —А (®) | < | 2—0 [2—Ь ре ь 


Этим доказана непрерывность оператора А (и) в интервале (а, 6—0). 
Заменив в том же рассуждении а на 6, докажем, что оператор’ А (и) 
непрерывен в интервале (а-+с, 6) и, слодовательно, во всем проме- 
зтутке (а, 6). 

Докажем, теперь, компактность семейства функций {0 (2)}. 

ЛЕММА 4. Семейство функций {0 (х)} во всяком внутреннем 
к (а, 6) интервале [а--т, 6—1] равномерно ограничено и равностепенно 
непрерыено. 

Доказательство. Пусть д и 1+4х принадлежат к проме- 
жутку [а-+1,6—1]; тогда 

|х—а| >21, |2—6]>1, |2-{4А#—6|>1. 

Так как П (2) ЕЛ, то 


К 
тт ь 

К : | Ад | р 

-А 5=— — : 
[0 (2-41) ыы 


Отсюда получаем 
|0 (2) |< К -1—°®, 
о А ®. 
Из последних двух неравенств следует равномерная ограниченность 


и равностепенная непревывность семейства {0 (х)} в [а-+- 1, 6—1]. 
ЛЕММА 5. Семейство функций 


07* (<) =0 (2) -|#—а| 8. |&— 6 


компактно в смысле равномерной сходимости. 
Доказательство. Разобъем интервал (а, 6) на три части: 


(а, ат], [а- т, 5—1, [2—т, 5). 
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Семейство функций {0 (2)}, в силу леммы 4, компактно в промежутке 
[а+1, 6—1]. Поэтому из всякой последовательности (, (1) Е {0 (х)} 
всегда можно выбрать подпоследовательность И»,(5), сходящуюся 
к некоторой функции (5) в смысле равномерной сходимости. 

Пусть (ь (1) и Ох (2) будут соответствующие последовательности 
из семейства {П”(1)}. Докажем, что подпоследовательность они (2). 
сходится в (а, 5) в смысле равномерной сходимости. В самом деле, 


* 


бльнь И) < шах | Он (2) — Инь (2) | |2 а +? [=— Бра 


(а, ат] 
+ шах |Оль., (2) — И (2) | + | а &— Бе 
Га--т, 6—1] 
+ шах | Ишь, (2) — Инь (2) | - | 2— а |9. | БН. (2.25) 


[6 —т) 
Пусть = — заданное сколь угодно малое положительное число. В силу 
арномерной сходимости И», (<) в [а 1, 6 —т]|, можно указать такое 
7 


натуральное число — что для всех К>М и при р>0 
5 


тах 1) — О», | — ЕЕ 
а „„ (9) (9) ее 
Следовательно, 
шах |», (2)-0„, (2) - ры, (2.26) 
[а--т, 6—1] ТУР : 
Подберем число < а ы.. Е Тогда, в силу (Р,), 


тах |», (2) — И», (2) | - | 5—2. [5—6 < 2 (5 — а). шах 2—а|. 
а, а-+-1] < » 


„Но для всех хЕ(а, ат] 


[2—4] <1 
Поэтому 

сах | Г», „, (2) — С, (2) | [2-фаЁ®. [2—6 <. (2.27) 

а, а] | 
Аналогично, 

тах |», (2)— И, (2) | -#—а |“. [2—6 8 <=. (2.28) 

[6-т, 65) 5 
Объединяя (2.26), (2.27) и (2.28), из (2.25) получаем 

(т, (2), Оъ, (х)) <ь, (2.29) 


т. е. последовательность И, <) сходится в смысле равномерной схо- 
димости. Это и значит, что семейство функций {0°(т)} компактно, 
что и требовалось доказать. 
Теперь можно легко получить сходимость О„,(=2) в смысле нашей 
метрики. 
В самом деле, из определения П* (5х), 
Е 


нкьр (2) — О; (2) | 
9. (1) и О», ‚ (2) | мы ет 5. т. 


(2.30) 
13 силу (2.29), из (2.30) получаем 
|[О,., (2) —О», (2) |< Е 


Р | х 
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Отсюда следует сходимость последовательности („, (7) в смысле нашей 
метрики, т. е. семейство {0 (1)} компактно. Далее, нетрудно показать, 
что множество Н () зэмкнуто и выпукло. Значит, в линейном полном 
пространстве Н посредством непрерывного оператора А (и) замкнутое 
выпуклое компактное множество Н (Ё) преобразуется. в себя, следова- 
тельно, в силу принципа Шаудера, существует неподвижная точка, т. е. 
решение нашего уравнения. 
Итак, доказана 
ТЕОРЕМА 1. Если в (а, 6) функция К (х, $, и ($)) удовлетворяет 
условиям 
[К (2, 5, и ($))| < А-|и|+ В, 
|К (+ 4х, $ 4$, и ($4 4$)) — К (т, $, и (5))| < 
< А, А+ А, [А А, | (8-43) и ($), 


1 
то существует такое число №=от (СТ. — числовая константа), что 


при |^| < ^, сингулярное интегральное уравнение (1) имеет по крайней 
мере одно решение и (5) ЕН (Е). 


$ 3. Метод последовательных приближений 


Будем последовательно строить функции 


ъ 
выл \ о 45, (3.1) 


принимая за исходную функцию и, (1) ЕН (Ё). 
Докажем некоторые вспомогательные леммы, в силу которых будет 
доказана сходимость процесса. 


ЛЕММА 1. Если функция Ч, (5) =и„ (2) —и„_, (т) удовлетворяет 
условиям 


Е < Е ив (3.2) 
[Чл (#42) —Т м 
Аи $ : 
“Ея ая ТаЕаТ Иа +аяЕ5Г › 6 
а функция К (т, $, и ($)) — условиям: 
| (2, 53 и (5))| < и |+В, (3.4) 
| К (2-- Ах, $4 4$, и ($-- 4$)) — К (т, $, и (5)) | < 
< А, | Дл -+- А, | 458 -Н А, и ($-- 4$) —и ($) |, (3.5) 
| Ки (2, $, и (5)) | < 1, р (3.6) 
1 К. (2 Ах, $ 48, и ($-+45)) — К. (5, 5, и (5)) | < А, | Аз 4 А, | 488+ 
А, [и ($ 4$) — и ($) | - [3 —а|8 - [$ + 48—68, (3.7) 
то функция 
о, (2, $) = К (2, $, и, (5)) — К(х, $, ини (5)) (3.8) 


будет удовлетворять условиям 


Известия АН, серия математическая, № 2 
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А; ы п 
юа (2, 5) | < т , (3.9) 
[юл (2+ 4х, 5-45) — 91 (х, $) | < | к (3.10) 


5—а Е . [$ + 5—8 : 
где А и А— числовые константы, не зависящие от К». 
Доказательство. В силу (3.5) и (3.2), имеем 
Я. . К 
|$—а|*. |$— 68 > 


| (2, 5) | < 4, [ил (5) — ин-, (5) | < - 


Чтобы установить справедливость неравенства (3.10), рассмотрим вспо- 
могательную функцию 
Е (1) =К [1-4 Ах, $ 4$, ии, ($ 4$) Е (ив ($ + 4$) — ии _, ($- 4$))] — 
ж: [х, 5, Ип-1 (5) +: (и„ ($) -В Ип-1 ($))]. 
По теореме о среднем, при некотором 0 < < 1 
Е(1)—ЕР(0)=Е’ (0. 


Далее, легко видеть, что 


«(т Ах, $ 4$) —о, (х, $) =Ё’ (8. (3.11} 
С другой стороны, 


Е'(=К.[х-- Ат, $- 4$, ии_, (5- 4$) + Е (ил ($ 4$) —ии_, ($-- 45))|- 
- [9, ($- 4$) — №, ($) {Ки [2 Ах, $-- 4$, ии_, ($-- 4$) + 
(и, ($48) — и, ($4 43))] — Кь[2, $, ил, (5) + 
--# (ил ($) — ин, (5))]} - Ч» ($). (3.12} 


Из соотношений (3.11) и (3.12) получаем 


й \. 1. Кв -| &3 
| м; (2-х, $ 4$) — 1 (2, $)| < [5 а. [Е А5— 8+8 — 
Кв 


|2—а |*. [12—58 (А Ах - А, [45| + А, [#|и; ($-- 4$) — и, ($) [+ 
+ (1—2) [ии ($+4$) — ид, ($) |] |5 —а{8. [$ + 45—68} 


или 


-Н 


А. Ки [| = [№1 +1 4$ [8] 
Аж; $ 4$) — 
|9 (2-45; $ 4$) —®, (1, $) | < за [85—68 2 


где 
А шах (А, (6— а), 4, (6) А,}. 
ЛЕММА 2. Если Ч, (1) и 9, (т, $) удовлетворяют условиям (3.2), 
(3.3), (3.9) и (3.10), то функция 


ь 
Ш, (2) = \ А? (3.13) 
удовлетворяет условиям: 


111 - К - 43 Ка 


у 
о (3.14) 
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м (2+ 45) —Ч., (1)| < 
141-К.А- К ы | Аз | 5 
|222“. 2+ А=—5|8 \ |5—@| + [2 + 42-6] ) с 


Доказательство. Пусть В = шах (А, - К,, А.К}, тогда из 
(3.9) и (3.10) видно, что функция ®, (5, 5) удовлетворяет условиям 
(1.27) и (1.28) леммы 2 $1. Следовательно, применив лемму 2$1 

ъ 


к интегралу ^ \ =. 45, для №,., (т) получаем 


а 
111: 2: 4% - К» 


ао, 


| пьз (2) | < 


ф т Р.А К.А 
ИИ [2—а [18| 2 Ах 


Докажем теперь сходимость процесса. Лля этой цели достаточно 


со 


показать сходимость ряда У (и„-и„_), и, ==0. Оценим абсолютные 


величины членов этого ряда. Если взять |^|.4А,-Г<49<1, где 
4— произвольное число, меньшее единицы, то 
п.К 
ны вы 
В 
Отсюда следует сходимость последовательных приближений к некото- 
рой предельной функции и (2): 


[0 и, (2) =и (2). 


п>со 


Докажем, далее, что предельная функция и(х) удовлетворяет 
уравнению (1). Для этого достаточно показать, что 
пу, (2) =0, 
п-—›со 
где 
С Ж(а, ви (5))— К (7 мн (5)) 
- я, 5, и ($))— я, 5, и, (5)) 
Хл (1) =^ \ Е Е ыы 45. 


а 


Можно легко показать, что функция 
а (т, $) =К (т, 5, и (5)) — К (х, $, Ил (5)) 
удовлетворяет условиям леммы 2 $1. Тогда, применив эту лемму 


к функции 


8 —-= 

|=| 

РаЫ 
'— 
а 

| > 
‚м 
>. 

$5 


иолучим и 
а ний 
[Хи (2) | < т в.” 
Следовательно, 


7* 
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5—2 Се 2 
п>с< 


В Г К (<, $, и (5)) = К (т, $, ив ($)) 43 | о 
а а 

Наконец, покажем, что полученное таким образом решение един- 
ственно. Предположим, что, кроме и(=т), существует другое реше- 
ние (2), причем в промежутке (а, 6) и(2)= 5(2). Так как 0(2) есть 
решение уравнения (1), то 


Ь 
о (2) =^ \ А (3.16) 


Покажем, что 2 (2) = п и„ (2). Этим будет доказана единственность ре- 
9% 


шения уравнения (1). 


Рассмотрим функцию 
Ь 


5%; (2) ==5 (5) — ив (2) =^ \ (ре) 4$, 
где 


Зи (х, $) =К (х, 5, 0 (5)) —К (х, $, Ип- (5)). 
Аналогично предыдущему, можно легко получить 


а о (@<1). 


|2—а | -|=—ЬВ 


На 9, (2) =0, 


что и требовалось доказать. Итак, доказана 


Таким образом, 


ТЕОРЕМА 2. Если функция К (т, $, и ($)) удовлетворяет условиям: 


|К (2, $ и (3) < К. [в В, (3.4) 

| К (т-- Ах, $ 4$, и ($-- 4$)) — К (х, $, и ($)) | < А, | Аз 1 -- А, | 4$ |8 -- 
А, [и ($ А) и ($) |, (3.5) 
[Кы (2, зи (5))| < 1, (3.6) 

Кь(х-- Ах, $ 4х, и ($-- 4$)) — Ки(х, $, и (5)) | < А, | А 1+ А, | дз 8 -- 
+ А, |и (5-48) —и (5) | - |8 —а[ - [$4 д5— ВВ, (3.7) 


то при достаточно малом \ нелинейное сингулярное интегральное 
уравнение 
ь 


: (2, 58 (5) 
и (1) = \ 
(%) \ = 4$ (1) 
а 
имеет единственное решение, принадлежсащее к Н. 
Это решение может быть получено методом последовательных 
приближений. 
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0 ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ 
ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ * 


(Представлено академиком И. Г. Петровеким) 

В работе доказывается, что для лалнейных дифференциальных 
уравнений в частных производных, имеющих специальный вид, но по 
любому конечному числу независимых переменных, любого порядка 
и произвольного типа (эллиптического, параболического, ультрагипер- 
болического и т. д.) при естественных предположениях о диффетенци- 
руемости коэффициентов задача Коши имеет единственное решение 
(если оно существует). 


Настоящая работа посвящена изучению вопроса о единственности 
решения задачи Коши для линейных дифференциальных уравнений 
в частных производных в предположении существования такого реше- 
ния. 

Мы не будем здесь останавливаться на истории вопроса, которая 
изложена в статье И. Г. Петровского [(*), стр. 44 —46, 59 — 60]. Отме- 
тим лишь, что для линейных неаналитических уравнений с числом неза- 
висимых переменных, большим двух, вопрос о единственности решения 
задачи Коши до сего времени в значительной степени остается откры- 
тым. 

В настоящей работе удалось доказать единственность для уравне- 
ний некоторого специального вида, во по любому (конечному) числу 
независимых переменных, любого порядка и произвольного типа (эллип- 
тического, параболического, ультрагиперболического и т.' д.) при есте- 
ственных предположениях о дифференцируемости коэффициентов. 

Ограничения, налагаемые на вид рассматриваемых уравнений, 
повидимому, вызваны методами, которые мы применяем в данной 
работе. 

Мы будем пользоваться результатами спектральной теории линей- 
ных операторов в объеме изложенного в статье А. И. Плеснера (*), 
однако в связи с еще не установившейся терминологией приведем 


некоторые определения и обозначения. 


* Работа написана во время моего пребывания в аспирантуре Института мате- 
матики при Московском государственном унивегситете. Я пользуюсь случаем выра- 
вить глубокую благодарность моему гуководителю проф. И. М. Гельфанду за много- 
летнее систематическое руководство моей работой, а также многократную консуль- 
тацию и ряд существенных указаний при написании этой работы. 
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Пусть 9 — комплексное гильбертово пространство [см. (*), $ 1]. 
Оператор А, определенный на всюду плотном множесте 8.С- $ 
называется симметрическим *, если для любых двух векторов 
и, 2ЕО имеет место равенство 
(Аи, о) = (и, 45). 


Оператор А, определенный на всюду плотном множестве 8. Е$, 
называется гипермаксимальным **, если А=А*, т. е. область 
определения Эд. сопряженного оператора А” совпадает с ®, — областью 
определения оператора А: 

2 = А. 
и для любых двух и, ЕО. имеет место 
(Аш, 5) = (и, 45). 


Далее, Е(Д) будет обозначать спектральную функцию [(*), $6, п° 2 | 
гипермаксимального оператора. | 


$ 1. Единственность решения задачи Коши для операторного 
уравнения 


Пусть А — гипермаксимальный оператор и пусть {и (2)} — семейство 
всех вектор-функций, принадлежащих ®, и т раз дифференцируемых 
(в сильном смысле) по параметру &(&<2<,). 

Рассмотрим уравнение 


О ыы (0+0, т>0, (1) 
&=0 


где 6, (1) — непрерывные функции на отрезке [&,, &,]. 

Под задачей Коши для уравнения (1) мы понимаем определение 
вектор-функции и (ИЕО., удовлетворяющей на отрезке [4,, &] уравне- 
нию (1) и начальным условиям 


аи (+)| ат-зи (2) 
ея а ое >. 


где $, Е. — заданные векторы. 
ТЕОРЕМА 1. Если существует решение и (1) задачи Коши (2) для 
уравнения (1), то это решение единственно. 
Пусть существуют два решения этой задачи Коши: и” (2) и и** (1). 
Тогда вектор-функция 
и (1) =и* (#—и"" (2) (3) 
также удовлетворяет уравнению (1) и начальным условиям 
4и ати 


ГО (= Ани ыы 


о. (2 5) 


Таким образом, достаточно доказать, что верна 


* По терминологии статьи {?), такой оператор называется самосопряжен- 
иным ($ 10, по 4). 

** По терминологии статьи (?), такой оператор называется эрмитовым 
а И” 3) 
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ТЕОРЕМА 1 №13. Если существует решение и (#) задачи К оши (2 513) 
для уравнения (1), то это решение единственно. 

Доказательство. Пусть и (#) — решение уравнения (1), удовле- 
творяющее (2Ъ13). Положим 


ил (1) =Е (А) и (0), (4) 


где Е(А) — спектральная функция оператора А, и А—ограничен- 
ный интервал спектра. 

Очевидно, что на множестве ©, векторов ил({) оператор А опре- 
делен и ограничен. Кроме того, имеем 


аки (+) аки ( = 
Е (4) = ИЕ" ЕЕ 
Применяя к обеим частям уравнения (1) оператор Е(А) и учиты- 


вая, что оператор А перестановочен с Е(4), имеем 


г аки (1) 
УХ. (9 к = Ава (1, (5) 
к=0 


причем в уравнении (5) справа стоит ограниченный оператор (поскольку 
он применяется только к векторам из 9)). 
Условия (21$), в силу (4), дают 


1) 
ил (15) = --- = пт ЕО: (6) 


Легко показать, пользуясь методом последовательных приближений 
Пикара, что для уравнения (5) задача Коши (6) имеет единственное 
решение: 

и (Е ==0 (<<). 

Действительно, если разрешить уравнение (5) относительно старшей 

производной, воспользовавшись тем, что 6„ (2) +0, и положить 


1 < — 6. (2) ИА! А. в рае. 
Ва „‚ (2), а К) 8—0, Вий (2 1) 
то получим 
т—1 
ати ‚ (#) .,_ ал (2) ; 
ди = х 6, (#) к -Н 6 (1) Аил (1). (5 513) 


К=0 


Для того чтобы уравнение (515) имело единственное решение 
задачи Коши (6), достаточно [см., например, (°), стр. 142], чтобы пра- 
вая часть (5 513) была непрерывна по всем аргументам и удовлетворяла 
условию Липшица по аргументам 


Чи) ат) 
Ил, > аатет * 


В нашем случае эти условия выполнены. В самом деле, коэффи- 
циенты 6,(#) (К=0,..., т) непрерывны на отрезке [&, &], откуда, 
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аи аи 
СИА 
в силу линейности правой части по —,.--, тг › следует выполне- 


ние условия Липшица по этим аргументам. Кроме того, оператор А 
ограничен, т. е. существует такая постоянная Кд, что 


| Аил || < Кл | №4||, 


откуда, в силу линейности оператора А, следует непрерывность 
и выполнимость условия Липшица по ил. 
Таким образом, 
Е (А) и (1) =0 


для любого конечного интервала А, откуда непосредственно следует 


и (1) =0, 


что и требовалось доказать. 


$ 2. Дифференциальные операторы 


Рассмотрим формально самосопрязкенный (как это понимают в тео- 
рии дифференциальных уравнений) линейный дифференциальный опе- 
ратор 


дка+---ЕКп 
А= У вех Фи) ` (7} 
90х11...0дх 
Ка... Кат п 
При этом на вещественные коэффициенты ак,,....ки (11, ..., 2.) на- 


ложены требования гладкости *, необходимые для того, чтобы имела 
место обобщенная формула Грина: 


№ ие \ [и Ао —оАц] 4х, --- ат, = \ ... \ В [и, 5] а$, (8) 
р 5 
где и и о — достаточно гладкие функции от (5.,..., 2), Э— п-мерная 


ограниченная область с кусочно гладкой границей 5, а В[и, 5] озна- 
чает соответствующее билинейное выражение от и ифи их производ- 
ных до т— 1-го порядка (причем сумма порядков в каждом члене 
не превосходит т—1), которое нам нет необходимости выписывать 
подробно. 

Рассмотрим теперь гильбертово пространство © комплексных функ- 


ций 
а - аи, (а те 
от п вещественных переменных 1,, ..., х,, заданных в шаре 
ть 
У Е 
а (9) 


* Мы не ставим своей задачей сведёние к минимуму требований на коэффи- 
циенты и функции, цоэтому не уточняем этих требований. Заметим только, что доста- 
точно потребовать, чтобы коэффициенты а... к„(21,..., 2.) имели конечные 
и непрерывные производные до порядка, равного сумме их индексов, а функции 
и `и 9 имели конечные и непрерывные производные до п-го порядка. 
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В $ введена обычная норма 
Е 
р 


Обозначим через © подмножество всех т раз дифференцируемых 
функций ие%, у которых т-е производные принадлежат ®, и на 
сфере 


УЕ (10) 


функции и их производные до т — 1-го порядка обращаются в нуль. 

В силу формулы Грина (8), на множестве © оператор А, определен- 
ный формулой (7), есть симметрический оператор. 

Как известно [см. (?), $ 12], для того чтобы симметрический опе- 
ратор А можно было расширить до гипермаксимального, необходимо 
и достаточно, чтобы размерности собственных подпространств ТГ, и Т, 
оператора А”, сопряженного (в смысле теории операторов) с 4, были 
одинаковы, т. е. чтобы индексы дефекта оператора А были равны. 
Здесь под Т, и Т, понимаются подпространства функций, удовлетво- 
ряющих соответственно уравнениям 


А*и =, (11) 
А*и = —ш. (12) 
Пусть функция и, удовлетворяет уравнению (11), т. е. 
А*п, = в. (13) 
Если обозначить через и, функцию, комплексно сопряженную. 
с и,, то и, удовлетворяет уравнению (12): 
А*и, = —,. (14) 


Действотельно, пусть о— произвольная функция из ©.. Умножая 
скалярно обе части (13) на © и пользуясь определением сопряженного. 
оператора, имеем 

(А°ио, 5) = (1, 0) = (и, Ао): 


Взяв комплексно сопряженные к обеим частям последнего равенства, 
получаем 

(—%., 5) = (иь, 45), 
ибо оператор А с вещественными коэффициентами и, следовательно, 
А — Ао. Из равенства 

(—2%,, 0) = (и, 45), (45) 
по самому определению сопряженного оператора, получаем 


я т. 
А’, = —йь. 
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Таким образом, каждой функции и,ЕТ, соответствует функция 
ЕТ и обратно. Это и доказывает, что размерности подпространств 
Т; и Т; одинаковы. 
Иными словами, построенный выше симметрический оператор А 
имеет равные индексы дефекта и, следовательно, допускает расшире- 
ние до гипермаксимального оператора. 


$ 3. Единетвенность решения задачи Коши 


Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение в частных 
производных 


1 
ди 
У ЗО 
Ри 


ока +-- "пи 
= о @ку,...,Кп (2,, 25:5 в) иона АЛ > Та, 2), (16) 
ь Оно п 
К1-г...БКпозт 177 ъ 
где 6, (1) и }(т:, ..., х,, #) — непрерывные функции своих аргументов, 
1> 0, а оператор 
дка+.--НКп 
А= у @Ка,...,Кр (т, еее Е рр (17) 
4 --- 7 
К1+...ЁКп<т 


удовлетворяет условиям, наложенным на оператор (7) и, следовательно, 
симметрический оператор, построенный в предыдущем параграфе, допу- 
скает расширение до гипермаксимального оператора. 

Пусть С.-— ограниченная (п--1)-мерная область в пространстве 
(1, х,,..., т.) с кусочно гладкой границей Р,, содержащая внутри 
начало координат. Обозначим через Ё часть этой п-мерной поверхно- 
сти Р., лежащую в полупространстве # >> 0, и через С—часть области 
С., лежащую в том же полупространстве. 

Таким образом, поверхность’ Ё вместе с некоторой областью на 
гиперплоскости {=0 являются полной границей области С. 

Поскольку мы занимаемся лишь проблемой единственности для 
линейных уравнений, то, используя рассуждения, проведенные в начале 
доказательства теоремы 1, заключаем, что достаточно рассматривать 
однородное уравнение . 


\ 


з дКи, дкатг---+Кпи 
К ее ИАА 
о ы (2) 9 —- № @к1,...,Кп (х,, ..>) 2) де У дет 
к=0 К+...КаЕЗт 


(18) 


при нулевых начальных условиях. Поэтому мы будем доказывать сле- 
дующую теорему:^ 

ТЕОРЕМА 2. Если (М раз дифференцируемое *) решение 
и (Е т,,..., т,) уравнения (18), определенное во всей области С, на 
поверхности Е удовлетворяет условиям Коши: 


* М=юах (т, 1); интеграл квадрата модуля каждой М-й производной от ц, 
распространенный на область С, предполагается конечным. 


в, =0, эр = 0 р в, 

Чи 
к 
141... дат 


=0 (+... +%,=9, 9=4,2,....т- 1), 


Е 


то и=0. 

‚ Доказательство. В силу сделанных предположений относи- 
тельно поверхности Ё начальных данных, существует такое число г>> 0, 
что поверхность Р заключена внутри полусферы 


рунет (20) 


1=1 


Для доказательства определим изучаемое решение и в цилиндре у 


доопределив его в области Г—С, где положим и==0. Тогда во всем 
цалиндре Г функция и является решением уравнения (18), причем 
при каждом фиксированном ё (0<ё<г) на поверхности сферы 5 


Х=-" 


1=1 


мы имеем 
? Чи 
# |< =0, Аи (Е +... ЕЕ =а, 4=1,....т— 14). (21) 
Будем считать функции и(1,,..., 7, ) вектор-функциями, задан- 
ными в гильбертовом пространстве $ функций от п переменных х,, ..., и 


и зависящими от параметра &. 

Согласно сказанному в предыдущем параграфе, оператор А, опре- 
деленный на классе © функлий, удовлетворяющих условиям (24), есть 
‹симметрический оператор (пра каждом фиксированном 4). 

Согласно предположениям, наложенным на оператор А, мы мо- 
жем расширить его до гипермаксимального оператора, определенного на 
множестве 8, причем 8 СОС ®. 

Таким образом, уравнение (18) сводится к операторному уравнению 


1 
ак 
Хы 7 = Аи), 
К= 0 


где А— гипермаксимальный оператор, а и (#) — вектор-функции, принад- 
лежащие ©, (мы здесь можем заменить частные производные на обык- 
новенные, ибо в этой интерпретации вектор-функции и зависят только 


от параметра 42). 
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Кроме того, в силу нашего доопределения, при {=7 


4и 4—1 
тт т И 


Таким образом, мы находимся в условиях теоремы 1 1$ $1, вси- 
лу которой 


что и требовалось доказать. 

Резюмируя результаты, полученные нами выше, мы видим, что дока- 
зана единственность решения задачи Коши в предголожении существо- 
вания решения для дифференциальных уравнений в частных пройзвод- 
ных вида (16). В частности, предполагая оператор А отрицательно 
определенным, [= т, и, перенося его в левую часть уравнения (16), 
мы получаем уравнение 


о ы 

Хы 2" 
К=0 

О ое Аи, 


п) ори. , .дИи 


- № а =] (5.,.--, 21,2) (16 в} 


Ка... РК <т 


эллиптического типа (мы поменяли знаки у коэффициентов, чтобы урав- 
нение имело более привычный вид), для которого имеет место сформу- 
лированная выше теорема о единственности решения задачи Коши. 

Выбирая оператор А соответствующего типа, мы получаем доказа- 
тельство единственности решения задачи Коши для уравнений гипер- 
болического, параболического, ультрагиперболического или смешанного 
типов (при наших предположениях о коэффициентах и поверхности 
начальных данных). 


8 4. Уравнения е коэффициентами, зависящими от одного 
независимого переменного 


В этом параграфе мы будем рассматривать дифференциальные. 
уравнения в частных производных вида 
д Кока --- ЧКп ци 


[1 = я а о = 
Ко, а, .-., Кв ( и - Ва 
Кока... +АлЗт > 5 


=1 (1,2, ..., та), (22) 


где ак, к,..., к» (#) — Достаточно гладкие* функции. 
Пусть Е— поверхность, определенная в предыдушем параграфе, 
и С— область, в которой определено решение и уравнения (22). 
Обозначим через /[.° дифференциальный оператор, сопряженный с Г 
в смысле теории дифференциальных уравнений: 


ы кока Вос зя И 


ее и Ф 
По Хр а’щеьенс вы родео. 


Кока... +Ка < т 


(23) 


+ См. сноску на стр. 246. 
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Положим 


п 
2 @ихк 


о (Е, л,..., 2) =у(е“” (24) 


где у (1) — произвольная достаточное число раз дифференцируемая функ- 
ция, аа, (Ё=1,...,п) — произвольные вещественные числа. 
Тогда 


ъ п 
У виа : к У вита 
® ® = а чу (#) == ’ 
Го” уде "т }-| Уф ей, 05) 
Ко=0 
где [ есть наивысший порядок дифференцирования по &, входящий 
в выражение для /.*, и 


5, (6) = м и в (ава ва (0,1). № (06) 


Ко Ка+ ... +Ап<т 


Будем предполагать, что [> 1 и что хотя бы при одной комбинации 
вещественных чисел и, =А,,...,&„= А, старший коэффициент 


ы (= > @1. и, ..- К (8) А. КАЗАЕО (27) 
+Е-- ..- 1Кл«т 
на отрезке 0 <2<Т, где Т-= тахЁ при ЕЕС. 
ЕС 
Аналогично сказанному выше, для доказательства единственности 
решения задачи Коши для уравнения (22) в предположении его сущест- 
вования в области С достаточно доказать следующую теорему: 
ТЕОРЕМА 3. Если т раз дифференцируемое* решение и (Е, х,,..., тр) 
уравнения 
Тль == № Яка. Нн (В) 


^^^ дЕКодиЕа ... дтп 
Ко Ел... Кит 


Ко Ка -..- Л и» 


во >) 


определенное во всей области С, на поверхности Е удовлетворяет усло- 
зиям Коши 
Кока ... -Ёл и 


дЕКода а 5, о 


О чи) 


то и=0. 

Доказательство. При достаточно гладких** кээффициентах 
для любых достаточно гладких** функций и и о имеет место формула 
Грина [см. $ 2, формула (8)] 

(( р. Геи — 01.^5] ет, ... аз, = \ 5 \ В[и, 5] 4, (30) 
б 5 
где [^— оператор, сопряженный с Г. (в смысле теории дифференциаль- 
ных уравнений), а 5— полная граница С. 


* См. сноску на стр. 218. 
** См. сноску на стр. 216, 
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Если и есть решение уравнения (28), удовлетворяющее условиям 
теоремы, то, во-первых, Ги-=0 п, во-вторых, 


\ № Вы, 5] 4 =0. (31) 
е 
Обозначим через Ё, часть границы 6 без Р: 

Ре В: (32) 


Е, есть область на гиперплоскости & = 0. 
Таким образом, для любой достаточно гладкой функции о (&,1,,...,х,) 
и нашего решения и мы имеем тождество 


—(}... ира, .. аа, =... | Ви, 5] 48. (33) 
[2 Е1 
Подставим функцию (24) в (33), подчинив у(2) условиям 
‚ о 
(0 =у’(0)=...=у 0)=0. (34) 


В силу этих условий, интеграл по Ё, обратится в нуль, и тожде- 
ство (33) примет вид 


1 - ` х 
ак У чьть 
у: ие жь +. 2) У вые }ек- — Чебя, ... а, =0. (35) 
Ко=0 


Превратим теперь № и: \ в формуле (35) в повторный интеграл, 
в 


произведя интеграцию при фиксированном # по области С (1), являю- 
щейся пересечением области С с гиперплоскостю Ё=с0п3ё, и затем 
по Ё от 0 до Т. 

Имеем, в частности, при «= А, (К=1,...,п) 


гы 1 х $ Акхк 
\е{ Хы, (0 Г уе \ И 4х, ...4,=0. 
"ар >. 6) (36) 


Очевидно, при сделанных предположениях относительно решения и, 
функция 


98 =\... Фи(Ь, жь .--,жаде № Ч: Чо (37) 
6(0 
есть непрерывная функция от # на отрезке [0, Т]. 

Формула (36) есть тождество при любой функции у(#), удовлетво- 
ряющей условиям (34). Мы можем выбрать у({) так, чтобы удовлетво- 
рялось соотношение 


1 
Ув, (у (= (0. (38) 


Ко=0 
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Действительно, согласно (27), старший коэффициент в (38) отличен 
от нуля и, следовательно, в силу существования решения задази Коши 
(34) для обыкновенных дифференциальных уравнений вида (38), такая 
функция у(1) существует. Подставляя ее в (36), мы имеем 


2 
"(0 @=0, (39) 
[О 
т.е. 
$(=0 (40) 
при любом #& (0<2Е<Т). 
Используя непрерывность функций а, ‚у (1), легко заклю- 
чить, что существует целая область а; <а; < а;” (#=1,2,...,п), при- 


чем ©, < А, <а;" , в которой условие (27) сохраняется. Заметим, что 
те же рассуждения приводят нас к тождеству 


п 


ьз ах 
= (Ц. фи, о дей" ат. 0—0, (41) 
61 


когда а; < аи” @=1,.-.,П). 
Дифференцаруя последнее тождество по &,, мы получим 


п 
. У вкхь 
\ вт \ (кл... .2ек 2”... мал. .ар=0 (42) 
61) 


при любых целых положительных т,,..., т, и при каждом фиксиро- 
ванном & (0<2<Т). 

Вследствие полноты системы полиномов от п переменных, из (42) 
мы заключаем, что 


т 


у азхк 


ИН ==0 
и, следовательно, и (#,2,,...,2,)==0 во всей области С. 
Поступило 
23. 1. 1947 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 


12 (1948), 925—948 


И. М. ВИНОГРАДОВ 


ОБ ОЦЕНКЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ СУММ 
С ПРОСТЫМИ ЧИСЛАМИ 


Доказываются две теоремы, позволяющие для весьма общих слу- 
чаев оценивать тригонометрические суммы с простыми числами. Даются 
также некоторые применения этих теорем. 
Теорема 1 гл. У! моей книги (*)* позволяет для весьма общих 
случаев оценивать тригонометрические суммы вида 
Р 
У е?ттЕ(х), 


х=1 


где т— целое положительное число и Е (5) — целый многочлен степени 
п--1> 12: 
Я (а) = армии а, т. 
Теорема 2.а той же главы позволяет оценивать суммы вида 
М+Р 
2 ей (<), 
х= м1 

где }(х)— функция, в известном смысле хорошо аппроксимируемая 
целым многочленом степени п. 

В настоящей работе доказываются теоремы, позволяющие оцени- 
вать аналогичные суммы при условии, что 5 пробегает простые числа, 
не превосходящие Р. Близкие к этим теоремы, служащие для той же 
цели, без доказательства были опубликованы мною ранее |(*), (*)]. 

Обозначения. 0 обозначает число, модуль которого не прево- 
сходит 1; с— положительное постоянное, х— положительное постоян- 


* В формулировке этой теоремы мною был цопущен недосмотр. Именно, при 
том доказательстве, которое приведено в этой книге, формулировку случаев 1и3 
этой теоремы, очевидно, слетует заменить такой: 


1. р <а<аР, 
3. с." ЧР", 


где <—постоянное число с условием 0 <<<1. В соответствии с этим аналогич- 
ное видоизменение формулировки следует сделать и в теореме гл. УП. Можно 
также, замечая, что в формулировке леммы гл. УТ указанной моей книги число 
достаточно подчинить лишь условию п << А, где К, —постоянное, сохранить 
формулировку упомянутых случаев теоремы, но с оговоркой, что < > ть, где о — 
положительное постоянное. 
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ное, не превосходящее 1, =— произвольно малое положительное 
постоянное. 
При В > 0 обозначение А < В показывает, что 


| А|<сВ. 
Пусть совокупность значений переменного 5 полностью опреде- 


лена. Сумма каких-либо «Н слагаемых, каждое из которых принад- 
лежит указанной совокупности, обозначается символом 


Н 
Роя 
Буквою С всегда обозначаем целое число. При вещественных 
А и Вс условием 0 < В—А < 1 обозначения 
А<:< В(шо4 1), А<зё<В(тоа1), А<2<В(тоа 1), 
А<:< В (то4 1) 


соответственно показывают, что при некотором С будет 


А+С<з<В-+С, А-+С<3<В-С, ГАЧС<2<В+С, 
АС<+<В-С. 


При вещественном х символом {х} обозначаем дробную часть 


числа х, т. е. разность х— [2], а символом (2) —расстояние числа х 
до ближайшего целого числа, т. е. пи ({5}, 1—{х}). 


Буквою п обозначаем целое постоянное число, не меньшее 10; 
4 
полагаем у = ее 


Буквами М и Р обозначаем числа с условиями М> с., Ра, 
где с, и с, достаточно велики. 
Буквою р обозначаем простое число. 


ЛЕММА 1. При №" <а<М имеем 


У ‹<®<а15М. 


№М—а<и<мМ 


ЛЕММА 2. (Марджанишвили). При № <а< М имеем 


Х (и)! <а 08 №). 


№—а<и<мМ 
ЛЕММА 3. Пусть К — целое постоянное, превосходящее п, 


Ь= [1,251 0,5], №=и-+2, в= (Ау) ге (ЕВ), 
Р 


9 = р ©), }(2)=о2-... аа, 


21=1 
1 


ИА 15 " аа». . -да.. 
0 


0 
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Гогда имеем 
а) ыы о Е 
Т<Р # 


Доказательство. Согласно лемме гл. УТ моей книги (°), имеем 


т! \ В 
У 


51-1 $:=1 


а 


к). 


Здесь *.,..., 1, В— положительные целые числа, 


: (5) 
Ак, За № е?=(Хах1+-- 4 Хпхп), Я ее ы 
(х1,...Хп) 


т. — целое, суммирование распространяется на системы (1,,..., %,), 
состоящие из целых чисел, причем каковы бы ни были целые числа 
и, .-., Ил, Число систем (1.,..., 2.) с условием 


=... Ия 


будет < 9, где Ф— положительное число, и 
ое —$1—..— 5 


Во <Р ь ро а 


От о,,..., а, здесь зависят только коэффициенты при степенях х, 
многочленов Х,, ..., Хр. 
Но легко находим 


ее 
к (1) 
и еж = У, РУ, в, 


где имеем 


а ПН ФВ Пе (9 т 9, & 


Поэтому 


- У (...( омоленеен аз. ода, 


1* 
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Но интеграл 
1 


\ к > се?” Упап------- Ул) аи... я, 
0 


0 


равен нулю, за исключением случаев, когда У, =... =У,=0, для 
которых он равен единице. Указанные случаи, очевидно, совпадают 
со случаями, когда 1.=...=4,=0; число же таких случаев < ф. 
Поэтому 
т тк ‚_та-Е) ТиВтЬ = 
а Е ие: 


$1=1 8к=1 
ЛЕММА 4. Пусть 
[(2) = а2" + ... 4 @12, 
где а„,..., а, — вещественные, и пусть при некотором $, равном одному 
из чисел п,..., 1, имеем 


0 х ы 
а (аа В до 


Пусть, далее, +— положительное, взаимно простое с 4, 
10,0446? 


В, = Р-, сели д> Р®", 
0,3752 

ВИ А, РТ (Дов №, если д < Ро", 
105 —-4 


1— целое число с условием 0<1<Р*», 


Я = >} $ (у) № сии Вих), 
р х 


где у пробегает возрастающую последовательность целых положитель- 
ных чисел, взаимно простых с 4, с условием 
с’Р‹:*5-ер 1 < у — Ч (1) 
причем, независимо от того, как выбран интервал У —У'<у<У дли- 
ною У’> У°*, полностью лежащий в интервале (1), имеем 
х 19 <У’ ЕР, х № <У (0ёР}. 
У-У'<У5У ИУ 
Пусть, далее, х независимо от у пробегает возрастающую после- 
довательность целых положительных чисел и пусть суммирование рас- 
пространяется лишь на точки (т, у) области 
0 < РухзР. 
Тогда будем иметь 
БРА о 
Доказательство. Пусть К, 6, В, в, г имеют значения, ука- 
занные в лемме 3, и пусть р, =1,2р.. В случае > Р наша лемма 
очевидна. Действительно, тогда 
Р 


5<%У | (УЗ уз - 
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А так как интервал (1) можно разбить на < 10ёР интервалов вида 
сСУ-у<У, 0.205<с% 0, (2) 


причем, согласно условию леммы, 


р Р Ра р 
р 19 (У) [те < ув ый 1$ (91 < ув УюоёР==-: 108 Р, 
сУ<у<У сУ<у<У 
то будем иметь 


Р Р (105Р)? В 
9 < = (105 т. ет 8 се 


Ноэтому в дальнейшем мы ограничимся лишь случаем #<Р”. Сохра- 
няя в этом случае такое же деление интервала (1) на интервалы (2), 
мы часть суммы 5, отвечающую выбранному интервалу (2), обозначим 
символом о (У). Полагая 

Н=[Р*], У,=(1—с)УН“, 


итервал (2) мы разобъем на Н интервалов вида 


У» (3) 
Полагая 
Р 
Е — ру, 


мы можем часть 5’ суммы 5 (У), отвечающую интервалу (3), представить 
в форме 
О АЕ ох 
У1- Уо<уЗУ! х<х 
Действительно, имеем 


И Ри —о 
ЕЙ «ру <ХР ыы 


Полагая В; =В, (у) = [а?ПР, находим 


9 — > е2т(Вих"-р...-5 вах), 
у 


= 
При вещественных @,„,..., &@, положим 
бе У, е?тКапх"--..-аах), 
2 
Если точка (х„,..., 9) принадлежит области (9,) п-мерного про- 


странства, ограниченной неравенствами 
В, — 0,5Х-"Р И < „< В, 0,5Х-"Р", 


В, — 0,5Х-:Р № <а, < В, + 0,5Х-*Р", 
то будем иметь 
Зи. РО (РЕ "), < 6 Р-Р. 
Умножив последнее неравенство почленно на 


= (п) 
Хх * Ро... да, 


230 И. М. ВИНОГРАДОВ 


и интегрируя по области (9,), получим 
п{п--1) 
о \. _ о а Пре 
(у) 

Теперь оценим число С областей (8,), отвечающих различным значе- 
ниям у, содержащих точки, коорлинаты которых могут отличаться 
лишь целыми слагаемыми от координат некоторой заданной точки. 
Пусть (9,) и (9,,) — две такие области; имеём 


В» (у) — В, (у,) =С-+О(Р`“"), 


28. (218 — 2.8 742$ (2/3 — 28\ ое 
О РР С О(р--®), 


о ео 


Но, как известно, при данном С’ число решений сравнения 
14° у== С’ (то4а) 
будет < (#. "+1 ) 4°°/. Поэтому находим 
с< (2 +145 Рачв. 
Следовательно (лемма 3), 


ГУ. х Е 
Хх 8" < (< +1) 1-х" 27 ‘р 


У1-— У0<у<У! 


(п) 


ух" 
Далее, выводим (лемма 2) 


ГО У Ир рр 
У!- Уо<у<У, У!- Уо<у<У! У!- Уо<у<У, 
9 (о У ов р Их 


У! Уо<у< У, 
п(п-| п(пт-| 1) 


< У" (10е Р)\,"Х" "(С о -) Хх ® о к 


50-У5, 15()Г< НН” Ух 
п(п-1) 


< У’Х' (10с Р)1, "((: ны у вх о "ВОИ РыьряЗ 


откуда, ввиду 
1 . 
т <-ыз-, УХ’ «РЕ, 
получаем 
я г, 1,5" 1,5т 1 1 в а (2-15 1 — "от 
5 (7) | <Рё (105 Р) (“нев ) а а, +-Р ) 


Теперь положим 


_ [108 сп (п + 1) 
ть 
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Тогда будем ‘иметь 
1 1 
ыы Га’ Е (2т-+58 о аЬ 
5 «РЕ ' (108 Р) т порве"НЫВ | р а 


Пусть сначала 4 > Р°”?°. Тогда, полагая с, =12,72, находим 


0,208 


52 
о Ат 
0,208 0,208 
г 7“ @;:5 0 @—50,5) Е 12, ов) > 
0,0832 с 
> а 0,45) (@ — 0,5%) 105 12,721) — 
0,0832 0,0832 


— 105 12,72п* -- (1 0,45) (1--4у) ^ 2105 п-&’ 
что и доказывает лемму в случае а >> Р°,*°. 
Пусть, теперь, а<Р‘,*5. Тогда, полагая с. = 12,72х *, находим 


0,94 
п ЕЕ 
$ «РЕ "Р т (102 Р)*°, 
0, 94х 0,375у2х 0,375у2х 


2 = 3 , 
(+0, (@ — о,б лови +1 +“) 102 Ра 


что и доказывает лемму в случае а< Р‘°,?. 
ЛЕММА 5. Пусть а,,..., а, — вещественные, $—одно из чисел 
М. --, 2 
ое, (ыд-Ь Р«а<ь <=Рм, 
=, |(=Ь Ч... Р°“°«М«Р, 
2М < М“ М, 9 = № е?® (2), 


М<Ее<м! 
0=412<Р 


4— положительное, взаимно простое с 4, а< Р°"*°, г — делитель числа 
о 
4, не превосходящий Р®, 1— целое число с условием 0 <1<Р“®, 


0,446 : 
а если 4> Р”", 
2 
ро = г Е ела 9 Ре 
108 Е й 
Гогда будем иметь 
© «5 ее: М р-ю. 


Доказательство. При м. имеем 


0,416у25 


4 
— 05-2 < 0,0015 < 0,00045, 55, < 0,004 - --, 


$ 
8 при < Р*”?° имеем 


бро 0375 5% < 0,00дузх < 0,00045,  зр, < 0,004». 
п 
105 т + & 
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Ноэтому 


а." | 0149 ао 
6, =: = 2 ат а. 2 
9 = Фо 72055 


(а, 4) =1, 


Пусть У = [Р°*”] и у пробегает целые числа интервала 0 < у<7. 
Очевидно, 


=7>.5 +07), 5,= М ен, 
у ЕЙ 
2=МЕ 2-ти (а 1—1, М"), 
КР (у) 


у —Ку=У "+... НУ, У,=У (у) = 


Положим 


ме 1 1 
у Земит, ве ее], 4>Ь 
д! 


и пусть 6$, А, в, г имеют значения, указанные в лемме 3. 
Если точка (&„,...,@,) принадлежит области (9,) п-мерного про- 
странства, ограниченной неравенствами 


ри. У 1057 р 


05. Роу КОБ В 
то имеем 


15,|=|5”|-+0(2Р-® ), [5.1 < |5’ [+ 2'Р-®. 
Умножая последнее неравенство почленно на 


т(п-1) 
7 2 Ра, ..- ва 


и распространяя интегрирование на область (8), получим 
д 
15Г< 7 2 г Ав 15° газ, 1 ба, 2 77р-" 
п(п- 1) 
|57<2 ? Ру У \ ее \ 15° 74а» --- да, + 2"Р-"®. 
у (Зу) 

Теперь оценим число С областей (9,), отвечающих различным 

значениям у, содержащих точки с координатами, отличающимися лишь 


целыми слагаемыми от координат некоторой заданной точки (аи, ..., а). 
Пусть (9,) и (8) — две такие области; имеем 


7, ,(У)—У, , (%)=С,.-+0(2“?Р-®), 


что может быть записано так: 
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СОМ) = ("1 (и—), 
Сов) = ("ыы ) и), 


о а ее оне © 9 № Че 5 ох 9 о © о с ее ев ео 


С.-1+0(2°Р-®) = (74) И (’а ув). 
Умножая эти равенства почленно на 

Е Е рые А-З 
после очевидных преобразований получим равенства 


- О Ь — 
С" р-®) = Вы-ь ("Ь ) вы (у— 


Ра а ЭФ вх ото ее > 


С +0(2""Р”) = Р, НО бы-1 (уф... 
- +В.-! и) 6. (У— у). 
Отсюда путем аналогичных преобразований получим равенства 


С, _з--О (7 “ЗР-®)=р,.. Е би ->(У— Уь), 


СО (ЕР) ра) вылет + --- 
+Ь,-1 (74) 6=(и—%) 
ит. д.; наконец, мы получим одно равенство 
ОО ("р") = Вы („*) 6 (у— о) 
Полагая здесь О. _1 .)=6ь при некотором с’ получим 


(С.5, (у 2 У.)) < бин Ре 
откуда легко найдем 


Соа 9 Чо) 1 
( = )<: Ея Вт, 758—1) * 


При $>2 или также и при ке но при 4, <Р“””", из последнего 
неравенства следует 
(ее )) <=. 


А так как при данном у, и при данном С, число решений сравнения 
у— ф% ==С” (шо4 4,) 
будет 
У 
< РЕ 1, 
Чо 
то в рассматриваемом случае имеем 


6«+1<1(=+т). 
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При .5 =2, но при 4, > Р*”"°, имеем 
(есь 4%) < Е ты В 8 


откуда легко найдем 
(6: < Р‘25 < ур в 3^°. 


Таким образом, во всех случаях имеем 
1 1 
С<У(-. Е рожь у 


Ввиду всего доказанного, находим 
1 1 


5 <2 —_ р"®(=- 4+ лыв ) \ *2; | 15° Газ я аа, + 2"Р-"®, 
0 0 


откуда, применяя лемму Я НХ 
(пт 1) 


О ео 
< Ир" вы (с пят ров ) + АУ 


5 < 7 (рае и (сын м ау ю. 


Пусть сначала 4 > Р*°?°. Тогда, полагая с, = 12,72, находим 
0,208 


1 
ера уро» <7Р тыр 
откуда, повторяя рассуждения конца доказательства леммы 4, полу- 


чим 


5-е. 7р-®! 


Пусть, теперь, 4 < Р°”?°. Тогда, полагая с, = 12,72ж*, находим 


1 
КУ < пт ор < 


— 0,94х 


хр 797. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть [— целое положительное число, 


5= Хемию, Гра... Нар, 
р<Р 
вещественные, и при некотором $5, 


равном одному 


причем а,,..., а, 
из чисел п,..., 2, имеем 
а 0 у 
Е. (а, 4) = 1: Р<а<ъ, = 22. 

Тогда, полагая 

__ 0,044у2 ав 

= 105 +2 ‚ если а > Р , 

0,372 
Е АжЬВ ‚если 92", 


3 2 
10° 4 
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о 
при соблюдении условия 1 <Р^® будем иметь 
И 
ре: 
Доказательство. Пусть р, и А, имеют те же значения, что 
и в лемме 4. 


Пусть Е — произведение всех простых чисел, не превосходящих 
Р°”*° и не делящих 4, пусть О пробегает положительные числа, взаимно 
простые с ЁР4, 4 пробегает делители числа Г, наконец, т пробегает 
положительные числа, взаимно простые с 4. Находим 


У е?т (0) — 2 р в (4) етИКат), (4) 
ОР ат<Р 


Пусль О; пробегает значения 0, имеющие ровно } простых сомно- 
жителей. Тогда левая часть равенства (4) представится в форме 


5, +5. О (Р***), С = 5 ет" 03), 5, = р е?®ИКОз). 
02=Р Оз3<Р 
Сначала оценим 5,. Очевидно, 


5:=55.+0(УРБ), 5, = ХУ ети, 
0101<Р 


где 0’ пробегает те же значения, что и 0О,. Находим 


5 = 23 2 ей КО191) - р. а ети(@191), 
91015Р 9191=Р _ 
9:<УР 9:<УР, 91>УР 
К обоим слагаемым суммы, стоящей справа, можно применить лемму 4 
(2 =41, 9(9) =1, 2Р°"*° < 0, <2*). Получим 
РА инс РА, 
Теперь оценим ©.. Очевидно, 


оо ХУ ечилоноя. 


3 
9192=Р 


К сумме 5» можно применить лемму 4, так как, ввиду 0, > ИР, здесь 
О, пробегает значения с условием 


р°?25 < 0, = Р°». 
Получим 


5; < РА,, 65, < РА.. 


Правую часть равенства (4) можно представить в виде И, —0,, 


(= ых ети Кат), [= я е?тиКат), 


ат<Р Ат<Р 


где 


‚ причем У’ распространяется на значения 4 с условием ь (а) =1, 
а 2 распространяется на значения 4 с условием \ (4) = —1. Мы огра- 
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ничимся, далее, оценкой лишь суммы И., так как сумма (И, оцени- 
вается аналогичным способом. 
Весь интервал 0 <«т<Р можно разбить на < 10Р интервалов 


вида 
М <т< М’, 2М«М’ < 4т. 


Часть 0,(М) суммы ПО,, отвечающая такому интервалу, представится 
в форме 
0, (М) = ях еж (ат). 


Аат<Р 
М<т<м! 
Сначала рассмотрим случай М < Р°”?®°. Согласно лемме 5, гл. 1Х 
моей книги (°), при произвольно малом с все делители 4 числа Е 
с условием в (4) =1 мы можем распределить среди 


105 105 Р 
< В = (105 Ру е) 


совокупностей, причем для каждой совокупности существует свое $ 
с условием, что принадлежащие этой совокупности значения 4 удовле- 
творяют неравенствам 

Ф = ао. 


Для некоторых совокупностей может оказаться © < Р**°-®М-!. Для 
каждой из оставшихся совокупностей существует свое целое положи- 
тельное В и две возрастающие последовательности целых положитель- 
ных чисел и и о такие, что все значения и лежат в интервале 


р°›25-с]-1 = д РМ 


причем все значения 4 рассматриваемой совокупности, взятые каждое 
В раз, получим, если из всех произведений ис выберем лишь те, кото- 
рые удовлетворяют условию (и, 5) =1. Пусть И’ — часть суммы И, (М), 
отвечающая выбранной совокупности. 
Пусть сначала 
Ре 

Тогда, очевидно, имеем 

иг 


(0, 25 


— с) (1-е) «РА 
` о° 


Пусть, далее, 
Ф Е ра М, 


Тогда И’ можно представить в форме 
0’ — > р > е?тИ/ (ти), 
т к Ф 


где суммирование распространяется на значения т, и, © с условиями 


М<т<М’, РМ <и< р М ', тиркР, (и0) 4. 
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Заставляя & пробегать делители числа Ё, имеем 
й У (ну г = ХХ Метикетио, 
1 т м %1 


где и, ие, пробегают частные от деления на Ё чисел и и о, кратных 2, 

и суммирование распространяется на область 
а м 

Но число %(у) решений неопределенного уравнения ти, =у не пре- 

восходит *(у); поэтому, %(у) удовлетворяет условиям леммы 4. 


Имеем 
те вые 5 $ (у) Ме?=и (ит, 
у 


° 


где суммирование распространяется на область 
р®,25-с;-—1 <у< рр Пуь, <Р. 
Поэтому, применяя лемму 4, легко найдем 
Пе РА 
вместе с тем получим 


< >, РАЙ"! «РА. 


2 


Следовательно, в случае М < Р‘’?°-° имеем 
0, (М) < ОРА.. 
Пусть, теперь, Р°’?5-° < М<_Р?5. Тогда (полагая т=у, а=х, 
#=1, 9(Уу)=1) мы можем применить лемму 4. Получим 
(М) < РА.. 
Пусть и М <Р”"°. Тогда для 4 достаточно брать лишь зна- 


чения с условием 
ух < а< р 


Поэтому (полагая 4=у, т=х, &=1, (у) =1) мы можем применить 


лемму 4. Получим 
О. (М) < РА, 


Пусть, наконец, М > р: тогда 


И, (М) = м» ев (ат) — р #5 (а, 2), 


апт<Р а га 
М<т<м! 
5 (4,2) = я ети (ай), 
41-<Р . 
МмМ<Ее< м’ 


причем = пробегает целые положительные числа. 
При ё < Р” к сумме 5 (4, #) можно применить лемму. 5. Получим 


5(а, #) < —— р-®. 
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При # > Р”, очевидно, имеем 
5(а. 0 <“ < МР". 
Следовательно, 
0, (М) < 2. МР" 108 Р+-т МР И < р! -°. 


Собирая все доказанное, получим 
ОБЕ РАОРАЩЕР Ау авы 

ЛЕММА 6. Пусть 0,5 <Р, <Р,<Р и в интервале Р, < +<Р, 
вещественная функция |(х) имеет непрерывные производные К"-2 (5), 
(2), "+? (2), причем |” (=) и 

$ (2) = =" (2) —(в— 1) Г" (а) 

сохраняют неизменные знаки, и при некотором |, удовлетворяющем 
условию 0 <}<1, и при 


ы. ге 
имеем 
с ие с Фе С6Р р ст. 
к (а), бер, [10 а) < 


Пусть, далее, & — целое положительное число, 1 — целое число с условием 
ОР” вц 
о э®ИДух) 
5 ме У У (у) РЯ е 
7) 5 
где у пробегает возрастающую последовательность целых поломситель- 
ных чисел с условием 
0,25-в ‚1 0,5 „—1 
р сура, (5) 
причем, независимо от того, как выбран интервал У—У’ <у<ТУ 
‚у0,9 ь 
длиною У’>У`”`, полностью лежащий в интервале (5), имеем 
' / ' 7 з 
Хх < юр, ХХ |< оЕР),. 
УИ и У-У/<у<Уу 


Пусть, наконец, х независимо от у пробегает возрастающую последо- 
вательность целых поломсительных чисел и пусть суммирование рас- 
пространяется лишь на точки (т, у) области 

Р-Р 
Гогда будем иметь 
0,046у2 
Лоев 2 ° 


К == 


Доказательство. Пусть ®, БВ, Й, с, г имеют значения, указан- 
ные в лемме 3, и пусть р, =1,’. В случае ё > Р" лемма очевидна; по- 


этому рассмотрим лишь случай {<Р“. Интервал (5) мы разобъем на 
< 10=Р интервалов вида 


уу У, Оо | (6) 
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Часть суммы 5, отвечающую интервалу (6), обозначим символом 5 (У). 
Полагая 


Н =[Р"], У, =(1—6)УН-, 


интервал (6) мы разобъем на Н интервалов вида 


и У.,. (7) 
Полагая 
Р. №2 
Х, — та ‚ я гу. , 


мы можем часть 5” суммы 5(У), отвечающую интервалу (7), пред- 
ставить в форме 


5"= ХУ 405%, 5= МХ етимю 0 (х,Р-®), 


1— Уо < у<У! Х! <х<х. 


о имеем 


т Ех. < сарая а, = -Х, Е 
ре 
Интервал Х, < х< Х, мы разобьем, далее, на Р *-1 ивтервалов 
вида 
НБ 
и И ЗИ я 
Пусть , 


У — р е?т1 2/1? их) 
Ее 


Полагая х-=5’--и, получим 


= ре (Рух’- ум), 


ц 


(уз 4 уп) = Фу (а)-+0(Р-°*'6), Ф, (в) Ви" +... Ва В, 
В (уу. 


Пусть, теперь, 
Ф (и) = али” а, ИЕ о е2тАФ (и), 


“4 


Если точка (и, ;;:.,@,) принадлежит области (®,) п-мерного 
пространства, заданной неравенствами 


В, — 0,57 `"Р-" <а,<В + 0,50`"Р-й; 
ОО о ОБР 8 


то имеем 


15у|=|5””1-- О (ИР”"), 159 < |5” ук ое ре", 
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— 


Умножая последнее неравенство почленно на 
п (п-+1) 
ИР" ао, Вах, 


и интегрируя по области (8,), получим 
п (п+1) 
В м е?мв(и) 
(8) и 
Теперь оценим число С областей (9,), отвечающих различным у, 
содержащих точки, координаты которых могут отличаться лишь целыми 
слагаемыми от координат некоторой заданной точки. Пусть (9) и 
(2 .)— две такие области. Имеем 


Виа (У) — Вы 1 (№) = С.--О0(И`""Р-®). 


При этом, если у и у--1 лежат в интервале (7), то имеем 


"аа - - : аа, + 0"Р"®. 


1 12’ у;?(т-1) п— 2 
Ви — В (у Ри, у<у<у+1. 
Поэтому 
А 


с. [ 

= Ви (У-+1) —В,, (<, В-рзи-0 у", 
откуда также следует, что разность между наибольшими и наимень- 
шими значениями В„_, (У) в. интервале (7) будет 


— а! 2) -0,5 (п+1)- 
< ИН <УН р (п уп ?р 5 (п+1)-/ 


пр 
В р -*. 


Кромё того, находим 
п"! Р-вв < у -й+1 р. 05657 0,5 (п+1)+/-1 :? "-у-(п-2) <4. 


Поэтому имеем С < Р"" и, следовательно, 
п (п+1) й Й 
У Ак я Зло оо ое Фо, ЕТ РАТЬ 
д 


а ЕР 0 


откуда, применяя лемму 3, выводим 


п(п-+1) 
У 


тс 
ли | р 2п ть 
ев ВВ ЗУ ТРЕ". 
< 1 


Далее, находим 
р $95. < У. (1052) У 5 


Убе У! -Уо<у< У: 


Г. г ы п (п+1) р 
| У +395 < бовре ОТ о ре" 4. у дтртт, 
У! -Уо<у<У! 


п (п 1) и 5. 
У < УЛ ОовР) "И Г ПАРУ брате 


У: -бо<у< У, 
п (п+1!) а Й 


5' < У,Х, (0ЕР) (0 * Ру, р-т)", 
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п (п-+1) 4 


И, ПОР ДН рН р < 


С 1,5 \п (п-+1) И 4 Й 
<Рё: (105 ру (р(°-25+ + уе ть р 
п (®-1) 1 
0,417 с—0,2477 — 
ок рачв 2 ь +Р—")*, 
Полагая 
_ 4 105 12,72п (п-+ 1) 
&-| — 105 (1— у) +1], 
отсюда получим 
ь 0,23 


5 <рё* о о - < ри" О 


Повторяя рассуждения конца доказательства леммы 4, мы убедимся 
в справедливости нашей леммы. 


ЛЕММА 7. Пусть 0,5 РхР,<Р, <Риав интервале Р, < т-Р, 
вещественная функция }(х) имеет непрерывные производные |7" (1), 
Г” (2), [" +? (2), причем {"(=) и 

9 (2) =2/" (1) —(п—1) "(2 
сохраняют неизменные знаки, и при некотором |, удовлетворяющем 
условию 0<]<1, и при 


ал 
Мы ра 
имеем 
СЕР СР +1 [7 
(а), ке, а) «ь. 


Пусть, далее, 
Р°'5 < М<рР, 2М<«М’< М, 


= №, е?т 1 (42) , 


МмМ< 23 М’ 
Ра Рь 


4— целое положительное число, не превостодлщее Р®*°, 


0,0952 
— 101-22 ' 


1— целое число с условием 9<1<Р’. Тогда будем иметь 
ба ИР. 
Доказательство. Пусть К, 6, Й, в, г имеют значения, указан - 
ные в лемме 3. Пусть 


и 


: Яр: У 
2 = шах (М, =), 2 = ша ( М’, =), у = [25] 
и у пробегает числа 1,..., У. Очевидно, 
5=-- \ 5 +0(1), о», е?т И (ау+аг) , 
у де ви. 


® Известия АН, серия математическая, № 3 
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Но интервал й< <’ можно разбить на 


интервалов длиною < ПИ, где 
—0, 
И =7Р вы 
Пусть 2, «2<2,— один из таких интервалов. Тогда, полагая . 


97 № > е?т 1 (4 (у+21)+4м), 
уч 


имеем 
[(4(у+ 2.) 41) =Ф, (и) +0 щи”) = Ф, (и) + О (Р-="*°), 


11? (а а 
Ф, (и) = Ви" 4... Ва В», в, В, (у) = "а 
и вместе с тем 
= 5"+ 0 (ТИР), 5"= У У ем. 
` ‘у щ 
Положим 
Ф (и) =вли-... + ви. ° 

Если точка (а, ...,а,) принадлежит области (9,) п-мерного про- 

отранства, заданной неравенствами 


В, —0,50 "РЕ << Ч0,50-“Р”", 
Ив беееВььО, 50-1 р-е, 
то имеем 


| > е?тАФу(и)\ | < в е2т1Ф (и) А ОА 
% \ 


Умножая это неравенство почленно на 
п (п-+1) 


ивы в р - аа, 
и интегрируя по области (9,), получим 


п (п+1) 
| сене" к * р" Г | У ем (0 
я (в) 


Теперь оценим число С областей (9,), отвечающих различным у, 
содержащих точки, координаты которых отличаются лишь целыми 
слагаемыми от координат некоторой заданной ‘точки. Пусть 
(9) и (8,,)—две такие области. Имеем 


Ва (У) Вы (%) = С. +0 (0`—"*"Р”®). 
При этом, если у и у-+-1 лежат в интервале 0 < у<У, то имеем 


17) (а (у, 21)) 4" 
Ва (У) — Вбид= СНЫЙ, уху <у4. 


"дал + -- да, + 0"Р-"*, 
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Поэтому 
< Вы (+1) — В, ()1<°", В», 


откуда также следует, что разность между наибольшим и наименьшим 
значениями },„_, (у) в интервале 0 < у<У будет 


17а? р9,5+0,25% 
<< < лжену ©. 


Кроме того, находим 
п” р-"В < Ио роща 5-е роже аа < 2р-9». 


Поэтому имеем С < 7Р-1° и, следовательно 
У , 


ъ | 2 е? т Фу(и) и < 
учи 
п(п-+1) 


з 1 
< 2? р""йр-‘,5- \ с (| У е?тй® (и) ет 
о о вц 


. да, 4 УП"Р!”", 


откуда (лемма 3) выводим 
У | — е?ёФу(и) |" 
у и 


п(т--1) , а й 
РКИ ричьрет), 

и. "— {) ” Е 
|157 < УОЦО ЧР ь р" г. 


(1) с ” „ 
<0’0 ? р”? 05 уй’Р-" 4 


Полагая 
— [ 108 12,72. (п +1) 
а] 
будем иметь 
0,45 


Е №", бер". 

ТЕОРЕМА 2. Пусть 0,5 РхР, <Р,<Р ив интервале Р, < х<Р, 
вещественная функция }(т) имеет непрерывные производные }"-!) (т), 
К) (2), [1 (2), причем (4) и 

$ (2) = 2[ "2 (2) — (п— 1) "1 (2) 
гохраняют неизменные знаки, и при некотором |}, удовлетворяющем 
условию 0<]<1, и при 


в 
+ 
а 
имеем 
2 св Р С 
«ока, бек, ое 
а наконец, 
. 9,0452 
Е 2жИКр) ие Е 
- У о С 108-22’ 
Р1<р<Р» 
где [— целое число с условием 0 <1<Р“. Тогда будем пметь 
Я = 
15| <«Р*. 


2* 
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Доказательство. Пусть р’и р” сохраняют значения, указан- 
ные в леммах 6 и 7. Пусть Е— произведение всех простых чисел, 
не превосходящих Р“°?°, пусть © пробегает положительные числа, 
взаимно простые с Ё, 4 пробегает делители числа Ё, наконец, т про- 


бегает положительные целые числа. 
Находим 


о ет (0) — р в (4) е?*Икат). (3) 
Р1<0<Р»2 Р1<ат<Р» 


Пусть О; пробегает значения О, имеющие ровно ] простых сомно- 
жителей. Тогда левая часть равенства (8) представится в форме 


В и ет (02), 5, = и е®ИОз). 
Р1<02ЗР» Р1<ОзЗР» 
Сначала оценим 5,. Рассуждая подобно тому, как при доказательстве 
теоремы 1, получим 


а - 
5. =55, +О(УР), 


5' = я ей (0101) У» эт! (010). 


Р:<01:01<Рз Р1<010'<Рз 
0,<УР 0:<УР, 01>УР 


К обоим слагаемым 5,» можно применить лемму 6 (Р*°`*° < 0, < Р°°). 
Получим 

уве. 
Далее, оценим 5,. Очевидно, 

И ” : 
б.у 5, + О (Роб ыы > 60109. 
Р1<0102<Р»з 

Применяя к сумме 5. лемму 6 (Р*”*° < 0, < Р°з), получим 

ООВ. 


Правую часть равенства (8) можно представить в форме И. —0(,, 


и р и 
(= № У езтикат), [= > № езтидат), 


Рахат Р» Р:<ат<Ро 


где 


ЗИ < 

причем У’ распространяется на значения 4 с условием в (4) =1, а У" 
распространяется на значения 4 с условием р (4)= —1. Мы ограни- 
чимся далее оценкой лишь суммы И., так как сумма (, оценивается 
аналогичным способом. 

Весь интервал 0 < т<Р можно разбить на <10°Р интервалов 
вида 

М <п<М'’, З2М<М'’<4М. 

Часть О. (М) суммы Иь, отвечающая такому интервалу, представится 
в форме 


(М) = Я ети Кат). 


Р:<ат<Р. 
М<т<м'’ 
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Сначала рассмотрим случай М = Р°`*5‹. Подобно тому как и при 
доказательстве теоремы 1, мы все делители 4 числа Ё с условием 


р (4) =1 распределяем среди 
10# 105 Р 


< Р= (10 Р)ю=а+е) 


совокупностей, причем для каждой совокупности существует свое ф 
с условием, что принадлежащие этой совокупности значения 4 удо- 


влетворяют неравенствами 
Ф < ао. 


Для некоторых совокупностей может оказаться фр 2 М-*. Для 
каждой из оставшихся совокупностей существует свое целое положи- 
тельное В и две возрастающие последовательности целых положитель- 
ных чисел и и о такие, что все значения и лежат в интервале 


р*?5-—-* = и = Ро 


причем все значения 4 рассматриваемой совокупности, взятые каж- 
дос В раз, получим, если из всех произведений ио выберем лишь те, 
которые удовлетворяют условию (и, 5) =1. Пусть О’ — часть суммы 
(7. (М), отвечающая выбранной совокупности. 


Пусть сначала 
[49] < Р**25—М- 


Тогда, очевидно, имеем 
ре рвз-оа-о < ва’. 
Пусть, далее, 
Ф> ро, 25-1. 


Тогда И’ можно представить в форме 
ПИ — 3 У ря ет (тит), 
тиуэ 


где суммирование распространяется на значения т, и, ® с условиями 
М <т<М', Р*-М-: <и<Р%»М-:, Р,< тиэ<Р,, (и,5)=1. 
Заставляя & пробегать делители числа Ё, имеем 
ИЕ я в(00,, И = Я о > ет тилт1), 
1 т ил 1 
где и, ии, пробегают частные от деления на # чисел и и о, крат- 
ных 2, и суммирование распространяется на область 
Ио а Ри РГР, 


Но число Ф(у) решений неопределенного уравнения ти, =у9 не пре- 
восходит (у); поэтому ®(у) удовлетворяет условиям леммы 6. Имеем 


= Ху У тео, 
у 1 


где суммирование распространяется на область 
р®’?5-< 1 < у < Ре. Р, = ус, <Р,. 
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Поэтому, применяя лемму 6, легко найдем 
Е о 
Следовательно, в случае М < Р°”?5-‘ имеем 
И, (М) < БР! ". 
Пусть, теперь, Р°”5-° < М < Р°,°. Тогда (полагая М =у, 4=2), при- 
меняя лемму 6, получим 
П, (М) <Р!”". 
Пусть Р°° < М<Р*"5. Тогда для 4 достаточно брать лишь зна- 


чения с условием 
Ро’25 < а < Р°»5. 


Поэтому (полагая 4=у, М =<2), применяя лемму 6, получим 
И. (М) <Р!". 
Пусть, наконец, М >> Р°”"5; тогда 
0. (М)= » 5(а), -5(а)= 3» еткат, 
а<РМ-! М”<т< М" 
М" = шах (М, т), М’ ша (М',"). 

Применяя лемму 7, получим 

5 (а) < МР", И,(М)<Р!". 
Собирая все доказанное, получим 

Г, < ОР!" 102 р<Р!`*. 

ЛЕММА 8. Пусть0 <8<0,25и Аи В — вещественные числа с усло- 
вием «В ^А<1—24. Тогда существует периодическая функция $ (2) 
с периодом 1 ис условиями 

ф (2) =1, если А«з<В(што41), 
0<5(2)<1, если А <:<А(то41) 
или В<з<В-6(то41}, 
ф(2) =0, если В+ << А—8-+1 (шоа1), 


ф(2) =(В— А+ 5) + р (а; с0з 2=12 +- 9 защ 2=[2), (9) 
1=1 


где 
1 


6’ 
4 1 А 
@ «у», Ы «у, есми (>. 


4 4 
а «-, ы<-, если [= 


Доказательство. См. доказательство теоремы гл. УПТ моей 
книги (*). 


ТЕОРЕМА 3. Пусть }(р)=оа„р"-...- ар, причем ар, ..., а — 
вещественные, и при некотором $., равном одному из чисел $з=п,...,2, 
имеем 


0 
аееИ, (а феь, О<акь с. 


ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ СУММЫ С ПРОСТЫМИ ЧИСЛАМИ 2&7 


Пусть, далее, 


0,042 ›25 
р’ = ео › @6МИ я а 
р 0,362 ‚ 
р =, если 4<Р”*, д=Р>». 
105 +1 


Тогда при любом 1, удовлетворяющем условию 0<1<1, число ТР 
дробей ряда {}(р)}, р<Р,с условием 0<{{(Р)} <1, выражается фор- 
мулой 

Т=у"(Р)+О0(Р!"). 


Доказательство. Пусть р имеет то же значение, что и втео- 
реме 1, и пусть 8=Р`'.. Достаточно рассмотреть случай 8<0,25. 
Из (9) следует 

У +0 (р) ==(Р)(В-А+8) + У (6,51 6151, 
р<Р 1=1 
где буи 5, определяются равенством 
ру е® ПКР) = 5, -- #51. 


. р<Р 
Поэтому (теорема 1) 


2 (а,51 Е 6,51) < 


1-2 о 
< рн Е + р м «р: 108 РхР! в 
= < 
У +((2))==(Р Я ®)- (10) 
р<Р 


Обозначим символом Т(А; В) число значений }(р) с условием 
А< ЕР) < В (шоа1). Тогда равенство (10) можно привести к виду 
0,7 (А— 8; 4)+Т(А; В) 0,Т (В; В+ 8) =«(Р)(В-А)+0(Р!"), 
откуда; ввиду очевидных неравенств 
Р(А-4А)<Р!“”, Р(ВВ ХР", 
получаемых. из (10) заменой А и В сначала на А—6 и А, затем на В 
и В- 0, найдем 
Р(А; В) =«к(Р)(В- А) +0 (Р!“"). 
Отсюда выводим 
т=1(0; 0,51) + Г (0,51; 1) = 7^(Р)-+О(Р!”"). 

ТЕОРЕМА 4. Пусть 0,5 <Р, <Р, <Р и в интервале Р, < х<Р, 
вещественная функция }(1) имеет непрерывные производные ]}“-1(т), 
1") (2), 1 (2), причем (2) и 

$ (2) = 2] (2) — (п— 1) 1" ®) (2) 
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сохраняют неизменные знаки а при некотором }, удовлетворяющем 


условию 09<}<1, и при 
п--1 


д р." 
имеем 
с С.Р. С.Р. с 
< | (2) 59, < (|<, |1 (2) |< д 
Пусть, наконец, 
‚ _ 0,0445 


р — 10&п-2 * 


Гогда при любом 1, удовлетворяющем условию 0<1<\1, число Т 
дробей ряда {]}(р)}, Р, < р<Ь,, с условием 9<{{(р)} < 1, выражается 
формулой 

=1(=(Р.)— «(Р.))+0(Р"”"). 


Доказательство. Пусть р имеет то же значение, что и в тео- 


реме 2, и пусть &=Р`?. Достаточно рассмотреть случай 5 < 0,25. Из (9) 
следует 


УХ 3) =((Р,)- =(Р,)) (ВРАЧ У (а + 657, 
Р1<р<Ро 1=1 


где 51 и 651 определяются равенством 


У отр би. 
Ра<рзРа 
Поэтому (теорема 2) 


й п РР . р = 
У, (451-651) < р м У в + 
1=1 0<1<51 5-1<1<85* 
=? ря 
+ м г <Р' 108 Р «Р 
1>5-2 
Отсюда, рассуждая так же, как и при доказательстве теоремы 3, 
получим 


п (Р,) —*(Р,))- О (Р'-"). 
Поступило 
45.1.1948 
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РЕГУЛЯРНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
И ОБЩАЯ ЗАДАЧА ЧЕБЫШЕВА 


Основной результат известной работы Чебышева «Об одном арифме- 
ническом вопросе» (1) распространяется на систему любого числа уравне- 
мий с любым числом неизвестных. 


1. История вопроса и постановка задачи 


В своей знаменитой работе «Об одном арифметическом вопросе»(*) 
Чебышев поставил и в основном решил задачу, которая может рас- 
сматриваться как первая простейшая задача теории неоднородных 
линейных диофантовых приближений. Речь идет о приближенном 
решении в целых числах х, у уравнения 


05 —у—а=0, (1) 


где 6 и < — данные вещественные числа. В однородном случае (т. е. при 
& =0) уже давно было известно, что существуют, каково бы ни было 0, 
сколь угодно большие по абсолютному значению целые числа т, у, 
удовлетворяющие неравенству 


Л 


Важнейший результат Чебышева состоял в том, что этот основной 
закон приближевного решения однородного уравнения 05 —у=0 при 
любом иррациональном 0 и любом вещественном & имеет место 
и для неоднородного уравнения (1): существуют сколь угодно боль- 
шие по абсолютному значению целые числа т, у, удовлетворяющие 
неравенству 


с 
[02 —у-а| < 15, 


где с>0О— абсолютная постоянная. ‘Требование иррациональности 
числа 0 при этом не только достаточно, но и необходимо: при любом 
рациональном @ число х может быть выбрано так, что только что 
высказанное утверждение становится неверным. 

С другой стороны, давно известно, что тот закон приближенного 
решения однородных уравнений, о котором говорилось выше, может 
быть распространен (с соответствующими изменениями в формули- 
ровке) и на уравнения с любым числом неизвестных. Именно, каковы 
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бы ни были вещественные числа 0,, 0,, ...,0и„, существует система 
целых чисел х,, 1,, ..., Ти, У, удовлетворяющих неравенству 


1 
| 9.2 92-9, — | <т, 


где г= шах {| 2, |, |5.|, ...,[7т|} Может быть выбрано сколь угодно 
большим. Более того, закон этот сохраняет силу и для систем одно- 
родных уравнений. Каковы бы ни были тп вещественных чисел 
6,; (1 << т, 1<]<п), существуют целые числа 2, (1<#<т), 
у; (1<]<п), удовлетворяющие неравенствам 


т 
| У вин-у1< = <<”), 
2=1 х” 
где х= шах { |5, |, |2.|, ...,|7ш|} может быть выбрано сколь ‚угодно 
большим. 

Это делает естественным предположение, что и в случае уравне- 
ний с большим числом неизвестных, и в случае систем уравнений 
неоднородная задача допускает, вообще говоря, решение, аналогичное 
найденному Чебышевым для случая т=4. 

В случае одного уравнения 


р 9:5; —у—а=0 
1 


это означало бы, что при любом вещественном &х существуют целые 


числа т,, 5,, ..., т, У, удовлетворяющие неравенству 
т 
№ би: —у—а| < 5, (2) 
2=1 
где с>0 постоянно, а х-=шах{|1,|, |т.|,...,|7и|} может быть 


выбрано сколь угодно большим. 
В случае сист^мы 


т 
У ини-фу—а;=0 (1<]<п) 
=1 
мы можем ожидать, что при любых вещественных &,, а,, ..., а), суще- 


ствуют целые числа 1;(1<#<т), у;(1<] <п), удовлетворяющие нера- 
венствам 


т 
с 


№ бу — уфа; <-ы (1<]<п), 
1=4 бо \= 
где с >0 постоянно, а 5 имеет прежнее значение и снова может быть 
предположено сколь угодно большим. 
Однако, высказывая такую гипотезу, мы не должны забывать, что 
в случае, изученном Чебышевым, доказанная им закономерность имела 
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место не всегда, а лишь при иррациональных 6. Тем более можно 
ожидать, что в обобщенных задачах ‘будут исключительные случаи. 
Поэтому мы естественно должны ставить вопрос так: каковы свойства 
коэффициентов 0; (соответственно 9;;), необходимые и достаточные для 
того, чтобы гипотетически высказанные нами закономерности имели 
место при любом & (соответственно любых а)? 


В случае т=п=1 рациональность числа 6 означает, что уравне- 
ние 65—у=0 допускает точное решение в целых числах, причем 


х > 0. По аналогии можно было бы ожидать, что в случае одного 
уравнения вида 


9х, 0х, ... +07 —у=0 


исключительным окажется лишь тот случай, когда это уравнение может 
быть точно решено в целых х, у, причем х= тах {| 1. |,.../| 5. |} > 0, 
т. е., когда числа 0,,0,,..., 0, между собою линейно зависимы; 
легко убедиться, что в этом случае при подходяще выбранном 
х закономерность, выражаемая неравенством (2), дейслвительно не 
может иметь места. Оказалось, однако, что одной только линейной 
независимости чисел 0, (1<:< т) недостаточно для наличия такой 
закономерности при любом а; напротив, если т_> 1, то всегда суще- 
ствуют такие т линейно независимых чисел 0; и такое вещественное 
число и, для которых неравенство (2), как бы велика ни была постоян- 
ная с, не имеет более конечного числа целочисленных решений. 

Таким образом, при т_›> 1 множество систем чисел (0,,6,, ..., 0)» 
не подчиняющихся открытой Чебышевым для случая т=1 законо- 
мерности, охватывает, кроме всех линейно зависимых систем, еще 
и целый класс систем, линейно независимых. 

Условимся для краткости называть систему вещественных чисел 
9,,0,, ..., 0, системой Чебышева, если при любом вещественном 
& и достаточно большом с неравенство (2) допускает целочисленные 
решения со сколь угодно большим х. Линейная независимость систе- 
мы 0, является, как мы видели, необходимым, но при т > 1 не до- 
статочным Условием того, чтобы эта система была системой Чебышева. 
Для установления необходимого и достаточного критерия нам нужно 
ввести одно новое понятие. 


Известно, что, каковы бы ни были числа 0,,..., 0 и каково бы 
ни было #>1, найдутся целые числа 1, ..., т, У, удовлетворяющие 
неравенствам 


4 РЕ 
| 0,2, | --- + вт У| <, О<;<:*=. 


Вели этот «нормальный» закон приближения формы 


т 
Ев У, 0;5:— у 


1=1 
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к нулю может быть усилен, т. е. если при любом =>0 и любом 
цостаточно большом # могут быть разрешены в целых 1; У неравен- 


ства 
А Е 
12| око, 


то мы назовем систему чисел 0, (и форму Г) сингулярной. Син- 
гулярные формы, таким образом, аппроксимируются к нулю лучше, 
чем по «нормальному» закону. Если числа 0; линейно зависимы, то 
форма Г. может в точности равнялься нулю (при х_> 0), и тривиаль- 
ным образом сингулярна. Сингулярность системы чисел можно поэтому 
рассматривать как некое расширение понятия линейной зависимости. 
Известно, что при т=1 эти два понятия совпадают (сингулярны 
только рациональные числа); при всяком т >> 1, напротив, существуют 
сингулярные системы линейно независимых 0;, так что обобщение 
является существенным. Интересно, что при любом т точки простран- 
ства т измерений, координаты которых являются сингулярными 
системами чисел, образуют множество лебеговой меры нуль, чем, 
в частности, и оправдывается наименование таких систем сингуляр- 
ными. 

Всякую не сингулярную систему чисел 0; (и форму Г.) мы будем 
называть регулярной. Около десяти лет назад мне удалось 
доказать следующую теорему, которая полностью решает задачу 
Чебышева для одного уравнения: для того чтобы система чисел 
0,,0,, ..., 0» (или форма Г.) была системой (формой) Чебышева, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы она была регулярной (*). Нужно, таким 
образом, чтобы форма Г. не только не могла точно обратиться в нуль, 
но не могла бы и приближаться к нулю по закону более сильному, 
чем «нормальный». 


После того как случай одного уравнения получил, таким образом, 
полное решение, естественно встал вопрос о распространении полу- 
ченного результата на произвольную систему линейных уравнений. 
Формулировку искомого критерия легко было предугадать, однако 
доказательства долго не удавалось провести, так как существовавшие 
в то время методы были для этого слишком сложны. Лишь в послед- 
ние годы, после изобретения Морделлом замечательного метода «доба- 
вочной переменной», позволяющего свести в принципе любую неодно- 
родную задачу к однородной, это доказательство оказалось доступным. 

Настоящая работа и ставит себе целью полное проведение этого дока- 
зательства, которое, кроме метода Морделла, пользуется только соот- 
ветственным образом обобщенными приемами, найденными мною еще 
в 1937 г. при решении задачи для одного уравнения. В настоящее 
время задача Чебышева может, таким образом, считаться решенной 
в самом общем случае. 


РЕГУЛЯРНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 253 


Пусть дана система ти вещественных чисел 9;; (1 <#<т, 1 <1<п). 
Положим 


= 1, (2, У) == У 9;1.—у; (1<]<п), х=шах |х,|. 


1=1 


Будем называть систему чисел 0;; (или систему форм Г.,, или систему 
уравнений Г,=0) системой Чебышева, если, каковы бы ни были 
вещественные числа а;(1<]< п), существует такая положительная 
постоянная Г, что система неравенств 


имеет целочисленные решения х;, У; с как угодно большим х. 
Известно, что, каковы бы ни были числа 0;; и каково бы ни было 


1—1, неравенства 


А 


[< (1<]<п), << 


закон). 


всегда имеют целочисленные решения х,, у; («нормальный» 
Если при любом => 0 и любом достаточно большом # могут быть 


решены в целых числах неравенства 
4 . ыы 
12 <т (<]<пт), 0<а<ым, 


то мы назовем систему чисел 6;; (или систему форм Г,, или систему 
уравнений Г, =0) сингулярной. Мы видим, таким образом, что 
понятие сингулярности естественно и однозначно распространяется 
с одного уравнения на любую систему линейных уравнений. Интересно 
заметить, что, напротив, понятие линейной зависимости чисел 
9,, 0,,...,0, трудно было бы однозначным образом распростравить 
на систему 0,;;. 

Всякую не сингулярную систему мы будем называть регуляр- 
ной. Основной результат настоящей работы состоит в том, что 

регулярность системы чисел 0;; (или системы форм Г;, или системы 
уравнений Г, =0) является необходимым и достаточным условием для 
Того, чтобы эта система была системой Чебышева. 


2. Доказательство основной теоремы 


1. Доказательство достаточности ‘условия очень легко 
проводится методом Морделла. Допустим, что система форм Г; регу- 
лярна, т. е. существует такая постоянная { > 0, что система неравенств 


ъ 
т 


<< (1</<п), 0<2<и (3) 
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для отдельных, сколь угодно больших значений  неразрешима 


в целых х,, у;. Положим [1[у"]-=е и рассмотрим систему неравенств 


ъ 
[5—1 в] < (<<), |<” (<: <т), | 
ы (4) 
8|<т”", У 2+и>0, | 
== ) 
тдеа,, &., ..-, а, — произвольные вещественные числа, и— новая цело- 


численная переменная и имеет одно из значений, для которых нера- 
венства (3) неразрешимы в целых числах. 


Система т+пв- 1 однородных форм 
Г—Ч а (1<1<п), м (41<:<т), в 


в *+1-+4 переменных 2;(1 <#<т), у;(1<]<п), и имеет определи- 
тель 1, вследствие чего неравенства (4) при любом #> 0 разрешимы, 
по известной теореме Минковского о линейных формах, в целых 
т. у. и. При этом и = 0, так как при и=0 система (4) равносильна 
системе (3), которая, по нашему допущению, не имеет целочисленных 
решений. Очевидно, можно допустить, что и > 0, так как в против- 
ном случае мы просло изменили бы знаки всех переменных на обратные. 
Так как 
О<и<["] =, 
то = = есть целое положительное число. При этом мы имеем 
[АР (жь у) фа |< ® (1<1<п), 


Аз, |< №" (4<Е<т). 


( 
Полагая Ал;=х: (1<:<т), Ву; =у (1<]<п), мы поэтому находим 


в 


| ? ь ь 
11; (=, у) —а1< © (1<]<п), |2|<1е!”" (41<<т). 


Так как ё при этом может принимать сколь угодно большие значения, 


то отсюда легко следует, что система форм Г; есть система Чебышева. 
2. Доказательство необходимости значительно более 


сложно; мы должны предпослать ему две леммы. 
ЛЕММА 1. Пусть р,, рь, ---, Ва, - 


ность положительных чисел, 


.. — неубывающая последователь- 
9, —> < (п—> <); пусть а> 1—мюбое 
натуральное число. Тогда существует такая последова тельность нату- 
ральных чисел п, «п, <... <пП < ..., что 


4°. от кт > @Вь,- 
р» ВЕ а, ---} 
2°. Если рьь < 2, «ЗРль,1» ТО рть.: < а, } 


Доказательство. Условимся называть число р, «нормальным», 
если р,., ^ а2,, и будем различать два случая. 
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А. Число нормальных фр, конечно. Возьмем п, столь 
большим, чтобы среди чисел ри: (1>0) уже не было нормальных.. 
В качестве ри,., (> 1) выберем первое число данной послецователь- 
ности, превосходящее ар»,. Требование 41°, очевидно, выполнено. Далее, 
с одной стороны, по определению р», мы имеем рыл «арт», 
а с другой стороны, рпх,, < арп»,:-1, Так как иначе ри,,,-1 было бы нор- 
мальным; поэтому рп,,, < а4’ри,, и, следовательно, риз,, < ар, при 
рп» < р.. Таким образом, требование 2 также выполнено. 

В. Число нормальных р, бесконечно. В этом случае мы 
прежде всего включаем в число чисел р», все нормальные р„. Пусть 
ни в (< рм)— два соседних нормальных члена последовательно- 
сти р„. Пусть, далее, Р, — Последний член ряда р,, меньший чем 


А А 1 
«8 в силу нормальности р, мы имеем р; <-. р: <--р, — вследотвие 


чего р,>р;; мы включаем в число чисел р», член р, но не включаем 
ни одного из членов, лежащих между ры и р. Если еще р, >р, то 


ы 1 
пусть ри, — последний член ряда р„, меньший чем -_ ри; снова мы убеж- 


даемся, что ри, > р, включаем в число чисел р», член ра,, но не вклю- 
чаем ни одного из членов, лежащих между р, и ры; этот процесс мы 
продолжаем до тех пор, покуда не получим р,=р, что, очевидно, 
должно наступить после конечного числа шагов. Проделав только что 
описанную операцию для всех пар соседних нормальных членов 
ряда р„, мы тем самым, очевидно, однозначно определим весь ряд ри; 
покажем теперь, что этот ряд обладает обоими требуемыми свойствами. 


> 1 
Прежде всего, в силу нашей конструкции, всегда р», < _рп».а, Так 
что требование 1° выполнено. Далее, так как в силу нашей конструк- 
А 
ции р»; всегда есть последнее число ряда р„, меньшее чем -„ роььа» ТС 


при рп, < р, <р,.: мы имеем (т,,, < ар, < а*р,, так что выполнено и 
требование 25. Этим лемма 1 доказана. 

Вернемся теперь к нашим формам Ги будем рассматривать наряду 
с ними «транспонированную» систему форм 


М; = М; (®,, о) = У, 0; 4; — 5; (1<#<т). 
{= 


ЛЕММА 2. Если система форм Г; есть система Чебышева, то 
транспонированная система форм М; регулярна. 

Доказательство. Допустим, что система М; сингулярна, 
и покажем, что в этом случае система Г; не может быть системой 
Чебышева. 

Обозначим через р=р (^) наименьшее положительное значение 


п 
величины Уз и", при котором 
И 


ЕЕ 


4 я 
| М. (и, 5;)| << (<:<мт); 
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р (2.) есть неубывающая функция от ^, и, в силу предположенной син- 


гулярности системы М, 
т 


р(^)=о(^") (\—). (5) 
Пусть 
раз Ра с-ь» Рин (6) 


—значения этой функции, расположенные в порядке возрастания. 
В силу леммы 1, мы можем * выбрать из последовательности (6) 


подпоследовательность 
Вяз» био» --*› бмк--- о» (7) 


обладающую свойствами 1°и 2°; при этом а— натуральное число > 1, 
которое мы можем еще выбрать по нашему желанию. 


у 
к 
Каждое р„,=р(^) есть число вида у и ”, причем целые чис- 
72 


4 с 
ла и) 5” удовлетворяют неравенствам | М; (и, 5) < 1<:=т) 


й 


или 


п 
Й 
| виш 56| < (1<#<ю). 


Рассмотрим теперь, выбрав определенное значение Ё и соответ- 
к . г 
ствующих ему целых чисел и бы ] < п), семейство параллельных 
гиперплоскостей 


К К) с К) = 
и и Е, + ГУ ЕЕ, 2® =0 (8) 


в пространстве п измерений с декартовыми координатами &,, 6,, ..., Ё; 
при этом числа 2 (1< < п), как уже сказано, фиксированы, а 2(®) 
есть параметр семейства, также принимающий лишь целые значения. 
Очевидно, расстояние между двумя соседними. гиперплоскостями се- 
мейства (8) равно 1[р»,. Присоединим теперь к семейству (8) еще 
п—1 подобных же (т. е. с тем же расстоянием между сосед- 
вими гиперплоскостями) семейств так, чтобы все п семейств были 
попарно ортогональны. Этими семействами пространство п измерений 
разбивается на кубы ребра 1 /р»,. Каждый из этих кубов мы теперь 
стягиваем около его центра так, чтобы его линейные размеры умень- 
шились вдвое; полученные таким образом кубы ребра 1/2, будем 
называть кубами ранга А. Очевидно, что любая точка куба ранга А 


* Мы допускаем при этом, что 6 (4) -+ со при А - со. Если бы 0(4) оставалось 
ограниченным при 1 - со, то это означало бы, очевидпо, что система уравнений 
М; =0 {1<:<т) допускает нетривиальное точное решение. Но в этом случае, 
в силу известной аппроксимационпой теоремы Кронекера, система уравнений 
Ту — а =0 (1<7< п) допускает приближенное решение произвольной точности 
лишь для некоторых исключительных систем чисел а;; тем более система форм 
Г; не может быть в этом случае системой Чебышеза. 
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отстоит от любой из гиперплоскостей семейства (8) не менее чем на 
1 /4р,ь. Но в силу неравенства р»,.: > ар", каждый куб ранга # содер- 
жит в себе, если число а достаточно велико, целиком некоторый куб 
ранга К--1, так что мы получаем цепочку’ 

А аа че Иов 


где С, есть куб ранга К. Пусть (а, в,,..., а„) есть общая точка 
всех кубов такой цепочки. Очевидно, эта точка для любого Ё отстоит 
не менее чем на 1 [4р„, от любой из гиперплоскостей соответствую- 
щего семейства (8), так что для Ё>1 


К 
Ра, Ни а, +... Чиа, + 20| >, (9) 


каково бы ни было целое число 2(®). 
Если бы система форм Г, была системой Чебышева, то существо- 
вала бы такая постоянная Г >> 0, для которой система неравенств 


А : = 
|[;—а;| <= (1<]<пт), |2 < ТЕ” (1<«1<т) (10) 


имела бы решение в целых х;, у; при отдельных, сколь угодно боль- 
ших значениях #. Положим 


пел 
и (гу г 
где постоянная с > 0 будет определена ниже. Пусть 
Р(^) = р» Рик < р; «риа. : = (^,), М>»; 


тогда. 
4 4 . 
| М, (а +5, 5) | <т<т (1<#<т), (14) 
ав силу (5) и свойства 2° чисел ри, 
ы ат 
о Они < а < с", (12) 


1=1 
если & (а следовательно, и ^) достаточно велико. 
Теперь заметим, что тождественно 


п Е _ 
к ее) 
Уи, в) =Ущ ( у, 2йи—у—а;)= 
1=1 1=1 к 
т 


т п т 
< № ый У 9;:; и — я У; и » а и —= 
По 71=1 1= 
в 


т т п 
к+1) (ЕЫ к+1 к к+1 
= УХ = М: (и +, обе) У аа — У ри — У и. 
1=1 1=1 71=1 1=1 


® т 
У ии — У ао = +, 
1—1 =! 


3 Известия АН, серия математическая, № 3 
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находим, в силу (10), (11) и (12), 


п поз 20+] < | у и, вр|+[ У 2 М, |< 
1=1 1=1 


№ 


= 
м т т 


тона = + тгГё” . т< по\." [#4 ттё" | х= 


НЕ 
= (п + т) в "+т Гп+т. 


Выбирая с столь малым, чтобы правая часть этого неравенства 
была меньше ‘/., мы получаем соотношение, противоречащее неравен- 
етву (9). Таким образом, система форм Г; не может быть системой 
Чебышева, и лемма 2 доказана. 

Теперь уже легко завершается доказательство необходимости на- 
шего признака. Пусть система форм Г; есть система Чебышева. Если бы 
она была сингулярна, то, в силу леммы 2, транспонированная система 
М, не была бы системой Чебышева; в силу [доказанной уже достаточ- 
ности признака, отсюда вытекало бы, что система М; должна быть 
сингулярной; но тогда вторичное применение леммы 2 показало бы, 
что система Г; не может быть системой Чебышева, что противоречит 
нашему предположению. 

Таким образом, система Г; регулярна, и необходимость признака 


доказана. 
Поступило 
8. 1. 1948 
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0 ЛИНЕЙНЫХ МЕТОДАХ СУММИРОВАНИЯ РЯДОВ ФУРЬЕ 


(Представлено академиком ©. Н. Бернштейном) 


В работе изучаются произвольные методы суммирования рядов 
Фурье с точки зрения сходимости их для класса непрерывных функ- 
ций и других классов. 


$ 1. Введение 


Пусть (С) есть пространство непрерывных периода 2к функций }. 
Система чисел 


д. 2” ре х(т) (ЕЕ т #2. 5$ .) (1.1) 


определяет тригонометрический полином п-го порядка 


0» (р, 2) = + У № (ак воз Кр - вт йа), (1.2) 


К=1 


где а, и 6, — коэффициенты Фурье функции }. 
Многие методы приближения периодических функций сводятся 
к суммам такого рода. Поэтому естественно поставить вопрос, каковы 


) 


должны быть коэффициенты ^^"), чтобы имело место равенство 


Вт 0, (/, = (2) (1.3) 


для произвольного х и любой функции }Е(С). 

Ответ получим немедленно, если заметим, что при фиксированном 
х сумма вида (1.2) есть линейный функционал, заданный в полном 
пространстве (С), где система функций 


о о би ОЙ Бо (1.4) 
нолна. 

На основании известного предложения о слабой сходимости линей- 
ных функционалов (*), для того чтобы имело место равенство (1.3) при 
фиксированном х для всех [Е(С), необходимо и достаточно, чтобы 
это равенство выполнялось для всех функций системы (1.4) и чтобы 


норма ||0„.| функционала (1.2), равная 


2“ п 
ь даа мо ана 
ПО ор РС ур | 3+ >) № вов в (2) | 48 


1Е(С) З РЕ 


3* 
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т п 
2 А п 
==» АР) сов | 42 = Ин, (4.5) 
0 К=1 
была ограничена. 
Первое требование приводит к равенствам 
По ^(® =4 (=1,2,...), (А) 
пс 
а второе—к существованию положительной константы М, не зави- 


сящей от (= 1, 2,..., п; п=1,2,...), для которой имеет место 
неравенство 


ВУ ов] 1 < М. (В) 
0 к-1 


Таким образом, условия (А) и (В) являются необходимыми и 
достаточными для того, чтобы имело место равенство (1.3) для лю- 
бой функции /Е(С) и всех х или для какого-либо фиксированного 
значения г. 

Заметим, что это утверждение сохраняется без изменений, если 
в равенстве (1.3) требовать, чтобы сходимость была равномерной. 

В самом деле, введем обозначение 


ар 5 


и пусть Г„(т) есть тригонометрический полином т-го порядка, для 
которого 


И/—Ти || < ь, 


где }Е(С). Тогда, если справедливо условие (В), будем иметь, при- 
нимая во внимание (1.5), неравенство 


171— Ч» (11 АТИ О» (Ти) 1-9 (Ри |< 
< (1+ М)=-+|Т„— О» (Ти) |, 


второй член правой части которого при выполнении еще условия (А) 
стремится к нулю при п—> со. Таким образом, из условий (А) и (В) 


вытекает | 
Ив |7, (р |=0, ЕС). 


Установление того обстоятельства, что для данной системы коэф- 
фициентов >”) выполняется условие (А), обычно не представляет за- 
труднений. Эгого уже нельзя сказать в отношении условия (В) и 
потому представляет интерес получение эффективных свойств, кото- 
рым должны удовлетворять коэффициенты ^“”), чтобы выполнялось 
условие (В). 


Настоящая работа посвящена, главным образом, этому вопросу 
и вопросам, ему аналогичным. 
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дБ—8ЖжШмж————А_—АаАаАААА————/—С 


В $2 мы доказываем, что из выполнения условия (В) следует 
справедливость следующих неравенств: 


.| м |< С, (а) 
ть 

[== |<с, (В) 

К=1 


где С — некоторая константа. 

Однако тут же дается пример, показывающий, что условия (а) 
и (В), вообще говоря, не являются достаточными для выполнения 
условия (В). 

В $2 мы приводим еще некоторые другие свойства, эквивалент- 
ные условиям (А) и (В). 

В $3 устанавливается, что если относительно систем чисел 
и (К=0,1,..., п 1; 41 №). =0) предположить, что они при 
каждом п образуют выпуклые (кверху или книзу) последовательности, 
то выполнение неравенств (а) и (8) является не только необходимым, 
но и достаточным условием для того, чтобы выполнялось условие (В). 

Это утверждение содержится, как частный случай, в более общем 
утверждении, базируясь на котором устанавливается следующий 
общий факт: 

Если коэффициенты ми при каждом п удовлетворяют условию 
выпуклости, то из условия (А) и неравенств (&) и (В) вытекает, что 
равенство 

Вю О» (1, 2) =} (2) 

п-—>со 
имеет место для любой суммируемой периода 2к функции ], имею- 
щей 5х своей точкой Лебега. 

При этом в наших рассуждениях мы базируемся на одной теореме 
Д. К. Фаддеева (5), дающей условия выполнения равенства 

ь 
| \ К, (в, 2) (6 аг={(2) 


п-—>со 
а 


для всех суммируемых функций } в их точках Лебега. 

В $4 доказывается лемма, представляющая собой основной ре- 
зультат работы: 

ЛЕММА. Пусть для любого п система чисел (Е =0,1,..., в 1; 


20") = 4, м =0) выпукла (кверху или книзу), т. е. если 
А — 24%. --, 
то для каждого п либо 41>0, либо &<0 (ЕЁ=0,1,..., п 1). 
Пусть еще 


К„ (1) = 2 + > №") соз т, 


К=1 
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Тогда из неравенств (<) и (В) следует, что на сегменте (0, п) 
существует положительная монотонно убывающая функция К, (1), 
удовлетворяющая условиям 


|К, (2) |< К» (2), \ К; (1) 42=0(1) п=1,2,...), 
0 


« из неравенств (а) и (8) и условия (А) следует, кроме того, что 
каково бы ни было 8 >0 (8 < т), 


шах | К„(2)|->0 (п—> о). 
5<х<к 


В сущности, в работе мы обобщаем один результат НШ’а и 
Ташагк1’а (*) [см. также (*), $ 8.8], заключающийся в следующем. 
Если 
. РЕ 
=, Ра = Р-Р. --- ЧР, Рь > Ри —> 0, Р» —> ©, 
то для того чтобы сумма (1.2) сходилась к } (2) для любой непрерывной 
функции (2), необходимо и достаточно, чтобы 


ть 

р. ТЫ Е 
У=1 

При этом я использую в известной части доказательства приме- 
ненный этими авторами метод. 

Большинство известных методов суммирования рядов Фурье пред- 
ставляет собой суммы вида (1.2), где коэффициенты о. удовлетворяют 
условиям выпуклости. Поэтому доказательства сходимости таких мето- 
дов можно проводить, опираясь на теоремы, доказанные в этой работе. 

Если очитать эти теоремы известными, то рассуждения, которые 
надо добавить, чтобы доказать сходимость того или иного частного 
метода суммирования (с коэффициентами, удовлетворяющими условию 
выпуклости), носят совершенно элементарный характер. 

В $5 мы рассматриваем с этой точки зрения несколько таких 
примеров (суммы Чезаро, Бернштейна-Рогозинского и др.). 


8 2. Суммы е произвольными коэффициентами 


ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы выполнялось условие (В), необто- 
димо, чтобы имели место неравенства 


О, (а) 
п (п) 
| 7" [с ® 
К=1 


где С — константа, не зависящая от Ё и п. 


в 
Доказательство. Положим для удобства ай —=^,. Тогда 
неравенство (а) непосредственно следует из (В) и из очевидного 
неравенства: 


+ оны СХ соке оон = ый (2.1) 
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Далее, хорошо известно (4), что тригонометрический полином 


035 05 2х -с0$ пх с0$ (п -|- 2) х со$ (2 1 
Е АЕ ов 


не превышает некоторую положительную константу М, не зависящую 
от п=1, 2,... Отсюда, каковы бы ни были числа )у, следует 
неравенство 

т п и й п 
2 4 > р у 
— \ |+ № Ак сов | >| \ (+» Ак с08 № ) У» (2) = 
к=1 0 к=1 


0 
Зы. г 
К=1 


которое вместе с (В) дает (В). 
Пример. Пусть ^,=1 для 1<Ё «т, ^,=0 для т 1<<п—1 
й ^,=1. Тогда 
А р й 
п... +1108 *+0(4)=0(4), 


п п—1 


если п=2т. С другой стороны, 


т 


2 п п 
\ 5+ У 008 | 42 = \ | У сов из + 008 пх | 4х > С]обт, 
0 К=1 О К=1 


где С = положительная константа, не зависящая от п. Таким образом, 
в этом примере условия (&) и (В) выполняются, а условие (В) нет. 
ТЕОРЕМА 2. Если ядро 


Я. ы > (п) 
К(=У+ Ум с08 Е 
к=1 
удовлетворяет условию (В), то условие (А) эквивалентно равенству 


4 п 
ре 
На Ти \ К„ (2) а \ 2К (2) а} =, (2.4) 
п-со “ | ` 
й и 
которое должно выполняться для О<и<л. 
Цоказательство. Как мы уже знаем, выполнение условий (А) 
и (В) эквивалентно справедливости равенства 


Вт О, (}, 2) = { (2) (2.5) 


для всех /Е(С) и для какого-либо определенного значения 4. 
Положим х=0, тогда равенство (2.5) можно записать в виде 


т 


Нш 5 К, (2) 1 (2) &#=/0), 1Е(С). (2.6) 
В силу четности К„({), это последнее равенство эквивалентно 


равенству 


Ва = | К» (2) 142) & 10), (2.7) 
ито 6 
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которое должно выполняться для всех непрерывных на сегменте [0, ж] 
функций ]. Действительно, если выполняется (2.7) и }Е(С), то, пола- 
гая } (1) =}. ()-Р (0, где 


(= (+) и = (®-НЫд), 


будем иметь, в силу четности }, и нечетности };, 
Е коков- 2 кофе =, 


Наоборот, если равенство (2.6) выполняется для всех {Е(С), то, 
в частности, применяя его к четным функциям, полузим (2.7). 
Заметим теперь, что семейство функций 


|7 ОЕ 
9=| 
и<#<т, 


зависящих от параметра и (0<и« т), образует полную систему (в смысле 
равномерной сходимости) в пространстве непрерывных на сегменте [0, *] 
функций. Поэтому для того чтобы выполнялось равенство (2.7) для 


всех непрерывных на [0,т] функций ], необходимо и достаточно, 
чтобы интеграл 


(2.8) 


р) м : 
ве: 


был ограниченным (условие (В)) и чтобы равенство (2.4) имело место 
для всех функций }, (2), что приводит к равенствам (2.4). 

Резюмируя сказанное в начале $ 1 и в теореме 2, получим сле- 
дующую теорему. 

ТЕОРЕМА 3. Следующие свойства эквивалентны: 

1) имеет место равенство 


Вт О» ($, 2) =1(2) 


по 


для всех |1Е(С) и всех т (или равномерно относительно х или для 
фиксированного произвольного х), где О» (}, х) определяется по (1.2); 
2) имеют место условия (А) и (В); 
3) имеют место равенства (2.4) и условие (В)з 


8 3. Суммы с коэффициентами, удовлетворяющими 
уеловию выпуклости 
Положим 


А =, ХО, Де — 2 


П+1 К+2 


и будем называть систему чисел {<} при данном п выпуклой кверху, 
если 4*<0, и выпуклой книзу, если Ду >0 для всех к =0,1,..., п 1. 

Будем говорить, что последовательность функций $, ({), заданных 
на интервале (0, *), удовлетворяет условию (В*), если существует сум- 
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мируемая, интегрируемая и монотонно убывающая на интервале (0, к) 
функция $ (2) — мажоранта $, (2), для которой 


|. (2)1< $1 (8) (0<Е<»), \ 91 (04#=0(4) (еб а: в (3. 
0 


Далее, будем говорить, что последовательность функций ФФ» (1), 
заданных на (0, п), удовлетворяет условию (В**), если она удовлетво- 
ряет условию (В*°) и если, каково бы ни было $ > 0 ($<т*), имеет место 


зар |4$.(#)|—0 (п—> о). 
5<1<® 


В этих обозначениях упомянутая в конце $ 4 лемма может быть 
сформулирована короче: 


ЛЕММА. Пусть для любого п система чисел \® (к =0,1,..., В+ 4; 
Х —4, 1), = 0) выпукла (кверху или книзу) и 


ъ 
К, (т) = ет 2 о с03 т 
к=1 
Тогда из неравенств (а) и (В) следует, что ядро К„(х) удовлетво- 
ряет условию (В°), а из неравенств (а), (В) и условия (А) следует, что 
ядро К, (1) удовлетворяет условию (В**). 


Эту лемму мы докажем в $ 4, а пока разрешим себе на ней бази- 
роваться. 


ТЕОРЕМА 4. Если при каждом п система чисел ме (Е=0, 1, ..., +1) 
выпукла (кверху или книзу), то следующие свойства эквивалентны: 

1) ядро К„(т) удовлетворяет условию (В); 

2) ядро К„(х) удовлетворяет условию (В"); 

3) числа мо удовлетворяют неравенствам («) и (В). 

Доказательство. По теореме 1, из 1) следует 3). По лемме, 
из 3) следует 2). Наконец, из 2) следует, по определению (В) и (В*), 
справедливость 1). 


ТЕОРЕМА 5. Если при каждом п система чисел А (&=0,4,;... 2-1; 


- п п р 
ХР — 1, 0 =0) выпукла (кверху или книзу), то следующие свойства 
эквивалентны: 


1°. Для произвольного х и }Е(С) 
Пт О» (}, 2) = } (2). (3.2) 


2. Равенство (3.2) [удовлетворяется для всякой суммируемой пе- 
риода 2к функции в любой ее точке Лебега х, иначе говоря, для такой 


точки т, что 


п 
в} И@+9-— (2) 4—0 (#0). 


0 


3°. Ядро К„(х) удовлетворяет условию (В“"). 
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4°, Ядро К, (5) удовлетворяет условию (А) и неравенствам (а) и (В). 

Доказательство. Так как точка непрерывности функции есть 
ее точка Лебега, то из 2° следует 1°. Далее, из 1° следует 4°, так 
как, по теореме 3, из 1° следует (А) и (В), что влечет, но теореме 4, 
утверждение 4°. По*’лемме, из 4° вытекает 3°. Докажем, наконец, что 
из 3° следует 2°. Из (В**) и очевидного равенства 


т 
— \ К„ (2) 41=1 (3.3) 
б 
вытекает, что для всякого & > 0 


2 
п 


К», (2) 4х —1 (п-> оо), (3.4) 


>> 


а также справедливость условия (В*). 

Но эти два свойства, если принять во внимание четность К„ (2), 
по известной теореме Д. К. Фаддеева (5), влекут за собой справедли- 
вость равенства (3.2) для всех суммируемых периода 2* функций | 
в их точках Лебега х, т. е. справедливость утверждения 2°. 

Этим теорема доказана. 


Примечание. Нетрудно видеть, что из выпуклости чисел я 
{К =0,1,..., п 1) и равенств ле =, ко —=0 следует, что условие (А) 
эквивалентно равенству ^(") —>1 при п—> оо. 


ТЕОРЕМА 6. Пусть при каждом п система чисел о 
(&=0,1, ..., п+ 14; ^ = 4, ^0) = 0) выпукла (кверху или книзу) и пусть 
1 (2) есть суммируемая периода 2 функция, непрерывная на сегменте 
а<х<Ь. Тогда неравенство (3.2) имеет место равномерно относитель- 
но сегмента а<х<Ь. 

Доказательство аналогично доказательству соответотвующей тео- 


ремы в случае, когда К» (2) есть ядро Фейера и базируется на равен- 
стве (3.3) и свойствах 


кз 
шах |К„(2)|->0, \1К„(2)42=0(1) 
0<5<х<2® пс ь 
ядра А„, вытекающих из условия (В**). 
Теорема 5 утверждает, в частности, что в предположений выпуняо- 
сти системы коэффициентов о из условий (А) и (В) следует выполне- 
ние равенства (3.2) для всех точек х Лебега произвольной суммируемой 
функции |. Следующий пример показывает, что если не предполагать 
выпуклости ны то это утверждение, вообще говоря, неверно, ` 


$ 
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Пример. Пусть $„(1) (п=4,2,...)—последовательность непре- 
рывных четных периода 2 функций, определенных на [0, ^] равенствами 


2 
[ 0 для О<2<=—, 


Й 
для ="— 5, 


фи (5) == р) й 
линейна для ет ох 
1 
| и для п << г. 


Подберем четные тригонометрические полиномы Тт, (2) (п=1,2,...) 
такие, чтобы для всех х 


Ти, (2) — фа (2) <, 


где т, — порядок полинома Тит (5). 
Пусть метод суммирования О’, ({, 2) имеет ядро 


К" (7) = Е (*) НТ», (2), т, = шах (п, т,), 
где РЁ, —ядро Фейера. Очевидно, 


с С п т 4 
О а 
р] 


п 


т = {и «т, суеты, (2) 4=} = =0 (0<и<*). 


Отсюда следует, если принять во внимание теорему 2, что условия (А) 
и (В) для ядра К', (1) выполнены, так как они заведомо выполнены 


для Е) (т). 

Однако ядро К», (7) неограниченно на сегменте <х<т (8 > 0), 
что влечет, как известно, существование суммируемой на этом сегменте 
функции $ (7), для которой 


т 


п зар \ К’, (2) (2) 4х = оо. (3.5) 


п-—со 
5 


Но в таком случае четная периода 2 функция | (5), равная нулю 
для О<дх<&в и равная $(5) для 8 <х«т, имеет х=0 точкой Лебега, 
причем }(0)=0. И все же, вследствие (3.5), интеграл 


т 


О, (1) = К,, (2) 1 (@) @== „ \ К,, (1) (1) аз 
П 0 


при п-—> с не стремится к нулю. 


268 С. М. НИКОЛЬСКИЙ 


$ 4. Доказательство леммы 


ЛЕММА. Пусть для любого п система чисел 7. (Е=0,4,..., п 4; 


^№ = 4, 100 =0) выпукла (кверху или книзу). Тогда для ядра 


К, =К, «=о+ р 0 соз 
1 
1) из неравенств (а) и (В) следует выполнение условия (В) и 


2) из неравенств (=) и (8) и условия (А) (или ХС 1) следует 
выполнение условия (В*"). 
Доказательство. Введем в рассмотрение сумму Дирихле 


за (*+ +) = 


Р,= В, (1) =——^————— (=0,1,...) (4.1) 
ый 
о 
и сумму Фейера 
й 3102 5 
В = (&=0,1,...). (4.2) 
2 11? > 
Очевидно, для 0% х< а 
Ё-А 3 


Рь (2) =| В» (2) | <. 


и для гн<2<* 
Е, (2) = | Ек (т) <= 
(Е 


Отсюда, полагая 
з А 
| = Е если О<х< и , 
Рь (5) = 4 
зе, если <Я <", 


получим 


па о к 
0 Й 
ри 


и так как Р, (1) — монотонно убывающая функция, то отсюда будет 
следовать, что функция Р, ({) удовлетворяет условию (В*). 
Далее, для всякого 8 > 0 


шах = о (Е —> со) (4.3) 
8<«х<п 2(А-1) 811 
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и, таким образом, ядро Фейера Ё, (1) также Удовлетворяет усло- 
вию (В*°). 
Нетрудно видеть, что если 


а ==0(), (4.4) 
К=1 
то функция 
УЕ, (1) (4.5) 
—=1 


удовлетворяет условию (В®). Этим обстоятельством мы будем в даль- 
нейшем неоднократно пользоваться. 

Положим =”) (&=0,1,..., п+ 1) и построим, ради нагляд- 
ности, в декартовой системе координат (х, У) точки (Ё, ^,), соединив их 
прямыми отрезками. Тогда получим ломаную Г, которая будет выпук- 
лой книзу в случае, если для рассматриваемого п справедливо Ах > 0, 
и выпуклой кверху, если для этого п имеет место дз <0 при любом 
&=0,1,..., п 1. 

Пусть т есть тот индекс Ё, для которого ^, достигает своего 
минимума в случае Д* > 0 и максимума в случае 4: < 0. 

Разложим К, на два слагаемых: 

К, =Ки-+ Ки, 


где, считая, что ЛДл=А,—^,.: (Ё=0,4,..., п), 


т 
Кы- К, (2) =54 У м сот —^„О„ = 


к=1 
т-—2 
= У, (Е 1) АР, ТА Ри, (4.6) 
к=0 
п п 
Ки = Ки (1) =^„О„4+ У Акосоз = У А, П,. (4.7) 
К=т-1 К=т 
Если т=0, то К ==0; если же т=п, то Ки =^„О„. 
В силу определения индекса т, все 4® для К=0,1,..., т—2 
а А„_, имеют одинаковые знаки. Поэтому, вследствие (“), 
т-—2 


т—2 
У ЕАН + та,.,|=| У + А+ та, |=1^„—11=0(4) (4.8) 
К=0 К=0 
и ядро К» удовлетворяет условию (В*). 
Если же выполняется условие (А), то ядро Кт удовлетворяет 
также условию (В“*), так как, вследствие (4.3), 
т-—2 
тах | Ки (2) | <® (8) | У, 4} + Аи, |= (8) [А, |= 
= (8)|[1—^‘"?| 0 (п-> о). (4.9) 
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Итак, мы доказали, что: 

1) если имеет место (я) и (8), то К; (1) удовлетворяет условию (В*); 

2) если имеет место («), (В) и (А), то К»(л) удовлетворяет усло- 
вию (В*°). 

Эти же утверждения нам предстоит доказать в отношении ядра Кт- 

Впоследствии мы докажем, что при наличии выпуклости №х из (%) 
и (В) вытекают следующие равенства: 


в в 
а (тя) п—3<А<п), (4.10) 
Ат 108-——1=0(1)  (т=0,1,....п—4), (4.14) 


Ат (п— т) 108 “т =0(1) (т=0,1,...,п—4), (4.12) 


а пока при оценке К” будем на них базироваться. 
Заметим, что из (4.10) следует 


№№, =0 (==). (4.13) 


Покажем, что если п-3<т< п, то из (а) и (В) будет следовать, что 
ядро К” удовлетворяет условию (В*). В самом деле, очевидно, 


К„ (1) = = Би (2) +0(1) и [^%Б(т)| <=, (2), 


где 
4 
[ *(м+>) 4 
| а ‚ ели 0<х< 1’ 
|Р,, (2) | = вы 
| =, если т <2<* 
| Е 


при этом функция |^„|0’, (52) монотонно убывает в интервале (0, *) 
и, вследствие (4.10), 


т 


а] —=0(1). 


и 


Таким образом, функция ^иО)»(х) удовлегворяет условию (В*) 
и так как она отличается от К’, (2) на ограниченную функцию, то К” (2) 
также удовлетворяет условию (В*). 

Будем в дальнейшем считать, что О<т<п—4 и преобразуем 
К" к виду 


ы у ю $10 (+ +5) х 
К„= - (2) = № А; я ВЕНЫ =@„—!„, (4.14) 
те 211 
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где 
О.=0 (1) = ны аи (в) (4.15) 
21 > 
аа > А, ква (#+5) т. (4.16) 
аш 


Если принять во внимание, что 
№ 
2 яп (к+>) х=2(г-+ 1) яп 5 Е, (2), 
К=0 


то после преобразования Абеля получим 
п-т-—1 


Ут 008 (п +1) = {(п—т--1) АВ, У (Е ИАА: В} (4.47) 
К=0 


и так как Ди и все 4} имеют разные знаки, то 


п-т-1 
|(п—м-+ 1) 4,|-+ >» (+04 |= 
К=0 
п—т-—1 
=|(п—т-1)4,— У (+1) Ак |=|^.|=0(4), — 44.48) 


к=0 
если выполняется неравенство (%). 


Этим доказано, что из (а) и (8) следует выполнение для Ги(х) 
условия (В*). 
Воспользовавшись теперь равенством 


т . 
У.соз (в+>) = 
0 


т 
9 за — 
т 


и преобразованием Абеля, получим 


ия вт (п 1) = [и Ее 2 и катя. (4.49) 


2х 
с 1 3112 — 
4 310 р 811 о 


Примем во внимание неравенства 


м? (+4) Л 5 
р = если —„ <<, 
Г ? 1 К 
ово <) т г + (&=1,2,...,п). (4.20) 
4810? | а, ебли 11° <*®, 
[0 1 ( р ) 4.24 
ее а" и 


и обозначим через $. (2) (&=1,2,...,п) функцию, стоящую в правой 


4 ® 
части (4.20) и определенную на интервале 1 <{<т, а черев ф, (й— 
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функцию, стоящую в правой части (4.21) и определенную на том же 
интервале. 
Очевидно, фк (:) (Е =0,1,..., п) — монотонно убывающая на 


(н»=) функция, удовлетворяющая неравенствам 


йа 1 

\ 4 (2) 4: < А(Е+1) 108 ^ +В(+1) (=1,2,...,п), 

| | 
(4.22) 


п 
т 
+20 42< А1овп, 
1 
п--1 
где А и В — положительные константы, не зависящие от й и п. 
Отсюда следует, что в правой части неравенства 


п—т-{ 
а (2) |< Ан Ч = (2). 14 ка к) = 
К=0 
=, (2) (+1<=<=) (4.23) 


1 
стоит монотонно убывающая на ( т <) функция, которая ввиду 
< 


того, что Аи и Дф(для всех Ё)— разных знаков, при 5 = ре будет равна 


п-т-{ 


9 (ин) = |4, (п-т) х Ак (+1) | (п 1) = 


р 
ет 


м Аи | (1) 
еЭ. | (4.24) 


— 


Далее, из (4.15) и («) имеем 
м а Нар т И т 
ТО У Ари < (+4) (425) 
к=0 


и, следовательно, если положить (/,, (1) в интервале (0, а) рав- 
ной правой части (4.25), то, вследствие (4.24), определенная таким 
образом на всем интервале (0,«) функция И (2) будет монотонно убы- 
вающей мажорантой для И (2): 

10 (4) | < (2). (4.26) 


Если при этом выполняются условия («) и (В), то, используя (4.10), 
(4.12), (4.13), (4.18) и (4.22), найдем 
т = з 
она } + } ФО) АА ип 6 + 
о — 


в-1 
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п-т—1 


+ ВА. пт + > |4-ь| [44+ 05 -+8% +1 | + 
К=1 
п-т-—1 
+ 41 4*-1 1051 =4| У Ак (+1) 105+ |+ В |4. (п-т+ 1) — 
К=1 
п—т-—1 п-т-—1 


ть (+1) 4.5410 (1)=4| У +08 +0(0= 
к-0 К—=1 


п-т-1 


= | 2А„_, 105 п + х Аль [ (+1) 105 + — Кюри | 
п—т—1 
(ит) „108 |+ 0(1)<| р 108 1|+ 
п-т-—1 
+ У ‘№4, к 8 (1-+) | +04. (4.21) 
К=Э 


Заметим теперь, что при выполнении условий теоремы из нера- 
венства (В) следует более сильное неравенство 


аа (4.28) 
1 


ТМ 


где (С’— абсолютная константа. Действительно, в случае 4: <0 все 
^, > 0. В случае же Д? > 0 прямая, соединяющая точки (0, 1) и (в 4,0), 

К К , 
расположена выше Г[Г., поэтому 


. А—А 
о (ЕО, ль ка) (4.29) 


и если числа ^,,^,,...,^. неотрицательны, а числа ^, с индексами 
& > $ отрицательны, то 


А 5 


ЖА: к 
<> 


что влечет (4.28). 
‚Из (4.28), (4.10), (4.11) и равенств 


ю (1+) =0 (+) 


ГУ вниы (1-06 


=| Аи — а 0(1). 


& Известия АН, серия математическая, № 3 


следует 
рой п-т-2 
© Анк 103 т = — Аи 108 5 + — ^п кв (1+%)+ 
А=2 
+ ^м.1 Ю и, Иа 
п-т-—1 п—т—1 | 
| 
) 
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Итак, доказано, что в предположении наличия неравенств (%) и (В) 
функция О„(2) удовлетворяет условию (В”). В таком случае ядро 
К’, (1) также удовлетворяет условию (В"), так как оно есть, по (4.14), 
разность И/„—У„ двух функций, удовлетворяющих условию (В). 

‚ Докажем теперь, что из (®) и (В) следует, что Ки удовлетворяет 
условию (В“*). Для этого представим Ки в виде 


п 
КЕ. — у АО» — ВЕ — № В о, (4.31) 
К=т К=т : 
где 
- К 3102 $ — 3118 — 6 
Ара (У (4.32) 
1=0 2 $102 т" 
г 
а А О (4.33) 
0<8<х<® 31? 


Отсюда, приняв во внимание равенство (4.10)’и то, что Ам и 41 разных 
знаков, получим 


п-1 


шах | Кл (1)|< С (8) Ан -Ум|= С (6) |110. (4.34) 
хп р 


Таким образом, мы доказали нашу лемму для ядер Ки и Ки, что, 
‚ очевидно, влечет за собой справедливость е‹ для К». 

Нам осталось еще доказать равенства (4.10), (4.11) и (4.12), что 
мы проделаем отдельно для каждого из рассматриваемых двух случаев. 
°— Случай 1. 41 >0. Если №, >0 для какого-либо &, удовлетворя- 
ющего неравенству л—З%Азжл, то па основании (4. 29), 


что доказывает (4.10). 
Пусть —2.=^ > 0. Прямая, соединяющая точки (0,4) и (1, №), 


1 
которая пересекает ось т в точке м =у_, расположена не ниже №. 
1 
Поэтому, если у — индекс, удовлетворяющий неравенствам у— 1 < т <», 


то, принимая во внимание, что ^, < 0 для К >у, из неравенства (4.28} 
будем иметь 


1 
ТА 7 -| 
=. х > гы 25 о 12 


К=У К=У 


А-АГ г п-х ой 4 
=== | и и | зая +0(-ч=)]= 
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а Ре к © о Ре { п 1— 
[ (1 У) (+ 1) 10° т (- 1) ют 


[о моды 


п 


Л 
АЕ. 


Итак, существует константа, не зависящая от п,[ и ^, для кото- 
рой 


"рн +1 
М> ^ |1 ета (4.35) 


Рассмотрим случай [=п—Ё И <<3). Тогда из (4.35) и огра- 
ниченности \ будет следовать 
М> таль+0(1)=^105® +011), 
что доказывает равенство (4.10) для ^, < 0. 
Очевидно, Ли. < 0 ид, < 0 для &=т-1,...,п, причем 
[Ат |< | Аша |<... < |4, |. 
А так как 
Лтьл = Ата -.. А, 
то 
ГА тия | > (пт) | А |. 
Поэтому из (4.11) следует (4.12). 
Неравенство эке (4.11) будет доказано, если будет установлена 
справедливость равенства 


№ 0ю8—= О (1) (4.36) 


для = —-^<0и/[=1,2,.. и к чему мы и перейдем. 
Допустим, что (4.36) не имеет места; тогда, в силу ограничен- 
ности ^, найдется подпоследовательность индексов п, для которой 


к в 
^108——> < (п—> <) 


и при этом ^-—>^.,, Отсюда следует, что для этой А 


ности т> 1, аиз (4.35) следует, что ^, =0. Полагая | == в —>0) 


с 
и принимая во внимание, что при рассматриваемых [ 2 (п —1) > п—1+1, 
из (4.55) получим 
—- + ВЕ о’ д В. с ыы 
М >ь10ё —, Е РЕ. Е 


кр 105 ——+0(1), 


{105 © 


ат 
что противоречит сделанному допущению. 

Случай 2. 4 < 0. В этом случае все ^,>0. Пусть { — наиболь- 
ший индекс среди А, для которых ^\ > 1; тогда 1<), для К =0,1,..., 1 
и {> для А=+1,...п- 1. 


Из условия (В) будет следовать 
4% 
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о тык 
Е Зррееы Уеерет 6 ТЕКО ОАЬИН А 
ЕВА К=т—14-1 
и так как т < [, то 


что вместе с (&) влечет (4.11). 
Из (4.37) следует еще, что [« п—3. Поэтому 


А 0 ПЭ 


4 
Си... + > Сл, 1вп, 


где С, — константа, не зависящая от п. Отсюда, принимая во внимание, 
что ^„к</. (0<Ё<3), получим (4.10). 
Заметим, что из 
а - А < Ал 
следует 
^ 


еее рум ==. > п—т)А, 


откуда, на основании (а) и (4.38), получим (4.12). 
$ 5. Примеры 


1. Метод Чезаро (С, г) есть сумма вида (1.2), где 


< (т) А) 
Ак, = а (= 0,4 1:2..п) 
и 
А = 1, ОО: (ВЕРА, пох. 0): 
Очевидно, 
: ких 
А, > 0, ЕСА, (2—0. м 


(@=2) 
АЕ =А Аа =Ь- оо (#=0,1,.... п 1). 


АР) 


Аг) 


Как известно [(“), $5.12], отношение = при п-—> < стремится 


к положительной константе р (г), что влечет условие (А). 

При г=1 метод Чезаро совпадает с методом Фейера. При г> 1, 
очевидно, Ак> 0 (Ё=0,1,...,п—1) и в этом случае неравенства (а) 
и (8) автоматически следуют из того обстоятельства, что ломаная, 
соединяющая точки (#,^,) декартовой системы координат, лежит выше 
оси абсцисс, но ниже ломаной, соединяющей точки (*, А 


((=0, 1, ....П-Н 1). 
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При г<1 вторые разности Ау < 0. Неравенство (В) вытекает 
из соотношений 


и  А(Г) г 
Аль 1 ЗЕ 4 хм 0(1") 
ее г 0 
® д) — дб) К 
1 


4 


а неравенство (%)— из того, что 
отр: ОАО. 


Этим доказана для метода (С,г) справедливость утверждений тео- 
ремы 5, что обычно доказывается другими способами. 
2. Положим 
(п, р) = (п, р, Ана, 
где О<зр<п, и 5,—суммы Фурье -го порядка функции {. 
Очевидно, с(п,р) есть частный случай И, (}, 2) при 


ня | й (&=0,1,....п-—р), 
ле? = п+-1—А еь 
[| ев (Е=п—р-+1,..., п). 


Числа ^, = ^^) образуют монотонно убывающую выпуклую (кверху) 
последовательность Ак<0, причем /“")->51 при п-> со (условие (А)). 
Условие (&) выполнено. 


Сумма 


Як Л 1 ‚р № п 
У к Ея ОИ о а 
к=1 
будет ограничена и, следовательно, неравенство (3) будет выполняться 


п 
тогда и только тогда, если отношение РА ограничено. 


Таким образом, для того чтобы метод с(п, р) удовлетворял усло- 
вию (А) и неравенствам (&) и (В), необходимо и достаточно, чтобы 
т ЕР => 0. 
Т—со 
Это утверждение, в силу доказанных теорем, дает некоторое обоб- 
щение моего прежнего результата (3). 
3. Метод Бернштлейна. 


в (п, : )=515. (1 2+ +5» (1, 2—5 |= 
= 52+ я с08 5, (ак сз Ёх - Ь, эт т), 
к=1 


где 5, ({, г) — сумма Фурье функции } — есть тригонометрическая сумм& 
О „_, (1, х) порядка п—1, коэффициенты которой 


- К 
Мп-1) = 6082, (Доп) 


образуют выпуклую кверху ограниченную (условие (&)) систему чисел. 
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Кроме этого, справедливо неравенство (В): 


в-—1 в-—1 4 й 

1 ке В— ж 
Хао ата 
К=1 К=1 


и, таким образом, этот метод удовлетворяет перечисленным в теореме 5 
свойствам. 

Примечание. Собственно говоря, в работах С. Н. Бернштейна 
и Рогозинского ня суммы вида 


за (|, х 5 |5. 2 = ит )-— —5» (1, к: и 


Но к этим суммам наша теория непосредственно неприменима, так 
как если их представить в виде (1.2), то коэффициенты 
к - [3 в) 
0 =1, отр (К=1,...,п), М =0 
= т 5: 
уже не будут удовлетворять условию выпуклости. 
Впрочем, легко видеть, что 


На [» (1, 2) — < (}, 2)] =1(2), 


в-с 


если х— точка Лебега {, так как ядро суммы сз, —в» представляет 
собой полином 


удовлетворяющий свойствам 
3.5 О (=) < С, 
9, (2) |= | На х0(;= =) = 0(+ ) 0 


ое 


о | 


Поступило 
40. 111. 1947 
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Серия математическая 
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М. И. ГРАЕВ 
СВОБОДНЫЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ГРУППЫ 


(Представлено академиком 0. Ю. Шмидтом) 


Работа посвящена дальнейшему раззитию теории сзободных топо- 
логических групп. Дается нозый метод получения некоторых резуль- 
татов, выведенных впервые А. А. Марковым [| (*), (5)], а также решаются 
две проблемы, поставленные А. А. Марковым. 


Введение 


Настоящая работа посвящена изучению свободных топологических 
групп, а также свободных абелевых топологических група вполне 
регулярных пространств, впервые оэведенных А. А. Марковым (*)*. 
Оказалось целесообразным несколько расширить понятие свободной 
топологической группы (определение свободной топологической группы 
см. в 8 2). Как выясняется в’дальнейшем, если свободная топологи- 
ческая группа не связна, то она будет свободной топологической груп- 
пой в смысле А. А. Маркова. 

Работа состоит из двух глав. Глава первая посвящена общим 
свойствам свободных топологических групп. 

В 83 этой главы новым методом доказывается теерема сущест- 
вования свободной ‘топологической группы вполне регулярного про- 
странства, а также теорема единственности (первоначальное доказа- 
тельство этих теорем принадлежит А. А. Маркову (“)). Этот метод, 
не требующий привлечения (теории норм и мультинорм на группах 
и сволящийся в основном к некоторой метризации абстрактной свобод- 
ной группы, используется на протяжении всей первой главы, а также 
в 8 10 второй главы **. 

В $4 изучаются некоторые свойства свободных топологических 
групи. Утверждения А), В) и С) этого параграфа аналогичны, соот- 
вотетвенно, теоремам 4, 24 и 5 работы А. А. Маркова (“). 


* Все результаты, формулируемые ‘во введечии лишь для свободных тополо- 
тгических групп, имеют место также для свободных абелевых топологических 
групи. 

** Уже пря потготовке данной работы к печати автору стало известно из 
Ма потай1а1 Вел1етз (7, №6, иючь 1946 г.) о двух работах Т. МаКауата и В. Ка- 
Киша 1, относящихся к теории свободных топологических групп. В работе 8. КаЕп- 
Чао! ‘дается, в частности, еще одно доказательство существования свободных 
хопологических групп в смысле А. А. Маркова. 
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В 85 выясняется, что свободные топологические группы двух 
негомеоморфных пространств (как в нашем смысле, так и в смысле 
Маркова) могут быть изоморфными. Этим отрицательно решаются про- 
блемы [и П, поставленные А. А. Марковым (*). Классы пространств, сво- 
бодные топологическае группы которых изоморфны, могут быть очень 
широки. Так, в $ 7 строится пример двух пространств, свободные 
топологические группы которых изоморфны, причем одно из этих про- 
странств локально компактно и удовлетворяет второй аксиоме счет- 
ности, а другое не локально компактно и не удовлетворяет в одной 
из точек первой аксиоме счетности. 

Глава вторая посвящена изучению свободных топологических групп 
бикомпактных пространств. 

В $ 7 дается. описание топологии в этих группах. 

Оказывается ($ 8), что свободные топологические группы биком- 
пактных пространств полны в смысле У\уе?я (*). На основании этого 
результата доказывается существование полной в смысле УеП?я, но не 


локально бикомпактной топологизации аддитивной группы целых чи- 
сел. 


В направлении изучения классов эквивалентных пространств 
(в смысле изоморфизма свободных топологических групи этих про- 
странств) в работе получены следующие результаты ($$ 9— 11): 

1. Пространство, эквивалентное бикомпактному пространству, 
бикомпактно (теорема 7). 


2. Пространство, эквивалентное компакту, само есть компакт 
и притом той же размерности (теоремы 7 и 8). 


3. Все классы эквивалентных счетных бикомпактных пространств 
могут быть описаны, в силу чего проводится полная классификация 


свободных топологических групп счетных бикомпактных пространств 
(теорема 9). 


В $ 12 и 13 исследуется вопрос о подгруппах свободной тополо- 
гической группы. 

В $12 дается необходимое и достаточное условие того, чтобы 
бикомпактное множество алгебраически независимых элементов в сво- 
бодной топологической группе алгебраически порождало замкнутую 
и свободную подгруппу. 

Как непосредственное приложение этого критерия мы даем построе- 
ние для каждого натурального числа п связной абелевой топологиче- 
ской группы, которая алгебраически порождается элементами порядка п. 
Существование связной топологической группы; все элементы которой 
имеют порядок 2, было доказано иным методом А. А. Марковым (?). 

В $ 13 строится пример замкнутой подгруппы свободной абелевой 
топологической группы нульмерного пространства, которая не является 
свободной. 

Пересечение и объединение двух множеств А и В обозначается 
в работе, соответственно, символами А[]Ви А|)В; пересечение и объ- 
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единение системы множеств А, (1 =1,3,...) обозначается, соответственно, 
символами п А; и й А.. 
= {= 

Разность двух множеств Аи В обозначается символом А\В. Ана- 
логично, если элемент а содержится во множестве А, через А\ а обозна- 
чается множество А без элемента а. 

Наконец, буквой АД обозначается пустое множество. 

Элементы свободной группы называются иногда в работе словами 
относительно выбранного свободного базиса этой группы. 

Понятия «ллина слова» и «длина элемента» относительно выбранного 
свободного базиса в свободной группе имеют тот же смысл, что и в об- 
щей теории свободных групи (°). 

Автор выражает свою глубокую благодарность А. Г. Курошу за 
руководство данной работой, за постоянное внимание и ценные со- 
веты, оказавшие значительную помощь автору. 


Глава первая 
Общие свойства свободных топологических. групп 
8 1. Топологизации групп 


Пусть в группе С определены две топологизации: 7, и Т,. Будем 
писать Т, <Т,, если любое открытое множество в топологии Т, будет 
открытым множеством в топологии Т,, т. е. тождественное отображе- 
ние группы С с топологией Т, на группу С с топологией Т, непрерывно. 

Относительно символа < топологизации одной и той же группы С 
образуют частично упорядоченное множество. 

Пусть Та (%693{) —различные топологизации группы Си {Па} — 
базис окрестностей единицы группы С в топологии То (63%). Введем 
в группу С новую топологию Т, взяв в качестве базиса окрестностей 
единицы систему множеств 


О ПО“, к “ПО, 


где (а,,..., ак) пробегают все конечные подмножества из 3}, И«— все 
оирестности из {Из} (#693). 

Выбранная система удовлетворяет всем пяти аксиомам окрестностей 
единицы Понтрягина ($). В самом деле, справедливость первых двух 
аксиом очевидна. Далее, если 


И=И- ПО“ 1 .’ ПО 


— любая окрестность нашей системы, то найдутся окрестности У, 
У..,...,Уа, В Выбранных базисах окрестностей единицы топологий. 
Г.,, Г..,..., Та, такие, что 


У аб ай) 
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Но тогда для И=У..[].а,(|-**ПУа» имеем 
> с У. Иа ПУыУ Г] Е ПУТИ аь СО, 

чем доказана справедливость третьей аксиомы. 

Совершенно аналогично проверяется справедливость двух послед- 
них аксиом. 

Легко видеть, что Т > Та (#69) и, если для другой топологизации 
Т’ группы С будет Т’> Та (*69%), то Т’>Т. Поэтому Т есть сумма 
топологий Та в смысле теории частично упорядоченных множеств. 

Итак, любое множество топологизаций одной и той же группы С 
обладает суммой (относительно введенной частичной упорядоченности). 


$ 2. Определение свободных топологических групи 


Пусть Х — вполне регулярное пространство. Отметим в нем какую- 
чибудь точку е. Будем называть свободной топологической группой 
пространства Х топологическую группу Ё(Х) со следующими свой- 
отвами: 

1) Х есть подпространство Ё(Х), 

2) Х топологически порождает Ё(Х), 

3) каково бы ни было непрерывное отображение ф пространства Х 
в произвольную топологическую группу С, пэреводящее точку е про- 
странства Х в единицу группы С, сущзствуэт непрерывный гомомор- 
физм Ф группы ЁР(Х) в С, индуцирующий ф на пространстве Х. 

Свободной абелевой топологич2ской группой пространства Х назо- 
вем абелеву топологическую группу А(Х) со свойствами 1), 2) и со 
свойством | 

3’) каково бы`ни было непрерывное отображение ф пространства Х 
в произвольную абелеву топологическую группу С, переводящее 
точку е пространства Х в ‘нулевой элемент группы С, существует 
непрерывный гомоморфизм Ф группы А(Х)в С, индуцирующий ф на 
пространстве Х. 

Рассмотрим произвольное вполне ‘регулярное пространство Х, 
выберем в нем точку е и положим Х’=Х\е. Построим дискретную 
свободную группу Ёх, со свободным базисом Х”, взятым как абстракт- 
ное множество. Точку е пространства Х мы отождествим с единицей 
‘группы ЁРх,. 

Предположим, что в группе Ёх, можно ввести хотя бы одну топо- 
логию, индуцирующую заданную топологию на Х. Рассмотрим тогда 
множество всех таких топологий. Пусть их сумма есть Т. Очевидно, 
Г также индуцирует на Х заданную топологию. 

Покажем, что группа Ех’ с топологией Т будет свободной топо- 
логической группой пространства Х. 

Нам нужно проверить лишь свойство 3), так как два первых свой- 
ства очевидны. 

Пусть С — произвольная топологическая группа и ф— непрерывное 
отображение пространства Х в группу С, причем Фф(е) ееть единица 
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группы С. Это отображение может быть продолжено до алгебраического 
гомоморфизма Ф группы Ех, в С. Требуется доказать непрерывность 
этого гомоморфизма, т. е. доказать, что, полный! прообраз любой 
окрестности единицы в группе С есть открытое множество в группе 
Ех’ с топологией Т. 

Пусть {У} — система всех таких прообразов и {0} — базис окрест- 
ностей единицы в группе Ех,. 

Система {У} удовлетворяет всем аксиомам окрестностей единицы, 
кроме первой. Следовательно, система множеств {И [Г] И} удовлетво- 
ряет всем пяти аксиомам окрестностей единицы. 

Для определяемой этой системой окрестностей топологии Т, будет 
Т, >Т. С другой стороны, топология Т, индуцирует заданную тополо- 
тию на пространстве Х, а потому Т, < Т, т. е. Т, =Т, и множества 
ОПГ открыты в топологии Т. Отсюда легко усмотреть, что и мно- 
жества У открыты в топологии Т, что и требовалось доказать. 

Итак, для доказательства существования свободной топологической 
группы Е(Х) доститочно показать, что е группе Ех, можно . ввести 
по крайней мере одну топологию, индузирующую заданную топологию 
на множестве Х. 

Подобные рассуждения имеют место и для свободных абелевых 
топологических групп. Вмебто Ёх, нам нужно рассматривать лишь 
группу линейных форм Ах, со свободным базисом Х’. 

Для доказательства ‘существования свободной абелевой топологи- 
ческой группы А(Х) здесь также нужно лишь показать, что сущест- 
вует по крайней мере одна топология на Ах,, индуцирующая задан- 
ную топологию на множестве Х. 


$ 3. Теоремы существования и единетвенности 


ТЕОРЕМА 1. Если Х есть вполне регулярное пространство, то 
группы Е (Х) и А(Х) существуют. 

В обозначениях предыдущего параграфа нам нужно ввести в группе 
Ех’ топологию, индуцирующую заданную на пространстве Х. 

Предположим сперва, что Х — метризуемое пространство и р. — 
метрика, заданная на Х. 

Распространим метрику р. на множество Х| ] Х*' группы ЁРух.: 
эсли х', У‘'ЕХ*, положим 


р, (2*, у") =р, (5, У); 
если т`ЕХ*, УЕХ, положим 
р: (27 *, У) = р: (2, у") = р, (2, е) + р, (е, У). 
Проверим справедливость аксиомы треугольника: 


ра (и, о) < ра (и, ®) + ри (%, 5) 
для любых элементов и, ©, ® из множества Х (] Х*. Вовможны сле- 
дуюшие случаи: 
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а) и, о, %ЕХ; О: 

Б) и, -ЕХ, ЧЕХ’, Ь’) и, о ЕХ !, 9ЕХ: 

© и, ®ЕХ, ЪЕХ’, 0”) и, %ЕХ*, 9ЕХ; 

4) 0, УЕХ, иЕХ"; 4’) о, ЕХ *, цЕХ. 
В случае Ъ) 


ра (и) Е р, (%, 5) = ри (и,е) - р, (е, %*) + р: (1, е) + ри (е, 5) > 
> р (и, е) р: (е, 0) > р, (и, 5); 
в случае с) 


р, (и, ®) р, (%, 0) = р (и, ®) р, (и, е) р, (е, = *) >> р, (и, е) + 
Зе (е, о *) а (и, 5). 


Справедливость аксиомы треугольника для остальных случаев прове- 
ряется аналогичным образом. 

Продолжим теперь метрику р, пространства Х (] Х`* на всю груп- 
ну Ех.. 

В дальнейшем через х,, у; мы будем обозначать элементы из Х (] Х”", 
отличные от е. Пусть х и у— два элемента из Ёх,, причем 


Т=1.7, ``Тт У=У1У *`° Уп (1) 
— их несократимые записи в виде слов. Будем рассматривать всевоз- 


можные (сократимые)} записи элементов хи у в виде слов одинаковой. 
длины с элементами из Х |] Х* 


$ == 4,4. а АА Аа Ах, ©) 
р.) =6,6, ... 6, = Ву, Ву» 29 И 
получаемые из (1} вписыванием слов А,,А,,..., Аки В. В,,...,В,, 


равных е, причем некоторые элементы из числа а и Ь, сами могут 
быть равны е. 
Положим 


Ф(#,9)) = Ув (а, 6,) 
1=1 


и определим р(х, у) как нижнюю грань чисел ф(%, 9)) при всевозможк- 
ных записях ди у в виде слов одинаковой длины. 

Покажем, что существуют такие две записи %, и 9), элементов 
хиу, которые реализуют р (х, у), т. е. 


о (2, У) = (%,, 3). 


Пусть & и )— две записи (2) элементов х и у в виде слов оди- 
наковой длины, выписанные одна под другой. Зафиксировав опреде- 
ленный порядок сокращения элементов, отличных от е, в словах 
А; и Ву, будем обозначать каждую сокращающуюся пару через иии-* 
(с некоторым индексом). При этом элемент, повторяющийся несколько 
раз в словах Ф% и 9), будет получать различные индексы. 

Пусть х,— элемент из несократимой записи элемента х. Выпишем 
тогда элемент 2х; вместе со стоящим под ним элементом из 9). Если 


СВОБОДНЫЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ГРУППЫ 285 


под 1, стоит и,, выпишем иу! вместе со стоящим над ним элементом 
из Х. Если это будет и,, выпишем и-! вместе со стоящим под ним 
элементом, и т. д. Такое выписывание мы будем продолжать до тех 


пор, пока не окажется выписанным или элемент е или один из 

элементов т» или же один из элементов у;. Если под хл; стоит 

или у, нам нужно выписать лишь один столбец. 
Возможны следующие четыре случая: 


7 | Е ип 
" и, и. Из 2-й 6 
у и 0 0“ Иа С 
В ми а 
я и, и" И; ..- Ии-—1 У; 
д 3 Ик №... бы 
` и: ил" и. п и9т—1 


В первом случае 


21 (Фьи,) р, (и1*, и.) + р: (ит, и)... ра (И2п-—1, Изи) - Ра (Из, е) = 
= р, (2;, и.) + р, (и, и") - (и, ', Из)... ЕР (@зи» и5т) Ф 
+ р, (ип, е) >> р, (ть, г). 


Во втором случае 


Ра (Хь и.) + р, (1, и) + р: (из, и) +... | (ип, Изп-1) 
+ Ри (Изи-1, е) = р: (Хы и.) + р (#1, из") р, (из, и.) +... 
-.: ЕР (42п-2, Изп1) + Ра (Изл-ье) > р, (2 е). 


В обоих случаях ф (, 9)) может только уменьшиться, если мы вое 
я»; заменим на е. 

Аналогично, в третьем и в четвертом случаях получим соответ- 
ственно: 


р, (льи,) р: (ит, и,) + ра (из', из) +... + ра (2-1, Изв) + 
+ р, (из, У) > р (2,, У), 
ра (21, и) - ра (1 ", и) + р: (и5", из) +... НР, (21-2, ии) + 
5-6. (21-1, 2;) > р (т, #;°). 


ф(Х, 9)) может только уменьшиться, если в третьем случае заменить 
все и; с нечетными индексами на У,, и все и; с четными индексами — 
на 7;`, а в четвертом случае заменить все и, с нечетными индексами 
на 1;’и все и, с четными индексами — на х;. 

Составим теперь аналогичные строчки из оставшихся еще не выпи- 
санными столбцов, начинающиеся со столбцов, содержащих одно из х,, 
а после исчерпания всех 2; — начинающиеся со столбцов, содержащих у,, 
и произведем в каждой строке описанные замены (в зависимости от 
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того, каким столбцом данная строка оканчивается). Если после всех 
таких выписываний у нас останется еще некоторое число невыписанных 
столбцов, заменим все элементы в этих столбцах на е. В результате 
мы получим две новые записи %, и 9), соответственно для элементов х 
и у, обладающие следующими свойствами: 

1) слова Х, и 3), одинаковой длины; 

2) в эти слова входят лишь элементы, встречающиеся в несокра- 
тимых записях элементов д и у, и элемент е; 

3) под каждым несократимым элементом 2х, стоит или х,, или е, 
или 2‘ (]-Е2), или же элемент у;; над каждым несократимым элемен- 
том у; стоит у,, е, у:' или несократимый элемент х;; 

4) все столбцы, в которые не входит несократимый элемент из г 
или из у, —нулевые, т. е. имеют наверху и внизу один и тот же 
элемент; число ненулевых столбцов поэтому не превосходит т + п; 

5) +(Х,, 3),) < (1, 9)). 

Легко видеть, что для всех таких записей элементов 5 и у функ- 
ция ф может принимать лишь конечное число значений. Если, =$(%\, 9)!)— 
минимальное число из этого конечного числа значений, реализуемое 
записями ХФ, и Э),, то, в силу свойства 5), для любых записей % и 9) 
элементов хи ув виде слов одинаковой длины будет ф,<$(#, 9)), 
а потому 

р (2, у) =$(&,, 3), 
что и требовалось доказать. 

Докажем, что р(х, у) удовлетворяет аксиомам метрики. 

Очевидно, что для любых элементов х и у из Ёх, будез 
р (5, у) -=р(у, 2) и из р(х, у) =0 следует х=у (ибо тогда слова, реа- 
лизующие р (5,7), должны совпадать). Остается доказать справедливость 
аксиомы треугольника. 

Пусть х,у,2Е Ех, и пусть слова %, и 3), реализуют р (х, у), а слова 
9. и З, реализуют р (у, 2) *. Если у=9), =9), =е, то 


р (5, 2) < +(Х,9),, 3.3.) =Ф(&,, 3) ,) +? (3),, 3.) =р(х, у) Но (У, 2). 


Если уе и у= уу, --- у, несократимая запись элемента у, то запи- 
шем наши слова в виде: 


%, = А а, Аа, т. Аза, Ал, 3), = Вьу, Ву» ^ В п, 
У, = Воу,В, у, и Вы Вьь За= Сс. Сс ме Сааб 


Здесь А,, В‚, В:, С; — некоторые слова, элементы а, стоят над у 
и элементы с; стоят под у;. Очевидно, 


В: =В; =е (#=0,1,...,п). 


* В дальнейшем всюду пречполагается, что записи двух элементов, реали- 
зующие расстояние между ними, упозлетворяют условиям 4)—4). 
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Составим тогда слова Х, 9) и 3, равные соответственно х, у и 2: 
= А,В'а, А, В{а, --- А, Ву ча, А.В,, 
9) = В,В.у,В,Взу, --- Вы. Вь-1УзВ,Вь, 
3 == ВоСос, ВСС: УК Вы Слова Си: 
Имеем 
Ф(Х,, 3.) => (5, 3), $ (3) ,, 3)=$(9, З). 


Так как, очевидно, 


$ (2, 8) <$(&, 9) + (9, 8) =ь(х, у) р (у, 2), 
р (2, 2) < (Х, 3) <р(х, у) + р(У, 2). 


Такгм образом, р есть метрика. 

Относительно метреки р Рх, есть метрическая в смысле уап Оапё- 
712’а (*), а следокателько, и тспологическая группа. В самом деле, 
если хи у-— прогзвольвые элеменлы из Ёх,, Х и 9) — их записи, рез- 
лизующие р(х, у), то 

р (2, у) =Ф(%, 3)) =3(#3, 93) > (22, у2), 
где 2— произвольный элемент из Ёх,, а З — какая-нибудь его запись. 
в виде слова. С другой стороны, 
р(22, у2) > р (222 *, уз) = р(т, У), 
а потому р(х, у) =р(12, у2) и, аналогично, р(х, у) =р (2х, 21). 

Проверим, наконец, что метрика р совпадает на пространстве. 
Хх ОХ ' с первовачально заданной метрикой о,. Пусть хи у-— два 
элемента из Х[)Х ", причем х-Ее. Очевидно, что р(х, у) «р, (х, у). 

С другой стороны, если слова & и 9) реализуют р(х, у) и записаны 
одно под другим, то под несократимым элементом х должно стоять у 
или е, так как случай 4) здесь не может иметь места. 

Если под х стоитеи уе, то над несократимым элементом у. 
может стоять только е, и тогда 


р (2, У) > р, (2, е) - ри (е, У) > ри (х, У). 


Если же под < стоит у, то тоже р (2, у) > р, (т, У). 

Итак, р(х, у) =р,(х, у) и построенная нами топология в Ех, инду- 
цирует заданную на множестве Х. 

Пусть теперь Х— произвольное вполне регулярное пространство и 
{— произвольная непрерывная функция на Х, отображающая Х на мно- 
жество Х, = Хе, числогой прямой, где е; — образ точки е, а Ху = Ху \е,. 

Простравство Х,; метризуемое, а потому, в силу уже доказанного, 
может рассматриваться как подпространст!о топологгзированной груп- 
пы Ех, ‚‚ причем е, совпадает с единицей этой группы. 


то 


бане } множества Х на множество Х,; может быть продол- 
жено до алгебраического гомоморфизма Ех, на Ех, 


Пусть {0} — базис окрестностей единицы в группе Рх,, а {0-1} — 


семейство их полных прообразов в группе Ёх,. Это семейство удовле- 
творяет всем аксиомам окрестностей единицы, кроме первой. 
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Производя такое же построение для всех непрерывных функций |, 
какие можно задать на пространстве Х, рассмотрим совокупность мно- 
жеств 


И 


где (},, |», ...,!.) пробегает все конечные системы непрерывных функций 
на Х, а 0, — полные прообразы окрестностей единицы в Рх, 
т 


Пересечение этих множеств содержит только единицу группы ЁРх.. Это 
следует непосредственно из того факта, что если а Е е— элемент из Ёх, 
и 1,..., 2, — элементы из Х’, через которые он записывается, то, ввиду 
полной регулярности пространства Х, существует непрерывная функ- 
ция } на Х, принимающая в точках е1.,...,2, попарно различные 
значения, а тогда гомоморфизм группу Рх, на группу Ех, переводит 


а в отличный от единицы элемент. 

Так же как ив $ 1, легко усмотреть, что рассматриваемая си- 
стема удовлетворяет остальным четырем аксиомам окрестностей еди- 
ницы и определяет, следовательно, некоторую топологию 7 в группе Рх,. 

Остается показать, что топология Т индуцирует заданную на 
мноэжестве Х. Если П — открытое множество в группе Ёх, с тополо- 
гией Т, то 0 [|] Х —открытое множество в пространстве Х. В самом 
деле, если 0 =И,-, — полный прообраз открытого множества У из Рх,, 
то ИГ] Х есть полный прообраз множества У [|] Х,; при непрерывном 
отображении }, а потому множество ИП [] Х открыто в пространстве Х. 

В общем случае 0 есть пересечение конечного числа таких У) 
при различных | или сумма таких конечных пересечений. 

С другой стороны, если (/, — открытое множество в пространстве 
Х и +Е0,, то существует непрерывная функция } на Х такая, что 
открытое в Х множество И элементов х’, для которых |}(т’)| < 1, 
содержит х и содержится в 0,. 

Множество }(0) открыто в Х,, а потому {(0) =У [|] Х,, где\ — от- 
крытое множество в Ех;:- Если }'(У) — полный прообраз множества 
Ув Их,, то }*(И) открыто в топологии Т и, как легко проверить, 
и=1-1 (7) ПХ. 

Этим доказано, в силу сделанных в $ 2 замечаний, существова- 
ние свободной топологической группы Ё(Х). 

Доказательство существования свободной абелевой топологической 
группы проводится почти дословно так же. Лишь вместо записей (2) 
элементов в виде слов нужно будет пользоваться записями вида 


а а, | ..---а,, 


где а6Х|](—Х), учитывая возможность перестановки местами эле- 
ментов а;. Это заставляет несущественно видоизменить доказательство 
справедливости аксиомы треугольника для функции р (х, у). 

Пусть Х’— произвольное вполне регулярное пространство. 
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Рассмотрим вполне регулярное пространство Х, полученное при- 
соединением к пространству Х’ изолированной точки е. Тогда свобод- 
ная (свободная абелева) топологическая группа пространства Х с за- 
фиксированной точкой е будет свободной (свободной абелевой) тополо- 
гической группой пространства Х’ в смысле Маркова и в дальнейшем 
будет обозначаться через Е, (Х’) (А, (Х’)). 

В самом деле, непрерывное отображение пространства Х’ группы 
Е, (Х’) в произвольную топологическую. группу С можно продолжить 
до непрерывного отображения пространства Х, переводящего е в еди- 
ницу группы С, а последнее — до непрерывного гомоморфизма всей 
группы Р, (Х’) в группу С. Этим доказана справедливость условия 
Е, Маркова (*) для группы РЁ, (Х’) относительно пространства Х’. 

Справедливость условий Ё, и Е, Маркова очевидна. Аналогичные 
соображения имеют место и для группы А, (Х°). 

ТЕОРЕМА 2. Если Х — вполне регулярное пространство, то груп- 
пы Е(Х) и А(Х) единственны с точностью д0 изоморфизмов и не за- 
висят, в частности, от того, какая точка фиксируется в простран- 
стве Х. 

Доказательство. Пусть Ех, — определенная в $ 2 свободная 
топологическая группа пространства Х с зафиксированной в нем точ- 
кой е. 

Пусть Р’=Р(Х)— другая свободная топологическая группа про- 
странства Х с зафиксированной в нем точкой }. 

Отображение ©, переводящее каждую точку х пространства Х из 
Ех, в точку 1е* из Е(Х), непрерывно, и образ точки е есть единица 
группы Е(Х). Поэтому отображение ф можно продолжить до непре- 
рывного гоморфизма Ф группы Ёх, в группу Г(Х). 

Аналогично, отображение $, переводящее каждую точку х про- 
странства Х из Ё(Х) в точку х[‘ из Ех,, непрерывно, и образ точки 
{ есть единица группы Рх,. Поэтому отображение ® можно продолжить 
до непрерывного гомоморфизма Ф группы Ё(Х) в группу Ёх,. 

Для точек хЕХ С Ёх, имеем 


ЧФ (2) = Ч (де) = Ч (2) Г (е) | = (81-2) (ет) = зе =, 


ибо е— единица в группе Ёх,. Таким образом, непрерывный гомомор- 
физм ТФ группы ЁРх, в себя отображает пространство Х тождественно 
на себя. Следовательно, так как пространство Х порождает группу 
Ех,,. отображение ТФ есть тождественный автоморфизм группы Ех,. 
Но тогда отображение Ф есть изоморфизм группы Рх, на группу Е(Х) 


и теорема доказана *. 
Замечание. В наших обозначениях группа Ё(Х) есть не что 


иное как Рх-, где Х”= ХУ ибо }, как прообраз единицы при изо- 
морфном отображении Ф, есть единица в группе Ё(Х). Поэтому, если 


* Доказательство теоремы для группы А (Х) дословно то же. 


5 Известия АП, серия математическая, № 3 
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Р’(Х) и Е’(Х)— две свободные топологические группы пространства Х 
с одной и той же зафиксированной точкой, то существует топологи- 
ческий изоморфизм групп Е’(Х) и Е"(Х), переводящий все. точки из Х 


в себя. 
Мы будем говорить в дальнейшем, что проетранство Х образует 


свободный базис в своей свободной топологической группе Е(Х). 
Те же замечания имеют место и для группы А(Х). 


$ 4. Некоторые евойства свободных топологических групп 


А) Всякое вполне регулярное пространство Х замкнуто в своих 
топологических группах Е(Х) в А(Х). 

Доказательство. Пусть элемент 2 группы Ё(Х) содержится 
в Х и пусть в несократимую запись элемента 2 относительно Х\е 
входят элементы хь т... Я, из Х\е. 

Предположим сперва, что Х — метрическое пространство и р — мет- 
рика, введенная в абстрактной группе Ёх, в соответствии с доказа- 
тельством теоремы 1. Тогда 5(2, Х)=0, а потому в Х существует 
такая последовательность элементов у; (1 =1, 2,...), что 


Пр (Ур 2) =0. 
1>с 
В записях 9); и 3; элементов у, и 2, реализующих р(У, 2) и вы- 
писанных одна под другой, под несократимым элементом У, может, 
как легко видоть, стоять лишь или е, или =, мен 1). 
Следовательно, можно выделить подпоследовательность элементов У»; 
таких, что в записях 3)„; и З», под несократимым элементом у»; стоит 
один и тот же элемент у®, где элемент у равен е или одному из 
иг =12...): НО Тода 


в (Упр У) «р (Упр 2), 
а потому 


р (9, 2) < р (У, Ун:) Н 5 (уть 2) < 26 (Уп, 3), 


откуда р (У, 5) =0, т. е. з=УЕХ. Итак, Х=Х. 

Если Х — неметризуемое пространство, введем непрерывную функ- 
цию | на Х, принимающую в точках е, 2,,..., 4, попарно различные: 
значения. Тогда при сстественном непрерывном гомоморфизме 7 грун- 
пы Р(Х) на группу Ё(Х,) будет (Ех, =, а потому, очевидно, 
2ЕХ. 

Доказательство утверждения А) для группы А(Х) дословно то же. 

В) Пусть Х=хХ'е-— вполне регулярное пространство. Рассмот- 
рим группы Г(Х)=РГх, и А(Х)=Ах.. Тождественное отображение 
простринстза Х из Е(Х) на пространство Х из А(Х) можно продол- 


СВОБОДНЫЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ГРУППЫ 291 


жить до пепрерывного гомоморфизма ф группы Ё(Х) на группу А(Х). 
Коммутант К группы Е(Х), будучи ядром гомоморфизма ©, замкнут 
в Е(Х). Покажем, что гомоморфизм ф — открытый и, следовательно, 


А(Х) = (Х/К. 


В самом деле, образы открытых множеств группы Ё(Х) при гомо- 
морфизме © удовлетворяют в группе А(Х) воем аксиомам открытых 
множеств топологической группы и, следовательно, определяют 
в абстрактной группе А(Х) некоторую топологию Г.. 

Если У — открытое множество в групие К(Х), 2ЕГ и если 


ф (2) =тЕХ, 
то 


Ф(И) =$(22У) 2%(7= У ПХ), 


причем © (227 []Х) есть окрестность точки х в пространстве Х. По- 
этому множество Ф(Г)[]Х открыто в Х. Так как, обратно, всякое 
открытое множество в Х может быть так получено, то топология Т’, 
индуцирует на множестве Х заданную топологию. Следовательно, 
Т,<Т, где Г-— свободная топология группы А(Х), т. е. образы откры- 
тых множеств из Ё(Х) при гомоморфизме ф открыты в А(Х), что 
и требовалось доказать. 

С) Пусть Х=Х’[е есть пространство топологической группы С 
и е—единица этой группы. Тогда тоэжсдественное отоб ражсение про- 
странства Х на группу С может быть продолисено д0 непрерывного 
гомоморфизма ф группы Е(Х) на группу С. 

Покажем, что этот гомоморфизм открыт и, следовательно, груп- 
па С есть фактор-группа группы Е(Х). 

В самом деле, пусть И-— произвольная окрестность единицы 
в группе Ё(Х). Тогда $(0) ЭФ (0ИГХ), причем множество Ф(И ПХ) — 
окрестность единицы в группе С. Этим открытость гомоморфизма © 
доказана. 

Аналогично можно показать, что любая абелева группа есть 
фактор-группа некоторой свободной абелевой топологической группы. 

р) Если У есть замкнутое подпространство пространства Х, 
то в группе Е(Х) подгруппа Ку и нормальный делитель ГМ у, алге- 
браически порождаемые множеством У, замкнуты. 

Доказательство. —1°. Пусть элемент 2 группы Е(Х) не 
содержится в Ёу. Тогда в несократимую запись элемента 3 относи- 
тельно Х\\е входят элементы х,...7, из Х\\У, п>1 и, может быть, 
еще элементы у,,..., Ум Из У. 

Предположим сначала, что Х — метрическое иространство и р — мет- 
рика, введенная в абстрактной группе Г(Х) в соответствии © доказа- 


тельством теоремы 1. 
5% 
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Пусть УЕРу и Зи 9) —записи соответственно элементов 2 и У, 
реализующие р(2, у) и выписанные одна под другой. Если в этих запи- 
сях по крайней мере один столбец, содержащий элемент 2® (# = 1,...,п; 


г = + 1), ненулевой, то 


2 (2, И ыны Е ВЕЛ. 


Если поэтому в группе Ку существуют элементы 9,(#=1,2,...) такие, 
что Итр(2, У’) =0, то в записях 8, и 9); элементов 2 и у, реализу- 
тс 


ющих р (2, У’), начиная с достаточно большого индекса #, все столбцы, 
содержащие элементы 27, нулевые. 

Если мы теперь в З; и 9); заменим все элементы 17 на е, то по- 
лучим слова, равные соответственно некоторому УЕЁРу (У не зависит 
от #) иу;. При этом р (у, У;) <ь (2, у;), а потому 1ипр(у, у;) =0, отку- 

> 


да 2=уУЕКУу, что невозможно. 

Итак, группа Ру замкнута относительно метрической топологии 
в группе Ё(Х), а потому и подавно относительно свободной топологии 
в этой группе. 

Пусть, теперь, Х — произвольное вполне регулярное пространство. 
Существует непрерывная на Х функция ] такая, что значения 


(ее бора т 


различны между собой и, кроме того, во всех точках из У[]е функ- 
ция } привимает значения, меньшие единицы, и }(5,;) > 1 (&=1,..., п). 
В самом деле, существует непрерывная на Х функция }, равная 
нулю на множестве У (е и в точках 4;(] 1) и равная &-- 1 в точке 
=. п); существует, далее, НОЯ на Х функция $,, 


значения которой не превосходят числа равная нулю веи во 


и 


всех точках т; и у, (К -Е ]) и равная в точке у; (1 =1,..., т). 


(т : 1)7 
Тогда функция 


1=» л+Уя 


т=1 1 =1 


будет искомой. 
Пусть Х, — образ множества Х при отображении } и пусть 


7 =Х;[|(- ©, ‘1 


Образуем группу Ё(Х,), фиксируя точку } (е). 
По доказанному, подгруппа Еу, группы Е(Х,), алгебраически 
порождаемая множеством У, замкнута в РЕ(Х,). Образ точки # 
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при естественном гомоморфизме 7 группы Р(Х) на группу Ё (Х,) ве 
может принадлежать Ру, ибо несократимая запись этой точки пере- 
ходит в несократимую, содержащую элементы, не принадлежащие У,. 


Следовательно, ХЕ `(Ру,), а так как Г: (Ру,) есть замкнутое мно- 


жество в Ё(Х), содержащее Ру, то 2ЕЁРу. Замкнутость подгруппы Ру 
доказана. 

2°. Заметим, что элемент 2 из Р(Х) тогда и только тогда принад- 
лежит нормальному делителю ЕМ№у, если после замены в слове, кото- 
рым записывается элемент 2, всех элементов из У на е, это слово 
станет раввым е. 

Пусть &ЕЕМ№Му и в несократимую запись < входят элементы 
х.,..., 2, из ХУ, п>1, и, может быть, еще элементы у,,..., Ут 
из У. Предположим сначала, что Х -— метрическое пространство 
и р— метрика, введенная в абстрактной группе Е(Х). 

Положим 


К: == по (р (Я-УОов@ м), =), 


Пусть, далее, 2, = е— элемент, получающийся из 2 заменой всех эле- 
ментов у;, входящих в запись 2, на е; пусть, наконец, 


Е = ша (Ё,, 6 (5,, е)). 


Покажем, что р (2, ЕМу) > Ки, следовательно, 5 ЕМУ. 

Предположим, что существует элемент УЕЁЕМ№Му такой, что 
2 (2, у) <Ёи пусть З и 9) —записи элементов 2 и у, реализующие 
р(2, У) и выписанные одна под другой. 

Мы скажем, что некоторый элемент из Х, входящий в эти записи, 
принадлежит первому классу, если существует последовательность 
столбцов, первый из которых содержит данный элемент в степени +1, 
последний — элемент из У[]е в степени +1, и любые два соседних 
столбца имеют или общий или взаимно обратные элементы. 

Элементы 2; не принадлежат первому классу, ибо в противном 
случае было бы р(2, у) > №, элементы же из У|]е принадлежат все 
первому классу. 

Заменим теперь в записях З и 9) все элементы из первого клас- 
са на е. Тогда, как легко видеть, 8 и 9) перейдут в записи, равные 
соответственно 2, ие, ввиду чего будет 


что невозможно. 

Итак, в случае метрического пространства Х группа ЕМ№у замкну- 
та относительно метрической топологии в группе ЁР(Х), а потому 
и подавно относительно свободной топологии в этой группе. 
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Юсли теперь Х — произвольное вполне регулярное пространство, 
то рассмотрим функцию }, введенную в доказательстве первой части 
утверждения 1). Гогда, в обозначениях того доказательства, 


Та) РМС Р(Х,, 
а нотому 5 ЕР * (ЕМУ). 
По доказанному выше, Ру, замкнуто в группе (ХУ). Следова- 
тельно, г (ГМ у,;) замкнуто в группе Г (Х) и, так как 


РММ, 


то ЗЕ ЁМу. Замкнутость ИМ№у доказана. 

р’) Если У есть замкнутое подпространство пространства Х, то 
в группе А(Х) подгруппа Ау, алгеб раически порождаемая множеством 
У, замкнута. 

Доказательство дословно совпадает с доказательством первой части 
утверждения О). 


$ 5. Эквивалентные пространства 


Будем говорить, что два пространства Х, и Х, Г-эквивалентны, 
ебли В (ХХ) =) 

Аналогично, введем понятия Ё,-, А- и А,-эквивалентностей. 

Если е, и е, — изолированные точки пространств Х, и Х, и есля 
Х, =Х, а и Х,=Х,\е,, то, как было уже отмечено в $ 3, 


Р(Х)= (Хх), ВХ) Е (Х!) 


и, аналогично, 
А(Х,) = 4, (Х!), А(Х)=А, (ХО. 


Следовательно, если два пространства, содержащие изолированные 
точки, [-эквивалентны, то, отбрасывая от этих пространств по одной 
изолированной точке, мы получим Ё,-эквивалентные пространства. 
Обратно, присоединяя к двум Г,-эквивалентным пространствам по’ 
одной изолированной точке, мы получим Р-эквивалентные простран- 
ства. 

Такой же зависимостью связаны А-и А,-эквивалентные простран- 
ства. 

Заметим, наконец, что в силу утверждения В) $ 4, Е-эквивалент- 
ные пространслва будут всегда А-эквивалентными, а потому также 
Е,-эквивалентные пространства будут всегда А,-эквивалентными. 

Теперь первую и вторую проблемы, поставленные Марковым (*), 
можно формулировать так: 

Будут ли любые два Ё,-эквивалентные (соответственно А,-эквива- 
лентные) пространства гомеоморфны? 

Мы покажем, что эти проблемы, тав же как и аналогичные про- 
блемы для Е- и А-эквивалептные пространств, реиииотся отрицательно. 
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Всякое множество У в группе ЁР(Х) мы будем называть свободным 
базисом в этой группе, если У =У’ |] е, где е— единица группы Ё(Х) 
м У’ свободный алгебраический базис этой группы, и если максималь- 
ная топология в эботрактной группе Ё(Х), индуцирующая первона- 
чально заданную топологию на мпожестве У, совпадает со свободной 
топологией группы Ё(Х). 

Если У — свободный базис в группе Ё(Х), то, очевидно, Е(Х) =Е(У) 


и, обратно, если Ё(Х)==Е(У), то группа Г(Х) содержит свободный 


базис, гомеоморфный пространству У. 
Предположим теперь, что пространство Х 
А=х, 0 Х.,, где Х, и Х,— непересекающиеся замкнутые множества 


не связно. Тогда 


в пространстве Х. 
Пусть единица е группы Ё(Х) принадлежит подпространству Х, 


и }— произвольная точка из Х.. 

Рассмотрим в группе Ё(Х) множество У=е|] Х,] []Х,. Множе- 
ство Х,/[] Х, образует свободный алгебраический базис в группе 
в Х.). 
Пусть Т —свободная топология в группе Ё(Х) и Г, — максималь- 
ная топология в абстрактной группе Ё(Х), индуцирующая заданную 
топологию на множестве У. Тогда Т, > Т. 

С другой стороны, топология Т, будет индуцировать заданную 
топологию на множестве Х, и на множестве Х,. Так как, кроме того, 
множества Х, и Х, открыты и замкнуты во множестве Х относительно 
топологии Т, а потому и относительно топологии Т,, то топология Т, 
будет индуциривать заданную топологию на всем множестве Х. Сле- 
довательно, Т, <Т, а потому Т, =Т, т. е. У — свободный базис группы 


Е(Х). 
Ввиду замкнутости множества Х,}|]Х, в группе Ё(Х), е есть 


изолированная точка пространства У. 
Итак, всякое не связное пространство Х Е-эквивалентно (а следо- 


вательно, и А-эквивалентно) некоторому пространству У, содержаще- 
му, по крайней мере, одну изолированную точку. Поэтому, если про- 
странство Х само не содержит изолированных точек, то существует 
всегда пространство, Е-эквивалентниое (А-эквивалентное), но не гомео- 
морфиое пространству Х. 

Далее, 


и. аналогично, 
А(Х)= А, (ХЦ Х,), 

т. ©. свободные (свободные абелевы) топологические группы не связных 

пространств являются свободными, (свободными абелевыми) топологиче- 


скими группами и в смысле Маркова. 
Если, например, пространства Х, и Х, гомеоморфны отрезку пря- 


мой, то пусть |, — граничная, а |, — внутренняя точка пространства Хе. 
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Тогда пространства Х,}, (1 Х, и Х}], |] Х, не гомеоморфны, ибо первое 
из них гомеоморфно отрезку, а второе имеет вид буквы Т, но 

Е, (Х,}, 0 Х.) = Е, (Хх, 0Х,) и А, (ХХ, =А, (ХЦ Х,). 
Следовательно, существуют Е,-эквивалентные (А,-эквивилентные), но 
не гомеоморфные пространства. 

В связи с отрицательным решением проблем Маркова возникает 
задача описания классов эквивалентных пространств, и в первую оче- 
редь— нахождения топологических свойств, инвариантных для классов 
эквивалентных пространств, т. е. таких свойств, выполнимость кото- 
рых для одного пространства влечет их выполнимость для всех про- 
етранств, эквивалентных данному. 


$ 6. Связноеть. Аксиомы ечетноети 


А) Если пространство Х связно, то группы Е(Х) и А(Х) связны, 
и обратно. 

Доказательство. Пусть Х — связное пространство и пусть 
5 —компонента единицы в группе ЁЕ(Х). 

Множество 5 содержит множество Х образующих группы Е(Х}, 
а потому, будучи подгруппой, оно содержит все элементы груцпы 
Е(Х). Следовательно, $5 =Е(Х). 

Обратно, если пространство Х не связно, то, по доказанному в$5, 
группа Ё(Х) — свободная топологическая в смысле Маркова, а потому 
не связна. 

Доказательство нашего утверждения для группы А(Х) дословно 
то же. 

На основании результатов $ 5, заключаем: 

Свободная (свободная абелева) топологическая группа является 
свободной (свободной абелевой) топологической группой в смысле Мар- 
кова тогда ч только тогда, если эта группа не связная. 

В) Если пространство Х распадается на сумму п-+1 попарно 
не пересекающихся областей (п>1), и 9—компонента нуля в группе 
А(Х), то ранг абстрактной группы А(Х)/5 не меньше п. 

Доказательство. Имеем: Х=Х, (] Х,(]... Хь, где Х, — по- 
парно не пересекающиеся области и нулевой элемент группы А(Х) со- 
держится в Х,. Отображение пространства Х в группу линейных форм 


С, = {с} + тех + {с}, 
переводящее точки из Х, в нуль, а все точки из Х,—в с, (&=1,..., п), 
можно продолжить до непрерывного гомоморфизма группы А(Х) на С». 

Если С — ядро гомоморфигма, то А(Х)/С == С,. С другой стороны, 
так как С — открытая подгруппа, имеем 5СС, откуда следует утвер- 
ждение В). 

Отметим, что если все Х,(=0, 1,...,п) связны, то 5=С, а 
потому А(Х)/5 — дискретная группа линейных форм ранга п. В са- 
мом деле, компонента 5 в этом случае содержит множества Х,‚—Х, 
(1—0, 1,..., п), а потому и все элементы подгруппы С, т. е. б2С. 
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Из утверждений А) и В) вытекает 


ТЕОРЕМА 3. Если пространство Х есть сумма п (п > 1) попар- 
но не пересекающихся связных областей, то всякое пространство, 


А-эквивалентное пространству Х, есть также сумма п попарно не 
пересекающихся связных областей. 


ЛЕММА 6.41. Если Х—вполне регулярное пространство, то мно- 
эжество элементов и; в группе А(Х): 


и, = 2 (т, — у), и, = 2* (2,—Ув), --., и = 2" (57, — Ув), --., (1) 


где т,, У, Л,, У, ..., Ти, У,...— попарно различные элементы из 
Х\\0, не может иметь нулевой элемент группы А(Х) своей предель- 
ной точкой. 


Доказательство. Определим на Х индуктивно последова- 
тельность непрерывных функций }, (1 =1, 2,...) со следующими свой- 
ствами: значения функции } не превышают по абсолютной величине 


4 5 с 
э:; | переводит в нуль точки 0, 2,, у; (]=1,...,5—1) и точку у; 


1 
} (1) = э:, где знак выбирается тот же, что и знак выражения 
1-1 


У! (11 (2) — 1, (4,)). (Для } знак ],(2,) выбирается произвольно). Рас- 
[1—1 
Я тогда функцию 

я) =Ь (2) -+Ь@® + (+... (2ЕХ). 


Функция | непрерывна на пространстве Х, и при естественном 
продолжении непрерывного отображения | пространства Х до непре- 
рывного гомоморфизма 7 группы А(Х) в аддитивную группу дейст- 
вительных чисел имеем 

со 
Ршд= 2 У (а) — (у) = 


1=1 
1—4 


=2'| У, (К (=) — 1 (9:)) + 11 (2) [> 2 (да (@=1,2,...). 
1—1 
Так как, с другой стороны, 7(0)=0, точка 0 не может быть пре- 
дельной для множества точек и, (1=1, 2, ...). 
С) Если пространство Х не дискретно, в группах А (Х) и Г(Х) 
не имеет места первая аксиома счетности. 


Доказательство. Так как группа А(Х) есть фактор-группа 
труппы Е(Х), то утверждение достаточно доказать для группы А(Х). 

В пространстве Х существует такая точка х, что любая ее окрест- 
ность в Х содержит бесконечное множество . точек. 

Предположим, что в группе А(Х) существует счетный базис 
окрестностей нуля 0,, 0.,..., Пь. 
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В пространстве Х найдутся такие окрестности Т,, И., ...ИЬ ... 
точки х, что 


ВУ, ЕО п. 


Мы можем выбрать в Х систему попарно различных точек %х;, 
у, (=1, 2,...) такую, что х, У, ЕУ‚. Тогда система точек и; = 21 (5, — у;) 
имеет нуль предельной точкой, что противоречит доказанной лемме. 
Утверждение С) доказано. 

Покажем теперь, что локальная компактность и выполнимость 
аксиом счетности (даже рассмотренные совместно) не являются инва- 
риантиыми свойствами классов Е-эквивалентных, а следовательно, и 
А-эквивалентных пространств. 

Рассмотрим на плоскости множесгво Х точек т,;; с декартовыми 


оба : 
координатами 5, —= (2 =.0, 1, 24...; ]=1, 2,...) вместе с предельными 


точками 2,(1, 0). Обозначим через Х; множество точек из Х с абецис- 
‹ами, равными # (:=0, 1, 2, ...). Тогда 


Ха. Ша их 
Рассмотрим в группе Ё(Х), где х. =е, множество 
ос ет 


Множество У`\\е образует свободный алгебраический базис группы 
Е(Х). 

С другой стороны, максимальная топология в абстрактной группе 
Г(Х), индуцирующая заданную на У, индуцирует также первоначально 
заданную топологию на множествах Х,‚ а потому и на всем множе- 
стве Х. Следовательно, в силу тех же соображений, чтоив $5, У 
есть свободный топологический базис в группе Ё(Х). 

Покажем, что в точке еЕУ не выполняется первая аксиома счет- 
ности. | 

Предположим, что в У существует счетный базис окрестностей 


точки е:0,, П0,,... Для каждого & найдется такой индекс ], что 
т: 60:. Определим на Х функцию }: пусть } =0 в точках х; и 
в точках 1х (Е >]; #=0, 1, 2,...)} и пусть }=1 в остальных точ- 


ках из Х. Функция [| непрерывна на Х. 


— 
Если } — естественное продолжение } до гомоморфизма группы 
Г (Х) в аддитивную группу действительных чисел, то 


(аа) = (а) (а =1. 
Поэтому точка е не может быть предельной для множества точек 
рт,‘ что противоречит сделанному предположению. 
Покажем теперь, что точна е не обладает окрестностью в У 
< компактным замыканием. 
Пусть 0 — произвольная окрестность точки ев У. Для каждого 
& найдется такой индекс ],, что хр‘ 60. Определим на Х непрерыв- 
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ОЕ Я И НА ЕР М, 


ную функцию }: пусть }=0 в точках 2, и в точках ху и. 
2—0, 6 оду (ад Орле о ИО ь). 

Если {— естественное продолжение | до гомоморфизма групны 
# (Х) в аддитивную группу действительных чисел, то 


я — 


А п , . 
(яя) =] (т) —] (2) =. 
Поэтому множество точек х;лг' дискретно и замкнуто в У, а сле- 


Довательно, множество ( не компактно. 


Глава вторая 


Свободные топологические группы бикомпактных пространетв 


$ 7. Свободная топология в группах 


ММА 7. 1. Пусть М., М,, ..., М, — произвольные множества в 
топологической группе С. Тогда естественное отображение } тополо- 
гического произведения М множеств М., М,, ..., М, на множество 
М, - М, --: Мл группы С непрерывно. 

В самом деле, пусть аЕМ; (1=1,2,...,п) и О, — произвольная 
окрестность элемента а=а,а, .-. а, во множестве М, - М, -- - М. 

Существуют такие окрестности Ио; элементов а; в М; (&=1,..., п), 
что Уд, > Гы - > Уаз О. Но тогда отображение | переводит окрест- 
ность (Уа,, Га» -.., Иов) элемента (а, а.,.... @.) из М внутрь О., 


что и доказывает непрерывность отображения {. 

Так как топологическое произведение бикомпактных пространств 
бикомнактно и непрерывный образ бикомпактного пространства есть 
бикомпактное пространство, то ‘произведение конечного числа биком- 
пактных множеств в топологической группе С бикомпактно и, следо- 
вательно, замкнуто в С. 

Пусть Х — произвольнее бикомпактное пространство. Рассмотрим 
группу Ё(Х). Обозначим через Ё,„=Ё„(Х) множество элементов груп- 
пы Р(Х) длины не большей ‘чем п относительно базиса Х\\е. В част- 
ности, 

дет ло 
Так как каждое множество Ё„ есть произведение п бикомпактных 
множеств Х [] Х\*, то все множества Е, бикомпактны. 

Легко видеть также, что любая топология в абстрактной группе 
Е(Х), индуцирующая заданную топологию на Х, определяет одну и 
ту же топологию на Ё„ (п=1, 2, ...). 

Следующая теорема дает полное описание топологии в группе 
ПХ 

ТЕОРЕМА 4. Ёсли Х —бикомпактное пространство, то множе- 
ство И в группе Е(Х) открыто тогда и только тогда, если все мно- 
эжества У. =У ПЕ, открыты в Г, (п=1, 2, ...). 

Доказательство. Если Г — произвольное открытое множество 
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в группе Ё(Х), то множества У, =7 [|] ЕР, открыты в Ё; (п =1,2,...). 
Требуется показать, что справедливо и обратное утверждение. 

Рассмотрим совокупность всех множеств И в группе Ё(Х) таких, 
что множества У. =И ПЕ, открыты в РЕ, (п=1,2,...). Покажем, что 
для этой системы множеств У справедливы аксиомы открытых мно- 
жеств в топологической группе. 

Прежде всего, для системы {У} справедливы аксиомы окрестностей 
топологического пространства: 

1) для любых двух элементов а и $ из Е (Х) найдется множество У 
системы такое, что аЕЙ, но ФЕЙ; 

2) для всяких двух множеств У, и У, системы, содержащих элемент а 
из Р(Х), Г, ПУ, также принадлежит системе. 

Пусть теперь У — произвольное множество системы, а и 6 — два 
элемента из Р(Х) длины, не превышающей некоторого целого числа й, 
и пусть а *ЕТ. Покажем, что в системе {У} найдутся такие два мно- 
жества ( (а) и 0 (6), что 

аЕ0 (@), 6Е0 (6), 0(а)-С (СР. 

Множество У», открыто в Ё,,, следовательно, Ук =У’ГЁ,, где 

У’— открытое множество в Ё(Х). Существуют поэтому такие окрест- 


ности 0, и 0, элементов а и 6, что ПИ. -ПОь СУ’. Положим теперь 
И, (а) = ПЕк и Ик(В)=О,ПЕь. 
Множества И, (4) и 0,(5) открыты в Ё,, содержат соответственно 
элементы а и ф и, очевидно, 
Оь(а) бк). 

Будем теперь последовательно строить множества И; (а) и 1; (6) 
(=, АН 1,...) со следующими свойствами: 

а) аЕ0, (а), БЕ: (6); 

Ь) 0; (а), 0, (6) СЕ, и открыты в Ё;; 

с) (И; (а) 0; (а), И,(6)с0:(6) при 1<8 

4) О: (а) - И, (6) Уы. 

Пусть уже построены множества (,(а) и 0,(6) с индексами 
1=КК-1,..., п, удовлетворяющие условиям а), Ъ)}, с), 4). Построим 
множества И», (а) и О„,, (6). Рассмотрим множество 

Ф=0, (а) "(Ри У ть) Он (0). 


Оно бикомпактно и не содержит е (если У,„..=Ё,„.., то мы считаем Ф 


пустым множеством): если бы было е=из си», где 


и, ЕП» (а), Е Иа ив Оп (5), 


го 


п’ 
О ЧлЙв < и с ет 


зто невозможно. Существует поэтому окрестность единицы (/, в групие 
Р(Х) такая, что 


(0 Ех). 
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Рассмотрим множества 
а (а) и (И (а) г А и а (5) == (0, (5) й О. 


Эти множеслва удовлетворяют условиям а), }), с). Покажем, что они 
удовлетворяют также условию 0). 
Так как 
Ол (а) ЕО, (а) Х РВ 
то 


и, (@ СО» (а) - (б.ПЕш.„,) Е 0, (а) -0. 


и, аналогично, 


бы (5) ба (5) Е т, 
а потому 
п... @)-0,. 0) "С0,м 0. 0. 0.00 5):0.0)! 
м, кроме того, 


аь На 
Ро (а) ь О (5) Ри 
Если бы существовал элемент 


ОО ОП. Ты, 
70 Т== итуи, \, где 


и, ЕО, (а), УЕЕР(Х)\Ф, шЕО»„(Ь. 
Но тогда у= или ЕФ, что невозможно. Следовательно, 
Па) ить 


п выполнимость условия 4) для множеств И„., (а) и О».,(6) доказана. 
Образуем теперь множества 


И @)=0 0, (а) п 9-0 0), (5). 


Легко видеть, что множества И (а) и 0 (5) принадлежат системе {И} 
и что 


И (9-5 Си. 


Таким образом, система множеств {У} определяет некоторую 
топологизапйю абстрактной группы Ё(Х), при которой множества У 
открыты. Так как эта топологизация индуцирует во множествах Ё, 
и, в частности, во множестве ЕЁ, =Х]Х`' первоначальную топологию, 
то она совпадает со свободной топологией группы Ё (Х). Следовательно, 
множества системы {7} открыты в группе Ё(Х), и теорема доказана. 

` Обозначим через А„=А,„(Х) множество элементов группы А(Х) 
длины не большей чем п относительно базиса Х\\0 (п=1,2,...). 

Если Х— бикомпактное пространство, то множества А, биком- 
пактны и любая топология в абстрактной группе А (Х), индуцирующая 
заданную топологию на Х, определяет одну и ту же топологию 
за (п 1,0, .), 
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Далее, имеет место 

ТЕОРЕМА 4’. Если Х —бикомпактное пространство, то мно- 
эжество У в группе А(Х) открыто тогда и только тогда, если все 
‘множества Т„=УГ[] А, открыты в А» (п=1,2,...). 

Доказательство этой теоремы проводится дословно так же, 
как и доказательство теоремы 4. 

_ Из теорем 4 и 4’ вытекает 

Следствие. Если Х — бикомпактное пространство, то мнио- 
эжество РСЁ(Х) замкнуто в Е(Х) тогда и только тогда, если мно- 
эжества Р„=РГ] Е, замкнуты в Е, (п=1,2,...); аналогично, множе- 
ство РСА(Х) замкнуто в А(Х) тогда и только тогда, если мноме- 
ства Р,„=Р’Г] А, замкнуты в А, (п=1,2....). 

ТЕОРЕМА 5. Если Х— бикомпактное пространство, то группы 
Р(Х) в А(Х) нормальны. 

Доказательство. Пусть Ри О— замкнутые множества в группе 
Е(Х) без общих точек. Положим 


РЕРИЕ, ‘О=ОПЕ, чак 
Пространства Ё;, будучи бикомпактными, пормальны. Поэтому в про- 
странстве ЁР, найдутся открытые множества (, и У, такие, что 
РС ОЙ Шо ГР 
Пусть уже построены множества (,, У, (Е=1,...,п) такие, что 
1. От. С Еь открыты в Ё; и О;[]У,=А; 
2. )СОь У,СУ, при < в; 
3. РЕЙ, .0:СУ... 
Множества И„|]Р,,, и У,[]0,.: замкнуты в Е,.. и не имеют общих 


точек. В качестве И, и !,,, возьмем тогда открытые множества в Д 
такие, что 


((„ О = (Па =А. 
Положим теперь 


п 


[>22 
а И. 
1 2—1 
По теореме 4, множества И и У открыты. Кроме того, ВС 0, ОСИ 
и ОПУ=А. Теорема доказана для Ё(Х). Нормальность группы А(Х) 
доказывастся дословно так же. 


$ 8. Полнота евободных топологичееких групп 


Тонологическая группа полна в смысле \УМей’я ($), если любая 
сходящаяся * центрированная система замкнутых множеств в групне 
имеет непустое пересечение. 


* Система множеств {Фа} п’ топологической группе называется сходящейся., 


если для любой окрестности единицы И найдутся элемент х группы и множество 
Ф, системы такие, что и О. 
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— 


ТЕОРЕМА 6. Если Х — бикомпактное пространство, то группы 
Е(Х) в А(Х) полны в смысле Ией?я. 

Доказательсгво. Предположим, что для некоторого биком- 
пактного пространства Х группа Ё(Х) не полная. Тогда в этой группе 
существует сходящаяся центрированная система замкнутых множеств 
{Ф.}, пересечение которых пусто. Мы можем предположить, что пере- 
сечение любого конечного числа множеств системы само принадлежит 
этой системе. 

Если Г,„— множество элементов группы Ё(Х) длины не большей 
чем п относительно Х\\е, то система множеств {ЁЕ,„[]Ф.} не может быть 
центрированной ни для одного значения и: в противном случае, ввиду 
бикомпактности множества Ё„, эта система имела бы не пустое пере- 
сечение. Следовательно, для некоторого индекса а, будет 


ИФ, = А Пер, ... 

Будем строить последовательность множеств (/, (1=1,2,...} 
в группе Ё(Х), обладающих следующими свойствами: 

а) множество (И, содержит единицу группы Ё(Х); 

Ь) О;СЁЕ,; и 0; открыто в Е; 

6) И;ЕИ, при }<8 

9) Е; -ПИ:ПФ.»,=А} при }<1. 

Заметим, что если М и №-— два замкнутых множества в тополо- 


гической группе С, причем множество М бикомпактно и МГ] М=А, 
то найдется такая окрестность единицы ( в группе С, что 


М-ОПМ=А. 


В самом деле, для каждого элемента т из М найдется такая окреет- 
ность единицы П (т) в С, что 


т - 0*(т)ПИ=А. 
Так как множество М бикомпактно и 


ме |) т. (т), 


тЕМ 
то 
ть 
Ме |] т, . 0 (т), 
1=1 
где т.,..., т, — некоторая конечная система элементов из М. 


т 
Достаточно тогда положить 0 = [] 0 (т,). 
1—1 


Ввиду сделанного замечания и регулярности группового простран- 


1 
ства, найдется такая окрестность единицы 106 и. что 
1 
Е, 002 ПФ,, = А. 


1 
Положим тогда И, =02ПЕ,. Очевидно, условия а), Ъ), с) и 9) выпол- 


няются для множества А. 
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Пусть уже построены множества (,,...,И„, удовлетворяющие 
условиям а), Ь), с) и 4). Построим множество Ив... 
В силу условия 4), имеем 


И. 0.П®..=А при #=%42,..., п; 


далее, очевидно, что 


Рлль * ОП Феи) А. 
Найдется поэтому, ввиду бикомпактности множеств Ё, - 0, 
(:=1,2,..., 14-1), такая окрестность У единицы в группе РЁ (Х), что 


РТ - "ПФ. =А при ё=1,2,..., п-+- 1. 
Положим тогда 
бы ИЕ 
Так как 
ео. ГО, 


то множество („,, удовлетворяет условию 4); выполнимость условий 
а), Ь) и с) для („., очевидна. 
[®®) 
Образуем теперь множество 0 = |) 0;. По теореме 4, это множе- 


1=1 
ство открыто в группе Ё(Х) и, в силу условия 4), имеем 


Е, 0ПФ.,=А (5: 2.) 


Ввиду сходимости системы множеств {Ф.}, найдутся множество Ф. 
системы и элемент х группы Ё(Х) такие, что Ф. С 20. 
Если п— длина элемента х относительно базиса Х`\\е группы Е (Х), 
то ХЕР,, а потому 
хор Фи 
и, следовательно, 


Ф.П Фи, =А 


42п ) 
что невозможно. 

Итак, наше предположение о том, что система множеств {Ф.} имеет 
пустое пересечение, неверно. Тем самым, для група Ё(Х) теорема до- 
казана. 

Доказательство теоремы для групп А(Х) дословно то же. 

На основании теоремы 6, мы покажем теперь, что существуют 
полные в смысле \ей’я, но не локально бикомпактные топологизацииа 
аддитивной группы целых чисел. 


` Рассмотрим для этого произвольное счетное бикомпактное мно- 
жество 


а С ше 
и образуем группу А(Х), фиксируя во множестве Х точку х. Положив 


а, =п| (п=2,3,...), рассмотрим подгруппу О группы А(Х), алге». 
браически порождаемую элементами множества 


У = {у,, уз, т, У», о 
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где 
Уз=а мт, (п=2,3,...). 
Покажем, что подгруппа О) дискретна и замкнута в группе А(Х). 


В самом деле, если длина элемента ДЕД относительно базиса 
Х`\1 группы А(Х) не превосходит числа п и 


4=т, у, т, у, +... фт: у, 


— несократимая запись элемента 4 относительно базиса У группы Р, 


где т,, т,,..., т, — целочисленные коэффициенты и д<а<... < 4, 
то 


а= (та, +... фт, а), —т хи... —т, 8, 


откуда заключаем: 


г<п, |т,|+{... +|т,|<пти [та +... фт, а, |< п. 
Но тогда 
а, < | тьаа, | < | таа +... фт, ца, |+т< (т, |+... +|т, |) а. +”, 
‚а потому 
а: 
а, < п (а |1), а ЕС < п, 


откуда #. <п-+1. 

Следовательно, множества ШО [`| А, конечны при п=1,2,..., апотому, 
в силу теоремы 4’, подгруппа О дискретна и замкнута в группе А (Х), 

Рассмотрим теперь фактор-группу А(Х)/р. Как абстрактная 
группа, она изоморфна аддитивной группе целых чисел. 

С другой стороны, эта группа, будучи локально изоморфной 
полной и не локально бикомпактной группе А(Х), сама полна и не 
локально бикомпактна. 

Отметим также, что определенная нами группа А(Х)/О, как 
и исходная группа А(Х), не удовлетворяет первой аксиоме счетности. 

Далее, так как всякая полная группа замкнута в любой содер- 
жащей ее топологической группе, то группа А(Х)/О не может быть 
погружена в локально-бикомпактную группу. 


5 9. Свободные базисы 


ЛЕММА 9.1. Если Х— нормальное, но не компактное* простран- 
ство, то группа Е(Х) (группа А(Х)) не может содержать компакт- 
ного множества У, которое являлось бы алгебраической системой об ра- 
зующих в этой группе. 

Доказательство. Пусть У — произвольное множество образу- 
ющих в группе Ё(Х). В пространстве Х найдется последовательность 
точек х,, 1,,...,2,,..., отличных от е, не имеющая предельной. 


* Компактность пространства понимается здесь в том смысле, что всякое 
подмножество счетной мощности обладает предельной точкой. 


6 Известия АН, серия математическая, № 3 
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Пусть у;— такой элемент из У, что суммарная степень, с которой 
входит в запись у,, как слова относительно Х`\е, элемент х;, отлична 


от нуля (:=41,2,...), Такой элемент всегда найдется, ибо У есть 
система образующих в группе Ё(Х). 

Пусть в запись элемента у,, кроме х,, входят элементы #11, 815, --.-› т; 
из Х\е. 

Мы можем, как легко проверить, выбрать такую подпоследова- 
тельность 2х, Фк,,..., ии» .-., ЧТО в запись каждого элемента ук, как 


слова относительно Х`\е, не входят элементы тк, при 98 

Не нарушая общности, можно предположить, что этим свойством 
обладает сама последовательность х,, х,,..., 2, ... 

Выберем окрестности И; точек х; в Х так, чтобы было 


еЕЙ; и (ПО; =А. (&1=4,2,...; 1-Е]. 
Положим 
со со 
ФЕ 000 0. 
21 21 
Множество Ф замкнуто в пространстве Х и не содержит точек 2;. Так 
как множество {%,,1:,...,2,,...} замкнуто, то, ввиду нормальности 
пространства Х, существуют непересекающиеся открытые множества 
Г и М в Х такие, что {[л,х,,-5., 1... СО. и ФСИ. 


Выберем теперь такие окрестности У; точек х, что УС ИО. 
Покажем, что для любой подпоследовательности п,,П,,..., Пь..- 
индексов будет 


В самом деле, 


НИ 
2-1 


т=1 


со со Р ее 
С другой стороны, если Е []Ул,, то $6] 0О,, но хЕФ, а потому 
1=1 1=1 


со 
ЕЦ О:. Следовательно, как легко видеть, ФЕЙ», для некоторого К. 
= 


А (®.>] 
Так как открытое множество И», `\\ Ил, не пересекается с |) Ул, 
#1 


тохе0»_, `\\ И)» а потому 26 Г», откуда заключаем, что 


У: Г У. 
4 1=1 


(а: 


Построим теперь непрерывную функцию | на Х следующим обра- 


[®.=) 
зом. Положим ] равной нулю на множестве Х`\\ |] У, =Ф.. В частно- 
р 
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сти, функция } равна нулю на множествах У, У, =Ф, (#=1, 2, ов 
На множестве Г, можно определить непрерывную функцию, равную 
нулю на Ф, и в тех точках из &, которые принадлежат У, и равную 


единице в точке 2,. Это продолжение функции ] внутрь И, также обо- 
значим через }. 

Если функция } уже продолжена внутрь Г,...,И_› то в каче- 
стве ее продолжения внутрь У, берем непрерывную функцию, равную 


нулю на Ф, и в тех точках &;, {< п, которые принадлежат У», и равную 
в=т-Е >> | 6,1 (1;)| 
7 


в точке ях,. Здесь 6,,— суммарная степень, с которой в запись эле- 
мента у„ входит элемент #,;}, и сумма распространена по всем тем 
индексам ], при которых ё„;ЕФ, []У, |]... ПТ. 

Определенная так на всем пространстве Х функция } непрерывна. 
В самом деле, любая точка хЕХ содержится или в открытом мно- 
жестве 


ых 0: 


или в в одном из И‚, или, наконец, если ХЕФ,, внутри открытого 
множества 
ХУ, =х\ ПГ, 
РЕ Е 
Но в каждом таком открытом множестве функция } непрерывна. 
Мы можем теперь продолжить непрерывное отображение | про- 


странства Х до непрерывного гомоморфизма { группы Ё(Х) в адди- 
тивную группу действительных чисел. Из свойств последовательности 
слов у; и функции } заключаем, что 


о 


Следовательно, множество элементов у, У., ..., У,, ... не может иметь 
предельной точки в пространстве группы Ё(Х), а потому множество 
У не компактно, что и требовалось доказать. ! 

Доказательство леммы для группы А(Х) проводится дословно 
так же. 

ТЕОРЕМА 7. Пространство, Е-эквивалентиое (А-эквивалентное) 
бикомпактному, бикомпактно; пространство, Ё-эквивалентное (А-эквива- 
лентное) компакту (т. е. бикомпактному пространству со второй 
аксиомой счетности), есть компакт. 

Если Х и У—0ва бикомпактных свободных базиса в свободной 
(свободной абелевой) топологической группе, то элементы одного из них 
записываются в виде слов относительно другого ограниченной в с060- 


купности длины. 
6* 
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Доказательство. Пусть Х —бикомпактное пространство. По 
теореме 5, группа Ё(Х) нормальна. 

Пусть У — произвольный свободный базис в группе Ё(Х). Мы 
можем считать, что Ё(Х) = (У). 

Множество‘ У, будучи замкнутым в группе Е(Х), нормально. 
Так как множество Х компактно, то в силу леммы 9.1, множество У 
должно быть компактным. Если бы множество У содержало систему 
слов относительно Хе 

У:, У.,..., Уп» о ы 
неограниченно возрастающей длины, то последняя, в силу теоремы 4, 
была бы дискретным и замкнутым множеством в группе Е(Х), что 
противоречило бы компактности пространства У. 

Итак, все элементы из Ур— слова ограниченной в совокупности 
длины относительно Х. Поэтому УС Ё,(Х) для достаточно большого 
индекса п. 

Как замкнутое подпространство бикомпактного пространства ЕЁ, (Х), 
пространство У — бикомпактно. 

Наконец, если пространство Х есть компакт, то для любого 
индекса п пространство Ё„(Х), будучи, в силу леммы 7.1, непрерыв- 
ным образом компакта, само есть компакт. Поэтому пространство У, 
содержащееся в некотором Ё„(Х), есть компакт. 

Те же рассуждения имеют место и для группы А(Х). 

Примечание. Л. С. Понтрягин указал автору на следующую 
связь между эквивалентными бикомпактными пространствами. Пусть 
Хи Ур— два таких бикомпактных пространства, что их свободные 
топологические в смысле Маркова группы совпадают, Р, (Х) =ЁР, (У), 
и пусть С — произвольная топологическая группа. Любое непрерывное 
отображение пространства Х (пространства У) в пространство 
группы С может быть однозначно продолжено до непрерывного 
гомоморфизма всей группы РЁ, (Х) =Р, (У) в группу С. 

В силу этого, между непрерывными отображениями простран- 
ства Х и пространства У в группу С можно установить взаимно 
однозначное соответствие. Это соответствие таково, что при непре- 
рывной деформации отображения пространства Х соответствующее 
отображение пространства У также испытывает непрерывную дефор- 
мацию и наоборот... 

Подобное обстоятельство не имеет места, если, например, про- 
странства Х и У гомеоморфны соответственно отрезку и окружности, 
а С— группа вращений окружности, пространство которой гомеоморфно 
окружности. Следовательно, отрезок и окружность не Р,-эквива- 
лентны. Отсюда вытекает, что эти пространства также не К-эквива- 
лентны. 

$ 10. Размерноети свободных базиеов 

ТЕОРЕМА 8. Если Х — компакт и У — произвольный свободный 
базис в А(Х), то размерности пространств Х и У совпадают: 

д1т Х = дио7. 
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Доказательство. Пространство Х метризуемо. Пусть р, — ка- 
кая-нибудь метрика в пространстве Х и рх — ее продолжение на всю 
абстрактную группу А(Х), описанное в доказательстве теоремы 4. 
Как было отмечено выше ($ 7), метрика рх Должна индуцировать 
в каждом множестве 4;(Х) слов длины, не большей чем г, относительно 
Х \\ 0 первоначально заданную топологию. 

Наряду с метрикой ру рассмотрим аналогично построенную метри- 
КУ Ру. 

Пусть 411 Х> п. Рассмотрим множество 5, (Х) точек х из Х, для 
которых 41т,Х > п. Если 56, (Х), то [см. (*)] 


ат, и (Х) = т, Х > п. 
всюду плотное множество точек х, для которых фт, Х’> п. 

В силу теоремы 7, элементы из У записываются как слова огра- 
ниченной в совокупности длины относительно Х`\ 0, и элементы из Х 
записываются как слова ограниченной в совокупности длины отно- 
сительно У\\ 0. 

В дальнейшем число различных элементов из Х, входящих в несо- 
кратимую запись элемента аЕ А(Х) относительно Х`\ 0, будем назы- 
вать размерностью этого элемента относительно Х. 

Пусть хЕХ’” есть элемент наибольшей длины в Х’ относительно 
У`\ 0, а среди. элементов наибольшей длины в Х’ имеет наибольшую 
размерность. Пусть 

т=а,у, + а,у, +... Гакуь, у: ЕУ 0, 
— несократимая запись элемента х относительно базиса У`\ 0. Тогда 
найдется такое число <, что 
шли (ру (Уз, У;), Ру (Уь 0); Г, ]=4,..., ЮЗ Е) > Зе. 

Рассмотрим в пространстве Х’ окрестность 2 (2) * элемента х. 

Если т. 602 (2) и если Х и, — записи элементов хи 4х, относи- 
тельно У 0, реализующие ру (х, х,) и выписанные одна под другой, 
то при составлении, как и в доказательстве теоремы 1, последователь- 
ностей столбцов из элементов этих записей, может, очевидно, иметь 
место лишь случай 3 (стр. 285). Ввиду этого, множество 02 (2) содержит 
лишь такие элементы из Х’, в несократимую запись которых отно- 
сительно У`\\ 0 входят по крайней мере | а^| элементов из <-окрестно- 
сти 0 (у:;) элемента у; в У и притом с тем же знаком, с каким у; 
входит в запись элемента х (:=1,..., №). Так как последние окрест- 
ности не пересекаются, то, ввиду специального выбора элемента х, 
мы заключаем, что 


й, са, би. О ра. (). ** 


* Через в мы обозпачаем =-окрестности относительно метрики р, через 


ИУ — з-окрестности относительно метрики ру. 
[5 й 
** В этом параграфе через а. М (а — целое число, М— подмножество в группе 


А(Х)) мы обозначаем совокупность элементов ат, тЕМ. 
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Если 2, 602 (1), то обозначим через },(2,) тот элемент из У\\0 


, р у 
в записи элемента т, относительно У \\ 0, который содержится в Ц: (У!) 
Из свойств метрики р, и специального выбора числа е легко 


У 
усмотреть, что для любых двух элементов 2, и х, из (ь (1) 


р; ([ (т,), 7 (х,)) ЗВ, (2. т,) (Е = Ч $ ® Е), (*) 


а потому отображения |, непрерывны. 


Рассмотрим теперь такие элементы х’ в (2 (2), для которых 
элементы |], (5’) имеют максимальную длину относительно Х\ 0, 
а среди последних выберем элемент х,., для которого },(2') имеет 
максимальную размерность относительно Х`\ 0. Тогда элемент }, (21) 


У 
из множества }, (Оз (1)) обладает относительно базиса Х теми же 
свойствами, какими обладал элемент хЕХ’ относительно базиса У. 
Следовательно, как и в том случае, если 


т (*,) = а -- ЕЕ Е и + ок, 1 а» 1: ЕХ № 0, 
— несократймая запись элемента }, (2'} относительно базиса Х`\\ 0, то 
для достаточно малого числа =, имеем, обозначая через И з,-окрест- 


ность элемента }, (2,) относительно метрики рх на множестве }, (7 (=2)): 
тх и. т 
УЕ Г (х.,) +6.. Оз, (+, ,) эро а у 0:, (91 к), 


2 

где (Ре, (х.;) — не содержащие единицы и не пересекающиеся окрестно- 
сти элементов х; в пространстве Х. Кроме того, для любых двух 
элементов у’и У’ из У 


рх (Флл (У), Фл (У”)) < рх(у’, У") 0=1..., №, 


где через Ф; (у) обозначается тот элемент из Х \ 0 в записи элемента 
уУЕТ относительно Х`\ 0, который содержится в р (=, ;). 

Ввиду эквивалентности метрик ру и ру, в пространстве У, найдется 
такое число з, > 0, что з,-окрестность элемента | (х,) стносительно 
метрики р, во множестве 1 (02 (2)) содержится в У. Если еще 
Г (2) с 0;(з), то, ввиду свойства (*), 

1, (Че (1) СУ, 
а потому 


О сы е ао, ее 


НОЕ ь, Пан, а О и 


у 
Рассмотрим теперь вместо элемента х с окрестностью Ос (5) элемент 


’ 


! У 
х, ‹ окрестностью Ис, (<,) и повторим наши рассуждения, рассматривая 
вместо отображения }, отображение },, ит. д. 
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После К аналогичных рассмотрений мы найдем элемент ЕЙ (2), 
число е > 0 и открытые множества У;; в пространстве Х (/=1,..., Ё; 
{:=1,...,К) такие, что: 

-ы у тр 
а) =-окрестность И: (2) элемента х относительно метрики бу в про- 


странстве Х’ содержится в О (1); 
Ь) для некоторых целых чисел 6,; 


1 (0; (т) ев, Ув НЫ, Ув + --- + м Ущь 


причем У;; ПУ;, =А при ] + 7 ’и 0ЕУ,,; 
с) если обозначить через фу (у) тот элемент в записи элемента 
УЕ}, (0У (2)) относительно Х`\ 0, который содержится в У:;, то для 


любых двух элементов у и 'у’ из АА (2)) будет 
рх (Фи (у), Фи (У')) «ру (у, у) Ц=1,...,й9т=А,..., К). 


с + (ПУ 
В силу последнего свойства, отображения Фу; множеств }:(0: (2)) 
в пространство Х непрерывны. Следовательно, отображения ф,; |, мно- 
м 
жества И; (5) в пространство Х непрерывны. 
Пусть У (5) —такая окрестность точки х в пространстве Х’, что 


Ф=У (2)С 02 (2). 


Обозначим через Ф;; множество неподвижных точек отображения 
Ф,;|, множества Ф в пространство Х. Ввиду непрерывности отображе- 
ний Фр}, множества Фу; замкнуты в Ф (]=1,...,Ё; 2=1,..., №). 

Очевидно, далее, что Ф = []Ф;. Так как множество точек х из 
Х’, в которых д1т,Х’> п, всюду плотно в этом пространстве, то 
Ч1т Ф >> п. Поэтому среди множеств Ф;; найдется, по крайней мере, 
одно множество Ф;,„, имеющее размерность не меньшую чем п. 

Так как, далее, при отображении Ф}„;„}, множество Ф;»„ тожде- 
ственно отображается на себя, то }, есть гомеоморфное отображе- 
ние множества Фу» в У. Следовательно, а1т }+, (Ф»„) > п, а потому 
Чт У = п, т. е. дю Х <дшу. 

Меняя теперь ролями пространства Х и У, мы теми`же рассужде- 
ниями показали бы, что 41т У <Чшщ Х, откуда и вытекает утвержде- 


ние теоремы. 


8 11. Свободные топологичеекие группы счетных 
бикомпактных пространств 


В этом параграфе дается полная классификация свободных топо- 
логических групп счетных бикомпактных пространств. 

Отметим прежде всего, что всякое счетное бикомпактное простран- 
ство есть компакт, и в качестве базиса окрестностей такого про- 
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странства можно всегда выбрать счетную систему открытых замкну- 
тых множеств. 

Пусть Х — компакт счетной мощности. Образуем трансфинитную 
строго убывающую последовательность множеств 


Хех ох 


где Х, есть множество предельных точек для Х._1, если а не пре- 
дельное число, и пересечение ‘всех Х, (В < &), если а— предельное 
число. 

Множества Х. замкнуты в Х, и для некоторого порядкового числа 7 
Х, будет конечным множеством. Назовем тогда число у типом, а число 
элементов множества Х.,— индексом множества Х. В дальнейшем тин 
и индекс множества Х будем обозначать соответственно символами 
< (Х) и #(Х). 

ЛЕММА 411.1. Два счетных бикомпактных множества, имеющие 
один и тот же тип и индекс, ривный единице, гомеоморфны. 

Доказательство. Для множеств типа О утверждение леммы 
тривиально. Докажем, согласно принципу трансфинитной индукции, 
справедливость леммы для двух множеств Хи У типа а, предположив, 
что для множеств меньших типов лемма уже доказана. 

Пусть 


Х.= {2}, Т.=4. 
Если а—не предельное число, то число х—1 существует и 


=, ео ба, Торе РВ т 


где последовательность элементов х; сходится к х, а последователь- 
ность элементов у; сходится ку. Во множестве Х найдется базис 
окрестностей точки х, состоящий из открытых и замкнутых множеств 


(7; (1=1,2,...) таких, что 0, 20; при г < уи 0, содержит все эле- 
менты из Х,_:,. кроме элементов х,, т,,...,7,. 
Рассмотрим множества 
Фе = 0: От Феб 


Эти множества открыты и замкнуты в Х. Они имеют, очевидно, еди- 
ничный индекс и тип &—1. Совершенно аналогично определим во 
множестве У систему открытых и замкнутых множеств \; индекса 1 
и типа «—1. Отображая теперь гомеоморфно множество Ф; на мно- 
жество Ч, (1=1,2,...), что возможно в силу индуктивного предпо- 
ложения, и точку х в точку у, мы получим, как легко видеть, гомео- 
морфное отображение множества Х на множество У. 

Если а— предельное число, то найдется возрастающая последова- 
тельность порядковых чисел в, &,,..., 9„,..., имеющая а своим 
ыредельным числом. Тогда пересечение множеств Хо, Ха,, ..., Ха», ... 
содержит лишь точку х, а потому любая окрестность точки х содержит все 
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множества Х., начиная с некоторого #. Найдется поэтому базис 
окрестностей точки д, состоящий из открытых и замкнутых множеств 
0; ((=1,2, ...) таких, что (И, 20; при ё < р, Я: Ха, но 0, Хе. 

Выберем в Х., изолированную точку х, не содержащуюся в (., 
и такую открытую и замкнутую окрестность (И; точки х,, что 


п -ОЬ И: ПО:,, =А, =}. 
Рассмотрим теперь новый базис окрестностей 020,2... точки х, 
где 0; =0Г0:(=1,2, ...). Положим 
© бы ФО 


Каждое множество Ф, открыто, замкнуто и имеет, как легко видеть, 
индекс 1 и тип а, (п=1,2,...). Совершенно аналогично определим 
во множестве У ‘систему открытых и замкнутых множеств Ч, для 
которых 

=: оса, (=, <.) 


Отображая теперь гомеоморфно множество Ф, на множество %,„ 
(п=1,2,...), что возможно в силу индуктивного предположения, 
и точку х в точку у, мы получим, как легко видеть, гомеоморфное 
отображение множества Х на множество У. Лемма доказана. 

Будем обозначать в дальнейшем через с (о, В) натуральную сумму 
порядковых чисел @ и В [("), стр. 73]. 

ЛЕММА 11. 2. Если Х и У — счетные бикомпактные множества 
в топологической группе С, то 


<(Х-У)=о[ч(Х), *(У)]. 


Доказательство леммы мы проведем трансфинитной индук- 
цией по с[*(Х), *(У)]. Лемма очевидна, если 


‹[<(Х), *(У)] =0, 


(К) == (У) =0. 
Предположим, что лемма уже доказана для всех таких множеств 
Х’и У’, что 
[*(Х’), =(У’)] < 1. 
Докажем справедливость леммы для множеств Х и У соответственно 
типов @ и В таких, что с(а, В) =. Будем предполагать, что а + 0 
и В-ЕО0 (если «=0 или В=0, то утверждение леммы очевидно). 

Заметим, что всякое счетное бикомпактное множество есть сумма 
конечного числа замкнутых подмножеств индекса 1 и того же типа, 
что и тип исходного множества. Нам достаточно поэтому рассмотреть 
лишь тот случай, когда #(Х)=#(У)=1.. 

Пусть Х.={2}, У,={уУ} и пусть У— произвольная окрестность 
точки ху во множестве Х.У. Найдутся такие окрестности У, и У, 
точек хи у соответственно во множествах Х иУ, что У, -И,СТ. 
Тогда о 
Х.У`УСА УИС (ХУ) ТОХ = (УИ, 
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Так как *(Х\И,,) < хи *(У\У,) < В, то 
[< (ХМ, < (И < 1 и [< (Х), < (УЗУ,< 1, 
а потому, в силу индуктивного предположения, 
сес ИХ 
и, следовательно, <(Х . У\У) < 1. Поэтому должно быть 
*(Х -У) < 1. 
Так как, с другой стороны, для любого порядкового числа у 
(И, ети О иле, 


то, очевидно, 
<(Х . У) > с(а, В) =1. 


Следовательно, <(Х .У)=у. Лемма доказана. 

ЛЕММА 11.3. Два счетных * бикомпактных множества одногс 
и того же типа Е-эквивалентны. 

Доказательство. В силу леммы 11.1, достаточно показать, 
что всякое множество типа д Е-эквивалентно множеству того же типа, 
имеющему индекс 1. 

Если индекс множества Х равен п, то 


ре О а 


где Х,,..., Х„-— попарно не пересекающиеся замкнутые подмноже- 
ства, причем 
<(ХА=(Х) и ИХ)=1 (=...) п). 
Образуем группу Е(Х). 
Пусть (Х)‹={т;)} (]=1,..., п). Рассмотрим в группе Е(Х) 
множество 
Узда Ха 


Легко проверить, что множество У есть свободный базис в группе РЁ (Х). 

Далее, ‹(У) =*(Х) и #(У) =14. Лемма доказана. 

ЛЕММА 11.4. Пусть «=о\-п, где пр-— конечное целое положи- 
тельное число, у — произвольное (конечное или, счетное) порядковое число ** 
и о — первое бесконечное порядковое число, и пусть В <а. Тогда всякое 
счетное бикомпактное множество типа а Е-эквивалентно множеству 
типа с (<, В) =&4- В. 

Доказательство. Пусть *(Х)=а. Если 8 <, то предпо- 
ложим, что 


1(Х)=1, ° Хо = (2} 


* В дальнейшем рассматриваются лишь бесконечные множества. 
** Мы допускаем и случай, когда у=0, полагая «' =4. 
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и выберем точку УЕХ, Хи и открытую и замкнутую окрестность 
У точки у такую, что ИП (Ху) =А. Тогда Х =0 ОТ, где И =Х\У. 
Если же В=а, то предположим, что 
:(Х)=2 Да, у 


и тогда 

Х=0, 0Т,, 
где О, и И, — непересекающиеся замкнутые. подмножества, причем 
ХЕО,, УЕИ,,. 


Итак, в обоих случаях мы можем представить множество Х как 
сумму двух непересекающихся замкнутых подмножеств 0 и! та- 
ких, что 

Ох (ПИ ыВ и О 5) = 
Пусть 
Е бо - 
— счетный базис окрестностей точки 2, состоящий из открытых и за- 
мкнутых множеств. Положим 


У = 0, О: (2=0, На .. .) 
и образусм счетную систему множеств 
И А о 
2 
Ф. = {2} ОУ, ЧУ, ОУ, Ц --- Уже 4 


:) 


Ф, ={2} ОУ, ОТ, --- 0 Ума И... 


--2 


а ан 2 © и © се в о Фе 9 © 


Эти множества замкнуты в (И, пересечение любых двух из них 
содержит лишь точку х и объединение всех множеств Ф; совпадает 
с 0. Как было установлено в процессе доказательства леммы 11.1, 
можно предположить, что числа х(И;) стремятся к & при возрастании &, 
если я— предельное число, или равны все «—1, если & — не предельное 
число, а тогда 

о 

Занумеруем все точки из У натуральными числами: 

Е УЗ 

Образуем группу Е(Х), фиксируя в Х точку из У и рассмотрим 

в этой группе множество 
ри оо. ао... 


Множество У замкнуто в Ё, а ибо, ввиду сходимости системы мно- 
жеств Ф; к точке х, из всякой последовательности элементов из У 
можно выделить подпоследовательность, сходящуюся к некоторому 
элементу из У. Кроме того, так как У\\е есть свободный алгебраи- 
ческий базис группы ЁЕ(Х) и ХСЁЕ,(У), множество У является сво- 
бодным базисом в группе Р(Х). 
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Так как 
(2: Флуи) =‘ (Ф„)« ул — {у} (п ЕЕ Е 2, ... ), 


то У.ЭТ, а потому 


< (У) > а-Е В = с (а, В). 
Но, с другой стороны, УС Хх" - У, а потому, в силу леммы 14.2, 


т (У) <с (а, В). 
Следовательно, 


т (У) =с (а, 8), 
и лемма доказана. 
Пусть, теперь, у— произвольное порядковое число, конечное или 
счетное. Найдется натуральное число п и порядковое число у > $ 
такие, что 


у=о*. Е раны ав ... Но, 


—— 


п раз 


где В < ®*. На основании леммы 11.4, которую приходится здесь при- 
менить последовательно п раз, заключаем, что множество типа 1 
Е-эквивалентно множеству типа ©*. 

С другой стороны, два счетных бикомпактных множества Хи У 
соответственно типов ®* и ®*, где, например, ву, не могут быть 
Е-эквивалентными. В самом деле, в свободной топологической группе 
Е(У) имеем, на основании леммы 411.2, 


Е. А 


В силу теоремы 7, тип всякого свободного базиса в групие Ё(У) 
должен быть также меньше о#. 

Мы приходим, таким образом, к следующему результату. 

ТЕОРЕМА 9. Свободным топологическим группам счетных биком- 
пактных пространств могут быть поставлены во взаимно однознач- 
ное соответствие порядковые числа (конечные и счетные). Если при 
этом соответствий свободной топологической группе Е соответствует 
число у, то свободными базисами этой группы являются такие и 
только такие множества, типы которых 1 удовлетворяют неравенству 


тео (>07 


Легко видеть, что все рассуждения этого параграфа можно повто- 
рить дословно для свободных абелевых топологических групп. Сле- 
довательно, для свободных абелевых топологических групи счетных 
бикомнактных пространств имеет место теорема, аналогичная тео- 
реме 9. Отсюда следует, в частности, что если Х и У— два счетных 
бикомпактных множества, то из изоморфизма групп А(Х) и А(У) 
вытекает изоморфизм групп /(Х) и Е(У). 
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8 12. Подгруппы свободных тов логических групи 


Пусть множество У в группе Е(Х)[А(Х)| таково*, что У\е есть 
свободное алгебраическое множество, т. е. элементы множества У\е 
не связаны между собой никакими алгебраическими соотношениями, 
кроме тривиальных. 

Будем говорить, что множество У правильно расположено отно- 
сительно базиса Х группы Р(Х)/А(Х)|, если в подгруппе Ру/Ау|, 
алгебраически порождаемой множеством У, нельзя найти последова- 
тельности элементов, длины которых относительно У\\е неограни- 
ченно всзрастают, а длины их относительно Х\\е ограничены в сово- 
купности. 

Из теоремы 7 вытекает, что если Х — бикомпактное пространство 
и Х, — произвольный свободный базис в группе Ё(Х), то множества 
Х и Х, правильно расположены друг относительно друга. Отсюда 
следует, что если множество У правильно расположено относительно Х, 
то оно правильно расположено и относительно любого свободного базиса 
группы Ё(Х). Поэтому в случае бикомпактного пространства Х мы 
можем говорить о правильной расположенности множества У 
в группе Ё(Х). 

Те же соображения имеют место и для группы А(Х). 

ТЕОРЕМА 10. Пусть Х —бикомпактное пространство и У —би- 
компактное подпространство в группе Е(Х)|[А(Х)| такое, что еЕУ 
и У\е есть свободное алгеб раическое множество. Чтобы множество У 
алгеб раически пороэждало замкнутую подгруппу в группе Е(Х)|А(Х)| 
и было свободным топологическим базисом в этой подгруппе, необто- 
димо и достаточно, чтобы У было правильно расположено в группе 
Е (Х) [А(Х)/. 

Доказательство. Пусть множество У неправильно распо- 
ложено в группе Ё(Х). Тогда для некоторого числа п в подгруппе Ру, 
алгобраически порождаемой множеством У, существует последователь- 
ность элементов неограниченно растущей длины относительно У\е 
и длины п относительно Х`\\е. 

Если бы подгруппа ЁРу была замкнутой в Ё(Х), а множество У 
было свободным базисом в Ру, то эта последовательность элементсв, 
ввиду теоремы 4, была бы замкнутым и дискретным подмножеством 
в Е(Х), что невозможно, ибо она содержится в бикомпактном мно- 
жестве РЁ, элементов из Е(Х) длины, не превосходящей числа п 
относительно Х\е. 

Предположим теперь, что множество У правильно расположено 
в грушпе Е (Х). 

Обозначим через ЕУ множество элементов в группе Ёу длины, не 
превышающей числа # относительно 12...) 


+ Ради простоты формулировок мы предполагаем здесь, что А (Х)— мультинли- 


кативная группа. 
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Ввиду правильной расположенности множества У, для любого 
К =1,2,... последовательность множеств 


у у у 
Е, ПР.СР, ПЕС... СР: ПЕС -.- 
должна стабилизироваться на конечном шаге, т. е. для некоторого 
индекса п, будет 


Еу П Е = Ел, ПЕ, 


Множества Ви. и Ё, бикомпактны, а следовательно, замкнуты в Ё(Х), 
откуда вытекает замкнутость множества Ру [] Ё, для любого индекса К. 
В силу теоремы 4, подгруппа Ру замкнута в Ё(Х). 

Пусть, теперь, М — множество в подгруппе Ру такое, что мно- 


жества М Г] ЕЁ замкнуты в ЕЁ (#=14,2, ...). Тогда 

МП В, =МП (Ёь П В) = МП (Ел, П В) =(М П Е) П Рь 
а потому множества М [Г] Е, замкнуты в ЁР,(Ё=1,2,...). В силу 
теоремы 4, множество М замкнуто в Е(Х), а потому и в Ру. Отсюда 
непосредственно вытекает, что У — свободный топологический базис 
в группе Ку. 

Доказательство теоремы для группы А(Х) дословно то же. 

Следствие 1. Если У — замкнутое подмножество в Х, то под- 
группа, порождаемая алгеб раически мноэжестзом У, замкнута в Е(Х) 
(соответственно в А(Х)) и сзободна относительно базиса У |] е. 

Следствие 2. Для любого натурального числа п> 2 суще- 
ствуют связные абглевы группы, алгеб раически порождаемые элемен- 
тами порядка п и не содержащие, следовательно, элементов порядка, 
большего чем п. 

В самом деле, если Х-— связное бикомпактное пространство, то 
группа А(Х) связна ($ 6). Множество У элементов группы А(Х) вида 
х"(хЕХ) бикомпактно и правильно расположено в группе А(Х). Сле- 
довательно, по доказанной теореме, множество У алгебраически поро- 
ждгет замкнутую в А(Х) подгруппу А”, и фактор-группа А (Х)/ А” 
дает нам пример искомой группы. 


$ 13. Подгруппы свободных топологических групи 
(продолжение) 


Есгественно возникает вопрос, будет ли хотя бы в случае нуль- 


мерного пространства всякая замкнутая подгруппа свободной группы 
свободна. 


Мы покажем, что это не так: в абелевой группе А(Х) нульмерного 


пространства Х может существовать несвободная замкнутая под- 
группа. 


Пример. В качестве пространства Х возьмем счетное биком- 
пактное множество точек с одной предельной точкой. Пусть 


) / / / 
Зло. ча Зоо вою (1) 


—сходящаяся последовательность изолированных точек пространства Х. 
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Образуем группу А(Х), фиксируя в пространстве Х предельную 
точку. 

Введем новую нумерацию для элементов последовательности 
7, 1.,..., и, ...: первым 2? элементам последовательности припишем 
наверху индекс 2, а внизу—два индекса, каждый из которых прини- 
мает значения 1 и 2; следующим 3’ элементам последовательности 
припишем наверху индекс 3, а внизу — два индекса, принимающие 
значения 1, 2, Зит. д. ИО же нумерацию введем и для элемен- 


тов последовательности х,, х.,..., т, .... 
Обозначим через бт (п, 3,...) множество элементов (для упро- 
щения письма мы опускаем всюду индексы п наверху): 
и1= (ту, .)+(55—1,.) (2, 1=1, 2, .. 29 п). (2} 


При этом мы полагаем хь=хы и Ху=х,; т. е. рассматриваем 


индексы Ги } по модулю п. 
т 


Легко видеть, это > ши =0. С другой стороны, это единствен- 
1,71 = 
ная линейная зависимость, связывающая элементы и 


В самом деле, если имеет место соотношение 


т 
№ Ч 1; = 0, 


1, =1 


1. 


то, так как элемент 1;; входит только в запись элемента и;; (с коэф- 
фициентом -|- 1) и взапись элемента и; ;., (с коэффициентом—1), имеем 


а; = аул. 
Аналогично, рассматривая вместо х;; элемент т получим 
аз=@;.17 (6, 20 Зач) 


Следовательно, все коэффициенты а;; равны между собой, что и тре- 
бовалось доказать. 

Обозначим через 5, подгруппу группы А (Х), алгебраически поро- 
жденную множеством ПИ", п=2, 3,.... Тогда имеет место утвер- 
ждение: 

А) Если элемент х в 9, имеет относительно Х\\О0 длину Ё<п, 
то относительно И" он может быть записан в виде слова длины, не 
превышающей #№. 

Доказательство. Рассмотрим матрицу 


Илт И: 2 ы Илл 
р О 
В ба с ба 


ъ 

Пусть = У али; Еели по крайней мере два коэффициента ау, 
711 

стоящие при элементах и;; одной и той же строки (столбца) матрицы, 
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не равны между собой, то по крайней мере один из элементов мно- 
жества Х\\0, входящий в первые (вторые) скобки записей (2) эле- 
ментов этой строки (столбца), войдет и в несократимую запись эле- 
мента х относительно Х`\\ 0. 

В силу предположения относительно длины элемента х, при эле- 
ментах всех строк и всех столбцов матрицы, за исключением не более 
чем К особых строк и столбцов, должны стоять коэффициенты, равные 


одному и тому же числу а. Тогда 
|1 12 


п и |) 
г-а: Уи Утирнь = > Хата Итал 
2 1=1 =1 7=1 151 ]=1 
где ит; — элементы, стоящие на пересечении [, особых строк и [, 
особых столбцов матрицы. При этом 1,1, <?. 

С другой стороны, если ати, — максимальное по абсолютной вели- 
чине число среди аш»; и если среди особых столбцов матрицы содер- 
жатся столбцы с индексами п‚, п-1,..., п: и не содержится 
столбец с индексом п,-+1-+1, причем, очевидно, [1 < п, то в несо- 
кратимую запись элемента х относительно Х\\0 входят элементы 


(ато > @тза-а) Ттуть (тупа = @т;т:-+2) Хил, --- 
--:5 (атьнени-1) — @тьле- 1) тула)» @тзлчА ть лы 
Отсюда 
| и |<| Ятт: 5 Яир ь | +! ту = ат; |+. -- 
--- + | бт) — @таль-ни| В | @пзльы |< Ё. 


1 


Но длина слова У У апт тт] относительно И” не превосходит 
1=1 ]=1 


числа |4т.„,|`[Ь, а потому, в силу доказанных неравенств, не пре- 
восходит /?. Утверждение А) доказано. 

Обозначим теперь через 5 алгебраическую прямую сумму подгруим 
Зе, дла" в. грубее АХ). 

В) Подгруппа 5 замкнута в группе А(Х). 

Доказательство. Отметим прежде всего, что множество 


0=(10090 ©) 


бикомпактно, так как любая его бесконечная подпоследовательность 
имсет нулевой элемент предельной точкой. 

Будем обозначать в дальнейшем длину и размерность элемента 
тЕА(Х) относительно множества Х\\О соответственно через [х (5) 
и гх (2). Аналогичные обозначения введем и для других множеств 
в группе А(Х). 

Пусть &— произвольное целое положительное число. Если для 
элемента у. будет [х (у) <, то 


у +5: +... 8, 
где 5) 691; (х( ) < (]=1,...,1) щ( <. 
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Так как в каждой из подгрупп 65,,...,б, существует лишь 
конечное число элементов длины, не превышающей № относительно 
Х`\\0, то последние могут быть записаны как слова длины, не большей 
некоторого числа п, относительно (7. 

Если, теперь, положим ть= шах (п,,А?), то, как легко видеть 
из сказанного и из утверждения А), всякий элемент у из 5 длины, 
не превосходящей № относительно Х, может быть записан как слово 
длины, не большей чем т, - К относительно (. 

Следовательно, 


5ПА(Х) = (т0—т,КО) Г Ак (Х) 


и, так как множество тЁО — т,КО бикомпактно, то множество 
5 ПА, (Х) замкнуто в А,(Х). Замкнутость множества 5 в группе А (Х) 


вытекает теперь непосредственно из теоремы 4". 
Предположим, что группа © — свободная абелева топологическая 


группа. Пусть тогда 2={0, 2,, 2,,...,2,,...} — ‘свободный базис 


в этой группе.} 
Множество 2 нормально, как замкнутое подмножество группы 5, 


а следовательно, и группы А(Х). 
Так как множество ( есть компактный алгебраический базис 


в группе 5, то множество 7, в силу леммы 9.1, должно быть ком- 
пактным. Следовательно, элементы из 2 имеют ограниченную в сово- 


купности длину относительно Х`\\0, 


ео. 


а потому множество  бикомпактно. 
Элементы из 0 записываются также в виде слов ограниченной 


длины относительно 2, 
12 (и!) <з. (2, 7=1, боор 8 ЕЕ вр оз 


Положим $ = ах (51, 5:). Рассмотрим подгруппу 5„ с достаточно 
большим индексом п. Из дальнейшего будет видно, насколько большим 


нужно выбрать п. 
Пусть с, — компонента элемента 2; в 5, относительно разложения 


5=5,+5,+:.. +9, -+... (3) 


Очевидно, 
(< (<: @=1,24,...). 


Следовательно, при п > $, в силу утверждения А), существуют такие 
записи (С, элементов с; в виде слов относительно Й", что 


И» (С!) <?. 
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Пусть а; — коэффициент, с которым элемент и = ит» входит. в слово 
С: (1=4,2,...). Если все а; равны нулю, то слова С; имеют длину 
не больше 5 относительно свободного алгебраического базиса 
И, =0"“\ и в группе $,. Но тогда, так как элемент и может быть 
записан в виде слова длины, не большей чем $ относительно с,, 
имеем [и (и) < 5*, т. е. п?—1<3“, что невозможно при п* >> 5* |1. 

Если же невсе числа а; равны нулю, то пусть а, — наименьшее 
по абсолютной величине число среди а; = 0. Если существует по край- 
ней мере одно а;, не делящееся на а,, например, а,, то а, =а,6, + а,, 
где 6, и @, — целые числа и |4,|<|а,|. 

Рассмотрим тогда слова С:: 


С1=0(; при ё=2, С’=С,—Ы.С,. 


Наименьший по абсолютной величине отличный от нуля коэффициент, 
с которым элемент и входит в слова С;, равен 4,. Так как 


ара ый, 
то |6,| < $, а потому 
Иль (С; < $ 55° 


Если не все коэффициенты, с которыми элемент и` входит 
в слова Су, делятся на 4., произведем аналогичную замену слов С 
новыми и т. д. После конечного числа т<5* шагов мы придем, на- 


т) 
конец, к таким словам [6 , что и входит в одно из них, например 


т < 
в С("), с коэффициентом 8-0, а в остальные —с коэффициентами, 
кратными 6 и не превосходящими числа 5’ по абсолютной величине. 
Наконец, если положить 


/ ) --- а’ ‚ ` 
0 = С" т С. Е ыы 4 “. и 


где а; — коэффициент, с которым и входит в слово С") (5=2, 3, ...)* 


то слова С;(1>2) не будут содержать в своей записи элемента и. 
Легко видеть, что 


(т) 3 


19» (С: )<з* С (5°) < 5 (5°} == 


з 
$ 
Сарны 


& потому 
ГЕ (С) < 5" (5 + #) = 588% 6 зв а (= г Я ). 
Пусть с; — элементы из 5„, равные С,(#=41,2,...). Тогда 


ще) (=2,3,.:.), Но гол (6,) > п*— 1—5. 
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Пусть 7={2,, 2,,...}—свободный алгебраический базие в группеб, 
элементы которого получены из элементов 2, базиса Й в точности по 


тем же формулам, по каким слова С; получаются из слов С;. Компо- 
ненты элементов 2; в группе 65„ относительно разложения (3) равны 


тогда с; (#=1,2, .. .) и, как легко видеть, 
1:(2:) < и 
а потому для любого элемента 6 Е” 
15 (2) < (5°)** (+5 < 
В частности, если 5ЕП, и 


рва, ГИ иь 1..0, 


тои 
ос, + 6, +... +, с, 
а потому 


Же, =©— А, —...— А,Сь,. 


В правой части последнего равенства стоит элемент, имеющий 
относительно („ размерность, не больпую чем #(г—1)-- 1, а потому 
и подавно не большую чем Г. 

С другой стороны, при К, + 0 


по, (йен) =ты, (61) > 0—1. 


Следовательно, при п? > #-+2--1 должно быть Ё, = 0. Это означает, 
что все элементы из (,„, а следовательно, и элемент и, не содержат 
в своих записях относительно { элемента 2,. Но тогда и записывается 
как слово длины, меньшей чем # относительно элементов с, с., ..., 
а потому ш„ (и) < #, т. е. "—1<й. Но это невозможно при нашем 
выборе п. 

Противоречие, к которому мы пришли, доказывает, что замкнутая 
подгруппа $ группы А(Х) не является свободной (абелевой) тополо- 
гической группой. 


Поступило 
21, 1. 1947 
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Серия математическая 


12 (1948), 325—336 


Я. Л. ГЕРОНИМУС 


О НЕКОТОРЫХ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ СВОЙСТВАХ 
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 


(Представлено академиком ©. Н. Бернштейном) 


В работе рассматривается взаимная связь между некоторыми 
экстремальными задачами для аналитических функций. 
Введение 


Обозначим через А класс функций }(2), регулярных в замкнутой 
области |2|<1; введем для них обозначения 


= 11(=) |: 142], ее (1) 
12[=1 с 
9 = ме (<), ага =. (2) 
К= 0 


Обозначим через / (2) функцию }1(2)6 А, удовлетворяющую усло- 
виям 
1%) = (Е=0, 1,..., 5), (3) 
а через В—класс функций В (2), мероморфных в замкнутой облаети 
|2|<1 и имеющих в ней $--1 простых полюсов, причем 


8 


В()=У 3 ++(2), ФА. (4) 
Положим ый 
(В); } 18 (21-142, М(®) = шах [В (2) (5) 
12|=1 
9" п) = Уеть, (6) 


К=0 
и пусть А®(2) обозначает функцию В(2)ЕВ с заданными вычетами 
{с}. 
Вводя обозначения 
: ь Е - - 

Р()=П 2-2), Р®=2В (+) = Пал), 
К=П р Е=0 ` (7) 

У к_ _ 9 (2) | 

2—9 Р(=2)’ 


К=0 
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мы имеем 


0 (=) + (2) Р (2) _Р* (2) 9( +9 ()Р (2) _Р*(а) 
В (2) = Р (2) „В“ Р* (2) = Р (=) (2), {8) 


где ф(2) Е А, причем из равенства 


Ф (5) = Ре (9) 
вытекает 
р 17 9; (> ро (. 
$ (а) == == = =? В (=) — Ро (2). (10) 
Таким образом, 


(В) =), МВ =М(, ва 


К=0 
р (11) 


р Рю Р о - 


Настоящая заметка имеет целью рассмотрение взаимной связи 
между следующими экстремальными задачами: 


1. Найти 
т 1900 (В 
шла М (9) = ть (12) 
ПП. Найти 
в : 
х! ы © |= ина М (В©). (13) 
111. Найти 
907 (В х 
тт С (К) — шах | М м ь (14) 
ТУ. Найти 
(© 
шах! о = пиа Г. (В). (15) 


Во всех задачах ](3)6А, А(2)6ЕВ, числа {а} заданы, причем 
{| мк |} < 1; кроме того, в задачах 1, ПП заданы числа {1,}г, а в зада- 
чах П, ГУ — числа {с.}. 

На основании (14), задача | эквивалентна задаче П, а задача ПШ 
эквивалентна задаче ТУ. 

Мы будем пользоваться теоремой (1. Раек?’а [см. (*), (*)], ‘дающей 
решение задачи 1. 

ТЕОРЕМА 1. Для асех функций }(>)6ЕА, удовлетворяющих усло- 


вилм 


[(а:) = ть [| <1 (1=0, 1, ..+, 5), (16) 
имеет место неравенство * 
М (1) > М (КЗ) =\,, (17) 


* Через 7; (2), В; (=) будем обозначать функции / (2), В (2), дающие решение 
(-й экстремальной задачи. 
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Е ИН ее етеи 


2де \.„— наибольший корень уравнения 
Е АИ 
1 — аз | м ь о 


если корень }, имеет кратность у, то знак равенства в (17) имеет 
место толька для функции 


Пе | 
ДО =А, а* @)? (19) 


где 4(2) — полином степени <‹=з-+1—у, имеющий все корни в области 
12| <1, однозначно определяемый условиями (16). 

С помощью предельного перехода можно получить тот случай, 
когда условия (16) заменяются условиями 


р 
ах (го Мс а,. м № (Е) =$+1; 
1—1 
в частности, легко получить проблему, решенную Сага бодогу и 
ЕКе]6г’ом (°) ранее проблемы Р1сК’а и соответствующую тому случаю, когда 
условия (16) сводятся к заданию ряда коэффициентов [см. (4) — (°), 


в ССЭ 
- Ко (0) =у, (=0,1,..., $).. (20) 


Мы будем также пользоваться следующей леммой: 
ЛЕММА. Если полином $(2) степени 25$ подчинен условиям 


Ф(ау= Ви о (=, 1, 7.-., 5), (21) 
апо он всегда может быть единственным образом представлен в виде 
9 (2) = т" (2) < (2) <* (2), (22) 


где полином т(2) степени с«з имеет все корни в области |з|>1, 
а полином (2) имеет степень $5— с. 

В том частном случае, когда условия (24) сводятся к заданию 
5+1 младших коэффициентов, эта лемма была доказана Е. В!ез2?ем (*°), 
который вывел ее из решения задач, аналогичных задачам П, ПЕ 
в нашей заметке (15) эта лемма доказана другим способом *; для усло- 
вий (24) лемма доказана 5. Какеуа (°°) и обобщена автором (*"). 

Примечание. Теорема Р1сК’а может быть обобщена следующим 
образом: обозначим через О некоторую односвязную область в пло- 
скости '2 и через С (2, «) — комплексную функцию Грина области ДР, 
т. е. на границе области О мы имеем 


С (2, а) |=1, (23) 


причем для некоторой точки х области ) С\(а, а) =0.| 


+ Г М. Голузин вновь доказал лемму Е. НАезт’а » (№). 
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Обозначим через А класс функций {](2)}, регулярных в замкну- 
той области О; пусть {©, (})}: — некоторые линейные функционалы, обла- 
дающие тем свойством, что всякая функция }(2) Е А, для которой 


9.()=0--(=0,1,..., 5), (24} 


имеет в области О не менее $--1 нулей. 
Если можно подобрать комплексные числа 


ЕР (&=1,2,..., 5) (25} 


и положителоное число Х так, чтобы функция 


8 
1 ()=^ ] 6(2, в) (26) 
к=1 
удовлетворяла условиям 
®, (р) = В (Е =0, Ь а 5) (27% 


где {В„}° — заданные числа, то для всякой функции | (2) Е А, удовлетво- 
ряющей условиям 


8 ()=Вь (&=0, р 9, (28} 
справедливо неравенство 
М (р > М (1) =^. (29). 
В проблемах Сага водогу-Ее]ёг’а и Р1сК’а мы имеем 
С (2, =, ВТ (30) 


и подбор функции }, (2) может быть осуществлен и притом единствек& 
ным образом. 

8 1. Начнем с решения задачи 1; благодаря условиям (16), мы 
имеем 


ов) = Хи = \ Ад 1 (9 4, (1.1) 


К-=0 |= =1 
откуда вытекает (12), ибо 


19°? (2) |< М (К) Е(В). (1.2) 


Так как функция (7 (2) определяется, по теореме Р1сК’а, формулой. 
(19), то надо найти только А, (2). Знак равенства в (1.2) имеет место 
только в том случае, когда на всей окружности |2|=1, согласно, 
(1.1) и (8), имеем 


В “1, (& 
вед (И, (2) (а) ара [1 а [О } = 
я 21 Р" (:)@)]. _ 2° 1 $ (2) Р* (2) ] 2 
А - [ОТО } в [Ро @). [ 4* (2) ] } 5 
3) ГР* (2) `|° 
= агр [18 [ а* | = @ = с0156; (1.3) 
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отсюда для |2|=1 получаем 


г- 2 @). 2 ]'>0. (1.4) 


2—1 [94° (2) 
_Так как $ (2) Е А, а 94° (2) 0 при |2|<1, то при |2| < 14 имеем 
40 (2) 2 [20а (а. а,2-... + а2.-222*-*--...). (1.5) 
Условие (1.4) дает 


а 10 що ОО И, 2—2); (1.6) 


таким образом, 
а % Р° (2) ] * 
е—1а У+1 51 
бад алун [ед |‘ =2-Ир(а), (1.7) 
где р(2) — полином степени <2у—2, подчиненный условию 
Р(2)=а, аа... а, 12-1 Нау-12 |... + 4,2?%-2 == р" (2). (1.8} 
Так как при |2|=1 полином 2-*+!р (2) неотрицателен, то, по теореме 
Ре]ёг’а, при |2|=41 имеем 


ара) = «(= кт (+), (1.9) 


где (2) — полином степени не выше у—1. Таким образом, при всех 
значениях 2 


р (2) ==* (2) <* (2), 
откуда окончательно имеем 


) ‚ 2 р * 2 * р 
фе" [5.0 "< <’ (а), вне ЗО: (4.4) 


ТЕОРЕМА Г’. Для всех функций В (2) ЕВ и 1 (2), $(2)ЕА справед- 
ливы неравенства 


1907 (В) | ОТ) 
ТВ) А. т) А, МО) =, (1.11), 
где числа {а,}*, {1,}. заданы, \, определяется формулой (18), а 
_ ТкР”® (2) . у 7 
Вы ИТУ ® (Е =0, 4, $) (1.12). 


знак равенства в (1.11) имеет место только для функций 


_ а" @ = @ =" © ее 
Вр, чае" [5 | и (4.13). 


и 9.) 
К (2) = № а" @)’. 
где полином 4°(2) степени с<5 однозначно определяется условиями 
(4) _ ео 
= (4) == О, $), (1.14) 


а <(2) — произвольный полином степени 92 

`Переходим к рассмотрению задачи Ш, решение которой содержится 
в теореме 1. Перепишем (1.41), меняя местами функции $ (2) и }(2) 
и пользуясь (10): 


(с) (+ 
<, М ($) = М (Е®) > 1». (1.15) 
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ТЕОРЕМА П. Для всех функций |()ЕА, В(2)ЕВ справедливы 
‚неравенства 

12°) (2) | 

гр 


А МЕ. (1.46) 
где числа {с,}:, {а,}: заданы, а числа {1} находятся по формуле 
дес, (=0,1,..., 3); (4.17) 


знак равенства в (1.16) имеет место только для функций * 


= [9 @) |" . ()(/\_) 9(@)Р°”@) 
ее ‚[ 5: г | < (2) < (=), В, (2) = № 94° (2)Р (2) > (1.18) 


Рассмотрим тот частный случай теоремы 1, когда |&«|<1и 


Е=0 в 84 К=О 


чо- У е- ты [Хан сия +949} 9 4&, (4.19) 
$(2) Е А. 


Мы имеем 


$ 


в()= Ук. +9(), 9ФЕА (1.20) 
к=0 


или, согласно (8), 


НАЕаИ а — а)" + (а — а)" (3) 
в()= (=) `з@, зд =" 


(4 — а) 1 


Вводя новую переменную 


Е (1.24). 


находим 


У) = Хи (Уч, ЕЛ. (4.29 
К=0 :. 


Ао 


У функции Ф, (у) известны, таким образом, первые $4 коэффициентов 
$5-К 4 А ау. $41) 
р ен) и =а. ау. и +...; (4.23) 


следовательно, функция такого типа, наименее уклоняющаяся от нуля, 
может быть найдена на основании теоремы Сага Вбво4огу-Ее)6г’а (*). 
Мы приходим к теореме: 


* Полиномы 4 (2), °(2) и число А, имеют те же значения, как в теореме Г, но 
зместо чисел {1„} должны быть подставлены их вначения из (4.17). 
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ТЕОРЕМА 1Г. Даля всех функций | (Е А справедливо неравенство 


а РАН (1.24) 


12| ==4 


«© (| _ | Ху ск К® 


29е 1. — наибольший корень уравнения 


(=) 


` Оо ата 
По 


С О О АС Ио 


|0 (1.25) 


числа {а,}5 являются первыми коэффициентами разложения (4.23); 
знак равенства имеет место только для функции 


: 5) 
т, =. 


ар т) "(9 (1.26) 


2де полином 4: (у) степени ‹<5 однозначно определяется из условия 


$ 


д ие КСЕ ан 4.27 
#0 Хз Е.) +) (1.27) 


а *(2)— произвольный полином степени У—1, где у=5—в-+1— крат- 
ность корня №. 

Из этой теоремы при «=0 мы получим теорему Е. В1еза (1); 
если же мы положим в (1.24) с. =е =... =с,,=0, 'с,=4, то по- 
лучим теорему Г. М. Голузина [(:°), $ 4, теорема 1]*. 

$ 2. Перейдем теперь к задаче 11**. Рассмотрим функцию }, (2) 


(1.18) и подберем числа {с,}; так, чтобы выполнялись условия 


Ве) =‘ (=07,..., 3), (2. 
где числа {у;}5 заданы; вводя обозначения *** 
[4* (2)]? < (2) <* (2) =$(2), (2.2) 


где © (2) — полином степени 2$; мы видим, что этот полином должен 
быть найден по условиям 


* Экстремальная функция, приводимая Голузиным, не является наиболее 
общей—она получится из нашего общего решения (1.26), если положить в нем 
6=5, У=4, т (5) =1. 

*+ Задача о нахождении пп ГК) была впервые решена 5. Какеуа (??). 

*++ е'^ можно включить в полином [9*(2)]?. 
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$ (в) = }» (а!) [Р* (а;)* =1:[Р” (а) (@=0,1,..., 8). (2.3} 


На основании леммы, сформулированной во. введении, этот полином 
можно единственным образом представить в форме (22), или, что то 
же самое, в форме (2.2). Таким образом, мы можем считать полином 
$ (2) (2.2) подобранным по условиям (2.3); числа же {с;}., фигуриру- 
ющие в теореме 1, можно найти по формулам (10); подобрав таким 
образом полином $Ф(2), имеем функцию 


=, КР (@)=1: (=0,4,..:, 8). (2.4) 
По теореме Ш, 


| ® (<) (1) | г | «(с) (7) | 


< (2.5) 
2/7) 2()7)) 
откуда вытекает 
. 4 14 4 
Е.()Г >) ==> \ = з- \ | | 42|. (2.6} 
12| =1 =1 


ТЕОРЕМА Ш. Для всех функций }(2), $(2)ЕА, В (2) ЕВ справед- 
ливы неравенства 


Е (КР) >ь, ть, о (2.7) 
где числа {у,} заданы, а числа {с,}. находятся по формуле 
=. а Ио (2.8) 
При этом 
у О [42 (2.9) 


где полином 4° (2) степени в‹<$, все корни которого лежат в области: 
|2|> 1, и полином *(2) степени $—с определяются из условий 


[9° (®,)]® < (0) <" (в) =: [Р* (а;)]№ (=0,1,..., $); (2.10) 


знак равенства в (2.7) имеет место только для функций 


ОР: . ФРУ 1 
и ®=| Р* (&) ] < (2) <* (2), В, (2) =е *@РО), а 
фз (2) = © АО ы 
4 @) ° 


Если вместо условий (15) задать ‘ряд младших коэффициентов, то. 
мы получим проблему Е. В1ез2а (*). 
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Рассмотрим тот частный случай, когда $==1, а, =0, а, =а, 
1(0) = 7» 1 (%)=1,; (2.12) 


при заданном условии [(0) =у, мы находим 
г () 


О, 


откуда 
Р@ 4 
п (2.13) 


Таким образом, мы можем найти максимум |}(<)| для функции 
4 (2)Е А, удовлетворяющей условиям 


КО =1, эх \ ИГ. 1421 =4; (2.14) 


|2 |=1 


этот частный случай был рассмотрен $. Какеуа (**), а затем Г. М. Го- 
лузиным [(:°), $ 4, теорема 3]. 
Рассмотрим, наконец, задачу ГУ*; меняя местами функции $(2) 
и }(2) в (2.7), мы имеем 
(с) (/ 
ОЕ <ь, Е) -ЦА®)>ь. (2.15) 


ТЕОРЕМА ПТУ. Для всех функций 1(2)Е А, В(2)ЕВ справедливы 
неравенства 
19‘ (7) 


где числа {с,}5 заданы, в определяется формулой (2.9), и полиномы 
4° (2) и <(2) находятся из соотношений 


[4° (4) < (оч) <" (а) = с,” (в) Р* (в)  (#=0,1,..., 5}; (2.47) 
знак равенства в (2.16) имеет место для функций 


{а _9(2) в) (7) — -[9° (2) < (2) * (2) 
ем, ПР Ра. = 49 


Рассмотрим снова тот частный случай, когда 


- (®) (а) 
в‘) = ХМ Ем. 9 ] 
И: | (2.19) 


Р(:)=(2—а)"**, [а|<1. | 


—— 


- Задача о нахождении тах {1 «(©) (70|: М (/)} была впервые решена 8. КаКеуа (2). 
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ТЕОРЕМА ТУ’. Для всех функций }(2)ЕА, Н(2)ЕВ справедливы 
неравенства 


. (К (а) | 
И -э8 Ки Ем < 


Ки 
й . я ре — 
а |; ии +9 (9 | 42| > их ©(2)6А, 
12151 К=0 
где 
1 — |+ |2 


в=-- \ 191 (у) т, (у)  4у|, (2.24) 


причем полином 41 (у) степени св < $, все корни которого лежат в облас- 
ти |у| > 1, и полином х, (у) степени $—св определяются из условия 


[9; (9) ]* < (у) < (у) = 
= в“ ое (и) (222) 
К=0 


знак равенства в (2.20) имеет место только для функций 


оао Я ФУ: } 
[а (2) =е а* (2) , 
[9* (2)]* < (2) <* (2) т 
т Яков 2 АЯ А 
а (2) СЯ Л 52) 1 , 
где 
пи на: (-2==—), 
(2.24) 
м 9 2—&а 
х (2) = (1 —<2) $(-=). 


При «=0 получим результат нашей заметки (**)*. 


Поступило 
9. [Х. 1947 


* Как мне любезно указал в письме \. 82е#0, этот результат был впервые 
получен О. 52а31’ем . [(11), (1?)] и опубликозан на венгерском языке; недавна 
Г. М. Голузян вновь получил эти результаты в (19). 
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О СЯ 
НИКОЛАЙ ГРИГОРЬЕВИЧ ЧЕЕОТАРЕВ | 


1894—1947 


2 июля прошлого года скончался от тяжелой болезни в возрасте 53 лет 
профессор Казанского университета, член-корреспондент Академии Наук 
СССР Николай Григорьевич Чеботарев. 

В лице Н. Г. Чеботарева наша страна потеряла крупнейшего ал- 
гебраиста, причем надо сказать, что за все время своего развития 
русская наука может указать только два имени, которые можно поста- 
вить в области алгебры рядом с именем Чеботарева, —это знаменитого 
петербуржца Золотарева, одного из создателей теории идеальных чисел, 
и Молина, давшего в свое время первые глубокие теоремы теории 
алгебр. 

Николай Григорьевич Чеботарев родился 15 июня 1894 года. Отец 
его был юристом. Еще в младших классах гимназии начали обнаружи- 
ваться исключительные математические способности Н. Г. Пятнадцати 
лет Н. Г. самостоятельно доказывает малую теорему Ферма, а семнад- 
цати —решает задачу о погонной линии, сводя ее на интегрирование диф- 
ференциального уравнения второго порядка; тогда же он одолевает ос- 
новной мемуар Лобачевского. 

В 1912г. Н. Г. поступает в Киевский университет. Эти годы были годами 
расцвета алгебраической школы Д. А. Граве. Н. Г. посещает семинары 
Граве, изучает теорию алгебраических чисел и многое другое; в эти же 
годы он делает первую работу, доказывая свою «арифметическую теорему 
монодромии» о том, что композицией группы инерции образуют всю группу 
Галуа. На 1915 и 1916 гг. Киевский университет, в связи с войной, эва- 
куируется в Саратов; туда переезжает и Чеботарев. В Саратове Н. Г. 
сближается со мною и начинает работать над известной задачей Фробени- 
уса о плотностях простых чисел, принадлежащих к данному классу под- 
становок группы Галуа алгебраического поля, которой я тогда занимался. 
Решение этой задачи позже прославило имя Чеботарева. 

В 1916 г. в Саратове Н. Г. был оставлен Граве при университете для 
подготовки к профессорскому званию. Вернувшись в Киев, Н. Г. живет 
один и занимается математикой с неослабевающей энергией. Он пишет 
ряд работ: о поверхностях переноса, о критерии вещественности корней 
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трансцендентных уравнений, о линиях и телах постоянной ширины, об 
обратной задаче Чирнгаузена и т. д. Одновременно Н. Г. сдает магистер- 
ские экзамены и по прочтении двух пробных лекций избирается приват- 
доцентом Киевского университета. Так как родители Н. Г. жили тогда 
в Одессе и вто время (1924 год) нечего было и думать перевезти их в Киев, 
Н. Г. решает переехать в Одессу. К этому времени Н. Г. имеет уже более 
10 разнообразных и очень интересных работ. Научная работа Чеботарева, 
несмотря на болышие материальные трудности, становится в Одессе 
еще более интенсивной, чем в Киеве. В самом конце 1921 г. он усовер- 
шенствует доказательство теоремы Кронекер-Вебера, а летом 1922 г. 
доказывает, наконец, предположение Фробениуса о плотностях. 

Поясним, почему этой теореме придается такое большое значение. 
Совсем легко показать, что в ряду всех натуральных чисел бесконечно 
много простых чисел, но долго не удавалось доказать того же самого для 
арифметической прогрессии тх -- п, где т и п взаимно простые. Доказа- 
тельство теоремы о том, что бесконечно много простых чисел в прогрес- 
сии, было получено Дирихле, причем эта теорема представляет собою 
и до сих пор одну из самых глубоких в теории чисел. Теорема Ди- 
рихле может быть высказана в терминах теории поля деления круга 
на т равных частей так: для любого целого числа & этого поля и любой 
подстановки $ его группы Галуа есть бесконечно много таких простых 
чисел р, что 


ар == |5 (то4 р), 


где /5 есть число, получающееся из & подстановкой $. Фробениус понял, 
что теорема Дирихле о прогрессии в этой форме обобщается на любые поля 
алгебраических чисел (если только подстановку $ заменить классом йод- 
становок группы Галуа поля). Однако Фробениусу, несмотря на упорные 
16-летние исследования, удалось для общего поля алгебраических чисел 
доказать лишь некоторый частный результаг. Полную теорему, обоб- 
щающую теорему Дирихле о прогрессии на общее алгебраическое поле, 
доказал лишь Чеботарев. 

Эта работа поставила Чеботарева в ряд небольшого числа классиков 
теории алгебраических чисел. Она стояла в самом центре тогдашних 
интересов и стала поэтому сразу очень широко известной, тем более, что, 
опираясь на примененный в ней Чеботаревым метод присоединения полей 
деления круга, немецкому математику Артину удалось доказать одну 
из основных теорем теории поля классов. 

В 1927 г. Н. Г. переходит из Одесского в Казанский университет. 
Научное творчество Чеботарева не ослабевает, он печатает работу за рабо- 
той. В 1931 году появляется вторая первоклассная работа Чеботарева. 
Она иосвящена теории резольвент, т.е. вопросу о том, на цепь каких 
простейших вспомогательных уравнений может быть сведено реше- 
ние данного алгебраического уравнения п-й степени; каковы числа 
параметров, от которых зависят коэффициенты этих вспомогательных 
уравнений. Этой важной задачей занимались крупнейшие математики — 


т 
зо 
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Клейн, Гильберт и другие, но получили в ней только частные результаты. 
Лишь Чеботареву удалось получить в этой области общую теорему. Эта 
работа Чеботарева также стала сразу широко известной. 

В 1932 г. состоялся очередной международный конгресс математиков 
в Цюрихе, который совпадал со 100-летием со дня смерти гениального 
французского математика Эвариста Галуа. Международное признание 
важности алгебраических работ Чеботарева было в то время так велико, 
что президиум конгресса предложил прочесть обзорный доклад памяти 
гениального алгебраиста не кому-нибудь другому, а именно Чеботареву- 

В сравнительно недавние годы, во время Отечественной войны, Н. Г. 
сделал вторую важную работу по теории резольвент, в которой он дает 
в общем случае границу, больше которой должно быть число пара- 
метров хотя бы в одном вспомогательном уравнении цепи. 

Чеботарев работал в математике до последних дней жизни. Приехав 
в Москву на операцию, оказавшуюся для него роковой, Н. Г. за несколь- 
ко дней до того, как лечь в больницу, выступил с докладом в Московском 
математическом обществе о своей последней работе. 

Одновременно с Н. Г. в Казани работал крупный геометр П. А. Широ- 
ков, с которым Н. Г. был тесно связан. Их совместная деятельность под- 
няла значение Казанского университета, как математического центра, 
до высоты, которой он не достигал со времен Лобачевского. При Н. Г. 
в Казани был создан научно-исследовательский институт математики, 
которого он был бессменным директором. С 1943 г. Н. Г. состоял прези- 
дентом Казанского физико-математического общества. 

Круг математических вопросов, интересовавших Чеботарева, был 
очень широк. Он часто читал необязательные курсы по далеким от своей 
специальности вопросам и нередко фиксировал эти курсы в виде литогра- 
фированных лекций. Так возникли, например, его литографированные 
курсы вариационного исчисления и топологии. Известные книги Чебота- 
рева по теории Галуа и теории групп Ли тоже восходят к его лекциям 
в университете. 

Учеником Чеботарева его одесского периода является М. Г. Крейн, 
член-корреспондент Академии наук УССР, ав Казани, где он создал боль- 
шую школу, учениками его являются профессора В. В. Морозов, И. Д. 
Адо и др. 

Академия Наук СССР еще в 1929 г. избрала Н. Г. своим членом-кор- 
респондентом, а Советское правительство высоко оценило деятельность 
Чеботарева, присвоив ему звание заслуженного деятеля науки РСФСР 
и наградив его орденом Ленина и двумя орденами Трудового красного 
знамени. 

После смерти Чеботарева Академия Наук постановила издать полное 
собрание его сочинений. Это постановление уже проводится в жизнъ. Все 
62 математические работы Чеботарева, а также интереснейшая его науч- 
ная автобиография, к сожалению, доведенная только до 1926 г., которые 
вместе займут более 1000 страниц, будут напечатаны в виде двух болыних 


хОМОвВ. 
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Учреждена премия Академии Наук СССР имени Н. Г. Чеботарева. 
За последние работы по резольвентам Чеботареву посмертно присуждена 
Сталинская премия 1-й степени. 

Николай Григорьевич Чеботарев был человеком необыкновенно вы- 
соких нравственных качеств, простым в обращении со всеми, без разли- 
чия их положения, отзывчивым и прямым. Необыкновенную сердечность 
и обаяние его личности чувствовали все, с ним соприкасавшиеся. Чебо- 
тарев имел исключительные математические способности и притом был, 
как он сам говорил, математиком-профессионалом. Вся сознательная 
жизнь его прошла в непрерывном творческом горении. Это и выдвинуло 
его в число самых крупных математиков современности. 


Б. Делоне 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
12 (1948), 341—350 


И. М. ВИНОГРАДОВ 


О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ПРОИЗВЕДЕНИЙ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ 
И ЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИИ МЕБИУСА 


Дается оценка некоторой тригонометрической суммы, содержащей 
произведения одинакового числа различных простых сомножителей. Эта 
оценка применяется далее к выводу одного общего свойства распреде- 
ления значений числовой функции Мебиуса. 


В настоящей работе дается применение моего метода 1934 — 1937 гг. 
к выводу оценки для суммы 


К 
У | 5 "-- з 
К=1 и<М 


где % пробегает произведения, состоящие из одинакового числа раз- 
личных простых сомножителей. В частности, дается применение этой 
оценки к выводу одного общего свойства суммы 


ХУ в. 
0<п"< М 

Результаты настоящей работы ранее указывались в моих рабо- 
тах (') лишь в менее совершенном виде и без доказательств. Даль- 
нейшее уточнение этих результатов с помощью моего метода предста- 
вляет уже значительные трудности. 

Обозначения. Буквою 6 обозначаем число с условием 
—1<9<1; с положительное постоянное число; е— произвольно 
малое положительное постоянное число. При В > 0 обозначение А<В 
показывает, что | А| < СВ. 

При вещественных Аи В с условием 0 <В—А<\1 обозначения 


А<:<В(шоа 1), А<з< В(тоа1), А<з< В (шоа1), 
А<з< В (тоа 1) 


соответственно показывают, что при некотором целом С имеем 


А+С<8<В+С, А+С<:<В+С, А+С«2«ВЧ+С, 
АС 8<В-С. 


При вещественном х символом {5} обозначаем дробную часть 
числа 2. 
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Буквою М обозначаем число с условием М> с., где с, достаточно 
велико; полагаем г = 1ор №. 
ЛЕММА 1. Пусть 0<се<0,1; 0<у<0,4, Рр— произведение 
простых чисел, не превосходящих №». Тогда, полагая 
105 г 
р = г 6 (1+) ; 
делители 4 числа Р, не превосходящие №, можно распределить среди <В 
совокупностей, причем для каждой совокупности существует свое $ 
с Условием, что принадлежащие этой совокупности значения а удовле- 
творяют неравенствам 
ф < а< 9!*°. 


Для некоторых совокупностей будет ‹ = №"; для каждой же из осталь- 
ных совокупностей существует целое положительное Ви две возра- 
стающие последовательности целых положительных чисел х и у такие, 
что все значения х удовлетворяют неравенству 


М№ < х<!'+0,2+е, 


причем все числа 4 рассматриваемой совокупности, взятые каждое В раз, 
и только эти числа, получим, если из всех произведений ху выберем 
лилиь удовлетворяющие условию (т, у) =1. 

Доказательство Эта лемма есть упрощенная лемма 5, гл. [Х 
моей книги (°). 

ЛЕММА 2. Пусть х и у пробегают целые положительные числа, 
принадлежащие двум возрастающим последовательностям; иио про- 
бегают произведения, состоящие соответственно из с, и с, сомножа- 
телей, каждый из которых принадлежит к своей возрастающей после- 
довательности целых положительных чисел. Пусть, далее, 


ИМ<-< М№-"®, 
Е в о т®о и: а 
а (а, 4)=1, "’<4а<ъ А= ат 
| =4А", К- целое положительное число с условием К < р, 


1<0, 1%, ПАЛМ Оо 


5-52 | р х х гы Бава 


где суммирование распространяется на область 


Пи 0. Ха Ш 


Тогда имеем 
саки (ини) 


Доказательство. Эта лемма есть незначительное видоизме- 
нение леммы 6, гл. |Х моей книги (?). По недосмотру, в этой книге 
указано лишь условие №,° < ИХ < №%?. Однако то же доказатель- 
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ство с очевидным уточнением (конец доказательства — случай 4 > №) 
производится и при условии ИХ < №43. В соответствии с этим в конце 
доказательства теоремы 3 указанной главы моей книги (случай М, > №») 
следует рассматривать случаи М, > МА? и М, < М№А:. 

ЛЕММА 3. Пусть 


=241, (4-1, 2<9<И, 1<И,<И, 


А Я Л 
© = му пп (= =} 
а 
п 5 ( >) 
ТГсгда 


5<(И, + 3,59 12 4-1) 108 И. 


Доказательство. Эта лемма есть лемма 8,5 гл. 4 моей 
книги (*). 

ТЕОРЕМА 1 Пусть 1 — целое положительное число и % пробегает 
произведения, состоящие из 1 различных простых сомножителей. Пусть, 
далее, 


ИМ Мы 
г ча 0 ты 50 и те 
ТР (а, 9) =1, е’ <4< ‘+, д = атм, 


{=А', К— целое положительное число с условием К < Р, 


5 | р. 


К=1 и<М 
Тогда имеем 
5 < КМ (ММ 4 ). 


о 


Доказательство. Пусть д пробегает произведения, состоящие 
из п различных простых сомножителей, не превосходящих М °,*. Пусть 2, 
пробегает произведения, состоящие из А различных простых сомножи- 
телей, превосходящих М№°?. Согласно лемме 1, все значения 8, не пре- 
восходящие М, можно распределить среди < О совокупностей, причем 
для каждой совокупности можно указать число ф с условием, что все 
значения 8 этой совокупности будут подчинены условию 


Ф <= < ф:. 
Рассмотрим сумму 


7:4 
5, = № | № > ета КЗ2ь 


К=1 82, <М 


) 


где 5 пробегает значения 5, принадлежащие какой-либо одной из этих 
совокупностей. . 

Сначала займемся совокупностью с условием ф > №**. Пусть 
у=0,4; с‹=0,2. Существует целое положительное число В и две 
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возрастающие последовательности целых положительных чисел т и у 
такие, что все значения х удовлетворяют условию 


№ °,* << №,6+с, (1) 


причем все значения 6 рассматриваемой совокупности, взятые каждое В 
раз, и только эти значения, получим, если из всех произведений ху 
выберем лишь удовлетворяющие условию (х, у) =1. Поэтому 


к 
5 < № | > ра № е?т4акхуть 
А а О 72% 


где суммирование распространяется на область 


, 


2у2, < М, (х, у) = 1. 


Но интервал (1) можно разбить на «т интервалов вида Х < х<Х,, 
где Х’«Х<Х.. В соответствии с этим последняя сумма разобъется 
на «т новых сумм, к каждой из которых уже можно применить 
лемму 2 (0 =1, о=2,); получим 


5. «КМ (4+ (ет) ) < КМА + М +, 


Далее мы рассмотрим случай ф< №. Здесь мы ограничимся рас- 
смотрением лишь самого трудного случая, а именно предположим, что 
ф < №, и постараемся при этом оценить сумму 5, для всех случаев 
й=1, 2, 3, 4 (при #=0, ввиду $ < №°», очевидно, 5, < КМ0?+°; при 
й_>4, очевидно, 5, =0). 

Пусть Р - произведение всех простых чисел, не превосходя- 
щих №, и Ор произведение всех простых чисел с условием 
№ < рФ\М. При $ =1. 2, 3, А, полагая 


о. (2) 
$ у1\9 у; 9 
бул...6уз< М 


имеем 


й’, =» о р в \ У в (а,) ... в (а,) ета... ть. 
8 


а1\\Р т1>0 а5\Р т;>0 
баттл...45т;< М 
Среди произведений у, --. у, левой части равенства (2) при данном 8 
данное 2, или встретится 5” раз (так как каждый простой сомножитель 
его может входить в У., ...,У,), или же совсем не встретится. Так 
как среди произведений у,, ..., у, (при данном 6) может находиться 
одно, равное 1, и < М№*°*6"* произведений, делящихся на квадрат 
простого делителя числа 0, то из (2) следует 


$5. 525, + 525 545,5 И, ЕО (№3+). 
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Это равенство при $=1, 2, 3, 4 дает 


5.5. + 5.5. =И/, - О (№, м 

25, +45, + 85, + 165, = И’, + О (№, 8+), 
35, + 95, + 275, + 815, = И’, + О (№,8+‹), 
45, +165, + 645, +2565, — И/.-+- 0 (№8+е), 


Определитель 
1 1 1 1 
ЗА 8 16 
р ие 
4 16 64 256 


не равен нулю. Поэтому при некоторых постоянных 7 ((=1, 2,3, 4; 
]=1, 2, 3, 4) отсюда найдем 

э == 207 =- @, „И, Е @, И’, ны А +0 (№98); 

5, == а, И’, - а. И’, НЕ а. И Е А +0 (5 

5, = а, И’, Е а: 4 И’, = 258. чи аа Га +0 (№°,3+°), 

баса, а. И’, + баз И’ 94, И, НО (№,8+). 
Следовательно, достаточно остановиться на оценке Й,,, И,,, И’, И. 
Мы ограничимся здесь лишь оценкою И/,, так как И’, И,,, И’, оце- 
ниваются аналогично. 

При каждом ] =1, 2, 3, 4 все значения 4; распределятся среди < В 

совокупностей (лемма 1), а все значения т; распределятся среди «т 
совокупностей с условиями вида 


М <т<Мь 2М,<М, < 4М,. 
Пусть 


"> | ›. ххх У У У ечемаааматататвта |, 


41 42 аз 44 ту то тТз та 
база, Фааататьтвта< И 


где суммирование распространяется на значения 6 выбранной сово- 
купности значений 4,, 4,, 4,, 4, с некоторыми условиями вида 


о < а, <ЕФ, +2 <4а,<Е®), %9<а,<Е®, ч®<а,<Е®, 
Я = фе р 


и четыре совокупности значений т, т, т, т. с условиями вида 
й / ‘ / 
М, ЧМТ, М, < т, <М,, М. <т,<М,, М.<т.<Л.. 


При 
ое М,М,М,М, < №, 
очевидно имеем 
Т < К№',3+с. 
Поэтому в дальнейшем ограничимся лишь случаем 
Фо) М,М,М Ма > №,8. 
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Пусть сначала 
оо) о) 5 №5,4 


и пусть # обозначает наименьшее целое число с условием 
Ф$( Во Ф(@) > №9,4. 
Очевидно, & > 0. Определяя число “\ (лемма 1) равенством 
ое)... Ф(-9МТ = № 


(при #=4 следует считать $... $(#- = 1), мы будем иметь $ > М". 
Поэтому существует целое положительное‘ В и две возрастающие после- 
довательности целых положительных чисел х и у с условием 


М№' < д< М№+1, 2-е 
такие, что все значения 4, выбранной совокупности, взятые каждое В 
раз, и только эти значения, получим, если из всех произведений ху 
выберем лишь те, которые удовлетворяют условию (х, у) =1. Положим 
и—=84,... 4, о=а, --- Чтитутьт.. 
Все значения и разобъем на «т совокупностей, каждая из которых 
включает лишь значения с условием вида 


И ии еы. 


Равным образом все значения т разобьем на `< г совокупностей, 
каждая из которых включает лишь значения с условием вида 


Хо ох 


Если 7’ — отвечающая интервалам И <и<0’, Х < < Х'’ часть суммы Г, 
то, согласно лемме 2, имеем 


РЕМ (№-*+ (пт), 


откуда, в силу 


1 1 т их ВЕ)... ЕИ-ОмМт+0,2-с —0,4--2с 
ох < 9: @-Юмт М жеги< т а - 


замечая, что общее число сумм ТГ’ будет < 1, имеем 
ФТ < КМ (41-е М-°,2+*'). 
Пусть теперь $$)%2)9(3)54) < №, и пусть (это не нарушит общ- 
ности наших рассуждений) М, — наибольшее из всех М,, М,, М,, М.. 


Сначала предположим, что М.< №2. Пусть ё— наименьшее целое 
число с условием 


990) М, ..- М, > №0,4 : 
Тогда, полагая 
и=5а, 4, 4, ат, - ст, о=т та, 


будем иметь №,“ < и< №,6+с. Все значения и можно распределить 
среди «г совокупностей с условиями вида 


О 


РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИИ МЕБИУСА 347 


К соответствующей какой-либо из этих совокупностей части суммы Т 
можно применить лемму 2 (Х =1, хт=у=1); получим 


Р< КМ (АЕ Мое), 


Наконец, предположим, что М, > №. Если при этом №1 << М, 
или же при одном из условий 4 < №, д> №» будет М, > МА:, то 
зисло решений неопределенного уравнения 


о 4, 4, аа. ттт, = 
будет «А `°. Поэтому (лемма 3) 
т < А - 2 тр (35, = < КМА-® (петам Г 
от 


Если же' при одном из условай 4 < №, 4> №, будет М, < М№МАДз, то 
применим лемму 2, положив 


и=т, =оа а, а. а птт.,,. 
Получим (х=у= 1) 
Т< КМ (ле ( пя Ау) < КМА!-=. 


Из всего доказанного и следует справедливость теоремы 1. 
Как частный случай (при [=1) из этой теоремы следует и тео- 


рема 3 моей книги (°).| 
ЛЕММА 4. Пусть х и В вещественные, 
0<4А< 0,5, А<В-—а«<1Ь—А. 


Тогда существует периодическая функция %(т) с периодом 1 и с усло- 
виями 
1. $(2)=1 в интервале «+ 0,54 < х<В— 0,54; 
2. 0<5(1)<1 в интервалах «— 0,54 <х<а--0,5А 
и В 0,54 <х<В-+ 0,54; 
3. $(5)=0 в интервале] В-- 0,5А << 1-+а— 0,54; 
4. $(5) разлагается в ряд Фурье вида 


5()=В—а-+ в (а; с08 2=Ёх -- В, з1т 2х), 
= 


где, полагая 


ее 


1 
с, если И 


1 
й. = ЛА? › 


1 
если К< Ро 


будем всегда иметь 
а, «В, < А. 


Доказательство. Эта лемма есть частный случай леммы 12, 


гл. 1 моей книги (?). 
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ТЕОРЕМА 2. Пусть 
ИМ< х < М№-г%, 
а 9 р 
неа (а, 4) =4, акт 
1 — целое положительное число, и пробегает произведения, состоящие 
из [| различные простых сомножителей. Пусть, наконец, при 0<В<1 


символ Г[.(В) обозначает число значений и, не превосходящих №, с усло- 
вием {в} < В. Тогда имеем 


0,5— = 
ГВ -О (мА), (1+) мое. 
Доказательство. Пусть 
’ 0,5—в' 9-1 в’ 
|5 = 0, 5е., А= (1+4) ы М0 ®, 
К, = [А], Як = У ет Ка , 
< М 


Тогда, согласно теореме 1, при любом целом К с условием О<К < К,, 
полагая 


К 
ке» 15к}, 
К=1 


будем иметь 

Е < "ИМА: 
При 4>0,25 теорема очевидна; поэтому рассмотрим лишь случай 
А < 0,25. Взяв любые А и В с условием О0<«В—А<1—2А, рассмотрим 
периодическую функцию $(5) с периодом 1, указанную в лемме 4, 
при предположениях: 


{&«-- 0,54 =А, В— 0,54 =В. 
Тогда будем иметь 


ф (а) =1, если А«аж< В (шо 1); 
0<$(0%) <1, если А—А<ай<А (то4 1) или 
В <а < В-А (шо 1); 
ф (и®) =0, если В {Аза < А-А-+ 1 (шоа 1); 


со 


$ (2%) = (В А+А) +»У (ак соз 2 -- 6, Чт 2=Ё%); (3) 


8 
ах «йк, бк < 4. 


Но из (3) следует 


У $ (а) = (В- А+ А) (1) + У, (акбк + 651), 


ш<\ К=1 
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где 5х и 5х определяются равенством 5, =5%- 5х. Поэтому 


У, (аьбЕ-+ 85) < Хьзн У 151+ У, #к| 5 |. 


К=1 К<К1 К>К1 


Отсюда, замечая, что при > 1 имеем 


Е 12 , 


находим 


У 5ь=1.0, +1, (0, -И) +... к, (Ик. —Ик,-) = 


К<К\ 
= 0, (7, —#,) + О, (#,—1,) + ...-+ Ок, (к. -1— к) + Ак.Ок, < 
< №108 К, МА? < Му. 


Замечая, что всегда |5к| < М, получим также 


У 5 < У ль < < МА < М, 


К>К! К>К1 
Поэтому 
УХ 9(а*) =(В—4)Г (1+0 (МА,). (4) 
1%<М№ 


Обозначим символом Т(А; В) число значений а с условием 
А< ах < В (тоа1). Тогда равенство (4) можно привести к виду 


9,Т (АА; А) + Т (4; В+ Т(В; В+А)=(В- 4) [() + О(МА,), 
откуда, ввиду очевидных неравенств 
Т(А-—Л; А) < МА,, Т(В; В+ А) < М,, 
найдем 
Т (А; В) =(В— А) Г (1) +0 (МА,). 
Отсюда выводим 
Г. (В) =Т (0; 0,5 В) + Т (0,58; В) = ВЕ (1) О (МА,). 
Следствие. Пусть 4— целое число с условием 
а МЕ", 


1— целое положительное число, % пробегает все не превосходящие М 
произведения, состоящие из {1 различных простых сомножителей, %1 обо- 
значает наименьший нестрицательный вычет числа %; по модулю 4. 
Тогда, обозначая при 9<В<1 символом В (В) число значений %; с усло- 
вием %1 < Ва (следовательно, В (1) равно числу всех значений %1), имеем 


В) =В8(9-+0(МА,), 4,= (1+1 


) 0,5 —61 4+ М- 62а. 

Доказательство. Указанное следствие получим из теоремы 2, 
полагая а=41, 0=0, «= М№-!®. Тогда, очевидно, при “< М имеем 
=. Кроме того, имеем В (8) = Г (В). 
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ТЕОРЕМА 3. Пусть 4— целое число с условием 


_ — ге. 
Е са 


п пробегает все не превостодящие М целые положительные числа, п’ обо- 
значает напменьший неотрицательный вычет числа п по модулю 4. 
Тогда, обозначая при 0 <В<1 символом М (В) сумму значений функций 
Мебиуса р (п), отвечающих лишь значениям п с условием п’ < В4, имеем 


мВ (мА) 4,= (+) "ем. (5) 


Доказательство. Числа %; следствия теоремы 2, очевидно, суть 
все те значения п, которые не делятся на квадрат целого числа, пре- 
восходящего 1, и состоят из [ различных простых сомножителей. При 
этом, согласно указанному следствию, имеем 


(—1)'А (В) =В(—4)1 А (1) +0 (№), А,= (++ ее Е М-Н . 


Написав такие равенства соответственно всем возможным значениям [ 
и сложив их почленно, получим (число всех возможных значений [, 
очевидно, « г) равенство (5). 
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П. Е. ДЮБЮК 
0 ЧИСЛЕ ПОДГРУПП АБЕЛЕВОЙ р-ГРУППЫ 


([Рредставлено академиком 0. Ю. Шмидтом) 


Доказывается теорема: число подгрупп порядка р’ абелевой груп- 
пы 3 порядка рп" и ранга 4 сравнимо по модулю рй с числом подгрупп 
порядка р® элементарной абелевой группы порядка рп. Попутно дока- 
зывается ряд других предложений о числе подгрупп абелевой группы. 


$ 1. Предварительный материал. Определения и обозначения 


Пусть р— простое число, а и В— целые числа. Введем в рассмо- 
трение символ Р.,., определив его следующим образом: 

Р..в= (р“— 1) (р"-1— 1)... (рт! — 1), если О<В < а, 

Р.в=1, если В=а или а<В=0, 


Р.в=0 в остальных случаях, т. е. если 0 > В+ а или а < ВЕ 0. 


Положим 
Р 72 


= 4—Р а,р = ма 1 
Фар Рой 0 Фа, ( ) 


Из определения (1) вытекает, что если не выполняется условие 
ар > 0, (2) 
то ф.„=0, если а ри р-+0, и 9.,=1, если р=0 или а=р. 
Докажем следующие лве леммы. 
ЛЕММА 1. Если «>0, то 


Фар = Фа,р-1 + Р'Фа,р. (3) 
Доказательство. Если «-+-1<р, то равенство (3) принимает 
вид 0=0; при «-+1=р оно сводится к соотношению 1=1. 
Если р< 0, то равенство (3) становится тождеством. Справедли- 
вость его легко проверяется также при р=0. 
Остается рассмотреть случай, когда &«>р>1. Тогда имеем 
о Ра аеыы РВ Ра 
а и 
ре! —1 
= (1 ОЙ > фо,р-1 = Фа,р-1-Е РФо,р-. 


ЛЕММА 2. Если а, 6 и с целые неотрицательные числа, то имеет 
место тождество 


с 


> р ОР Бе Рес ат == Вов, а--о-с. (4) 


1=1 
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Доказательство. Равенство (4) тривиально при а=0. При- 
меним индукцию по а. Будем считать, что равенство (4) справедливо 
при данном а и при любых $ и с, удовлетворяющих условию леммы. 
Докажем, что будет также справедливо равенство, которое получается 
из (4) заменой а на а-{ 1. 

Заменим в левой части равенства (4) а на а-+-1 и преобразуем 
полученное выражение с помощью равенства (3). 


с 
У р О-о РивеекиРае- Фон = 
1=0 


с 
= Хр ®-<+ОРьь с Рес [Фан Е РФ = 
1=0 
с с-1 
вт № р! О-о Рьь - аРес—1Фам-1 + м ПОРУ РНИ, РЕ 
1=0 1=0 
с—1 
Ави Ф-ь Реп Фа, с = № ра+о @ 55555 Робера Ре 2-1 Фа, + 
1=0 
с—1 
+ р р: Иер Рьь-с4а Ра Фа:  Р° О Ре. Фа, с = 
1=0 
с—1 
= УФН А, удары РееьФам [ре (р: — Ч) 


1=0 
с-1 


НР ре я2 1] тв р о Реп Фа, с = >: р! Аи» Рь-, ое Рек Фа, Е 
1=0 
с 


+ р ©12 Ро фас = № РЕ Рена РевоеФа 


1=0 


Последняя сумма равна левой части равенства (4) при условии, 
что в этом равенстве 6 заменено на 6+1. Следовательно, выражение, 
к которому мы пришли, равно Ра+ 5-4, а}6-с+и, что и требовалось дока- 


зать. 
Укажем для дальнейшего, что, как представляется очевидным, 


равенство (4) можно переписать в виде 


а 
_ УР О-с+ Р-н Рее-1 Фан = Ро, аь-е: (5) 
10 


Разделив обе части последнего соотношения на Р‹,о, приходим к формуле 


а 
— | а ос Фа = Фачь,с: 


1=0 
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Заметим, что при различных отношениях между а, би с внешний 
вид равенства (4), записываемого в общей форме, может измениться 
(без того, чтобы это влияло на ход вывода леммы). Если, например, 
6 < с, то равенство (4) удобнее записывать в форме 


ь 


р Е -- бо: о Фа, с 5-1 = ры а-[6-с* (6) 
2-0 
[= в 12 
Рассмотрим теперь дробь = ‚ где [>0. Расположим Руд по 
1,0 


возрастающим степеням р и будем делить (—41)1 до тех пор, пока 
в частном не получим многочлен степени [. Обозначив остаток от 
деления через О, будем иметь 


=. у 
. О а -ар-ф а," + .-- ар т. . 
Введем обозначение: 
1 ыы = 
[т = р-на... р (7) 


Заметим, что числа а,, а.,..., а; зависят только от порядкового номера 
и не зависят от Г. Таким образом, например, 


и 
Таблица значений коэффициентов а; при желании может быть 


продолжена как угодно далеко. Имеем: 


а, ЕЙ ЕЕ Я, а 
а, =7, а,=14, ‘а,=45, а,=22, а,=30, а, =48. 


Извостно, что если условие (2) выполняется, то функция $„„› опре- 
деляст зисло подгрупп порядка р’ элементарной абелевой группы 
порядка р”. Таким образом, в этом случае при любом простом р функ- 
ция <.„ равна целому числу. Отсюда следует, что 9.„ представляет 


собой многочлен относительно р. 
р 


Если {ря - (:= о [=] -1) пе 
вые {ЕЕ} (подр). (8) 


Переходим к следующему определению. Пусть 4,, 4,,..., 4. — 
реход ду 

целые неотрицательные числа, причем при любом #(#=1,2,..., 1—1) 
4, > 4;::; чусть, далее, а,, а,,..., а — произвольные целые числа. 


2 Известия АН, серия мазематическая, № 4. 
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Определим символ 


и :} 
а: бт а; 
= 
следующим образом: 
1 


1 ППРар-авь а; 
ря Ход и, во == 0, (9) 
Я Е Прт.. 
АС Р 


= 1=1 


—@:+1 


ар 
или, что то же, 


й 
: У (а-аренна а 
{= 


а. 
т —Р П Фа: алка, фт) а1+1 =0. (10) 
2=1 г! 
Положим, что 
4; > а, (ео, [) (11) 
и 
т (12) 


Покажем, что если нарушается хотя бы одно из условий (11) или 
(12), то, по смыелу введенного определения, 


а 
| а; }=0. 
1=1 
В самом деле, если при каком-нибудь #(1<:<1) а; <а,, то 
Ра = 0, 


если только а, + а,.,. Если же а; =а,;,., то 


1 —@; +1, а: —@1 +1 


Ра; -ву.л, аа = 4, 
но тогда рассматриваем 1 ба а,.1-@.,› Если а;., ЕН р. К 
з 8+ 


1 142, 141 
Ратветь а1+1-а1+2 — 0, 


так как а, =а; > а, > 4;.,;; если же а;.,=а;,,, то раесматриваем 

Ра, ..-ал+з, а4.з-а:.з И Продолжаем рассуждение до тех пор, пока не 

придем к произведению Ра1-в,, а-‹,.- Если ни одно из предыдущих 
+ 

произведений не обратилось в ноль, то 


Ра: 0 


С Аа 


так как а,,, =О0и 4, < а:; аа равняться нулю не может, поскольку 
4, по предположению не отрицательно. 
Если при каком-нибудь #(1 <:;<1—1) а 
Ра; аула, аг-оана == 0, 
если только 4, - а;; если же 4, = а;, то рассматриваем Ра,,.-а;.›, 
Так как а; >а,=а;,> 4:1, то 
Ра; 


@:-1-@а14> 


—а142› @;41-а:42 — 0, 
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©> 
© 
< 


если только а;., -Е а;... Продолжая рассуждать, как и раньше, снова 
приходим к противоречию. 

Предположим, наконец, что при некотором { (1<#<1—1) а. < 0. 
Тогда Ра,л-а:н», алан, Не равно нулю только в случае, если 4;., =а;.1, 
что исключено, так как 4;., не отрицательно, или в случае, когда 
а;..—@;,,>0, т. е. когда а;., отрицательно. Продолжая те же рас- 
суждения, приходим к выводу, что или равно нулю одно из последо- 
вательно . рассматриваемых произведений Р или а < 0, а это озна- 
чает, что 


Ра 


Ор © 


Из принятого определения вытекает такое свойство введенного 
символа: 


паза, р мт. 4. 


Ро ыКИ а 


(13) 


Пусть, далее, — произвольная абелева р-группа. Условимся 
относительно следующих обозначений: 

3 (3%) — подгруппа 9, порожденная всеми элементами 59}, возве- 
денными в степень р. 

4 ($) — ранг 9}. Если -=1, то будем считать а (9$) =0. 

Пусть $ — абелева р-группа, причем рк— наивысший из порядков 
злементов группы %. Условимся называть Ё высотою 3%. 

ПустьЭ ($) =%®,, ® (%,) =®, и вообще ® (3,) =%,,,. Очевидко, 3), =1, 
3х. =1 ит. д., и естественно принять ®, =$. 

Далее, пусть 

а) =а: @=00. №0. 


В соответствии с определением 4 (3), примем, что при любом поло- 
жительном х @,..=0. 
Числа 4; &=1,2,...) будем называть инвариантами груп- 
пы 3. Очевидно, если р”— порядок $, то 
со К 


Уа:= Уа=п. (14) 


1=1 {=1 


8 2. Теорема о числе подгрупп данного типа абелевой р-группы 


Имея в виду общие замечания, сделанные Миллером [см. (') и (?)] 
в его работах, посвященных вопросу о числе подгрупп абелевой груп- 
пы, нетрудно обосновать следующее предложение: 

ТЕОРЕМА 1. Пусть 3 — абелева р-группа, имеющая инварианты 
4, &=1,2,...; ак = 0, и при любом т < 0 4,,„=0). Пусть а, (1=1,2,...)— 
последовательность целых чисел, причем при 1 > 0 ак, „=0. Гогда чис- 
ло’ подгрупп группы %, имеющих инварианты а; 1=1,2,...), равно 


9% 
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Доказательство. Заметим, что ссли числа а; но уловлетво- 
ряют хотя бы одному из условий (14) и (12), то не существует под- 


групп группы %, обладающих соответствующими инвариантами. Но 
к 
а, 

в этом случае, как отмечалось раньше, символ \ а, равен нулю. 
=1 


Поэтому в дальнейшем будем предполагать, что условия (14) и (12) 
выполнены. 

Искомое число подгрупп © группы % равно, очевидно, числу 6 
способов выбора элементов базиса нодгруппы, имеющей инварианты 
а; (1=1,2,..., К), поделенному на порядок группы автоморфизмов 
подгруппы ©. 

Определим сначала 6. Пусть [ — наибольшее из чисел # таких, что 
а; = 0. Число способов выбора первого элемента базиса какой-либо 
группы © из элементов группы % равно числу элементов порядка 
р’ группы %, т. е. равно 


1 1-1 1—1 


45 У а, У а; 
$=1 з=1 $=1 8 
р г = (р“*—1). 


Предположим, что первый элемент Л, базиса некоторой группы © уже 
избран и заметим, что число способов выбора второго элемента базиса 
порядка р' равно числу элементов порядка р’ группы % таких, что 
никакая степень их не принадлежит /А,}. Число подобных элементов, 
очевидно, равно 


ен РР, 


Аналогично, число способов выбора третьего элемепта порядка р! 
базиса группы © равно 


О: 


Вообще, число спосебов выбора первых а; элементов базиса груп- 


р" 


пы © (т.е. всех элементов базиса этой группы, порядок которых равен 
р’) равно 


Далее, предполагая, что первые а; элементов базиса © уже избра- 
ны, приходим к выводу, что число способов выбора следующих а, _, —а, 
элементов базиса (т. е. элементов базиса порядка р!-!) равно 


а Й 
(1-1) 145 1 -1-01) @1 1441 1) 
Р 41 -1-41, 91 -1-а 1. 
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Вообще, предполагая избранными первые а!_;+1 элементов базиса 
группы © (представляющие ‘собой все элементы этого базиса, порядок 
которых не ниже р!-7!), можно притти к заключению, что число 
способов выбора следующих а-;—а:_;+1 элементов базиса ©! т. ©. 
элементов этого базиса порядка р!-7, равно 

Е 
(1-11-14) У 4 ауди Аа) 
Р р ор: Рау, ув. 


Теперь мы имеем возможность написать 


Полагая [—] ==, получаем 


1 1—1 

| - 
>, [аглавь 24+] а 

= р: -* = р Ра рарта, 


т= 


1 


Заметим, что 
| тей 


Х[-4.954.]= 3 [+] - 2 [ы54.]- 


[=2 5= 1=2 $=4 1=2 $=1 


`Таким образом, 


ай 
[= 2 
Е В р П Ре (15) 
ТЯ 
или 
у к 
414; > а1(а1-1) 
55 
6=р:-! Р П Ра; одьл,ав- а (16) 
1=1 
Полагая в последнем равенстве а,=4; (#=1,2,...,Ё), приходим 
к выводу, что порядок группы автоморфизмов группы 3 равен 


К 
ь ; К 
р 41а! -1) 


ПР (7) 


#1 
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Для порядка а группы автоморфизмов группы © имеем, таким образом, 
следующее выражение: 


1 Е 
а:+1а: й 1 а4+1а: 1 К 
р} и 7 @1(01-8 У т >. а(а:—1) С 


а=р р Ра; -а41,0 =р“^ Р НЕ 0. (18) 


1=1 1=1 


Разделив 6, определенное равенством (16), на а, определяемое равен- 
ством (18), и заметив, что, 


Ра: -оцьз, 4+ = Ра;-оль1,а, аул (19) 
а;-4:.1, 0 Ра 


а 


приходим к выражению т 


:-ар0 


\ Теорема 1, таким образом, доказана. 
: 

Ряд предложений, доказанных в свое время Миллером, представ- 
ляет собой частные случаи только что полученного результата. Напри- 
мер, непосредственно из теоремы 1 получаем следующее утверждение 
Миллера [(*), стр. 10]: 


Число подгрупп порядка р“ и типа (“, ®,..., а) абелевой р-груп- 
пы порядка р“ и типа (1,1,...,1) (>>>) равно 
р-е-Офьл, (20) 


Понятно, что выражение (20) получается при соответствующих частных 
предположениях из (9). 

В дальнейшем нам часто придется пользоваться известным пред- 
ложением, согласно которому во всякой конечной абелевой группе 
число подгрупп определенного порядка равно числу подгрупи того же 
индекса [см. например, (®), стр. 182— 183]. Эту теорему будем для 
краткости называть теоремой о симметрии. 


8 3. Следетвия теоремы о числе подгрупп данного типа 


Пусть попрежнему 4,, 4,,...,4,— целые неотрицательные числа, 
причем при любом # (1=1,2,..., 1—1) 4; > 4,1. 

Будем обозначать через Н (4, 4,, ..., 4; ®) число подгрупп поряд- 
ка (или индекса) р’ абелевой р-группы, имеющей инварианты 
4,, 4,,..., 4,0, 0,... Из данного определения следует, что 


Н (а, а... в, бен (а. аа, 
Будем полагать для краткости 


Н (а, а,,..., аа) =Н, (а, а). 


В наших обозначениях формулировка теоремы о симметрии для част- 
ного случая абелевой р-группы сводится к соотношению 


Нк (4, «) = Нк(4:, п—а), (24) 


где п определяется равенством (14). 
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ТЕОРЕМА 2. 


Н; (4, а)= У 9. (22) 


а; 


1 зе 
У а 1=1 
1=1 


Здесь, как указано, знак суммирования распространяется на все сим- 
| 


а: 
волы и ‚ какие можно получить при условии, что а; (&=1,2,...,1)— 
. 


1=1 
целые числа, удовлетворяющие уравнению 


1 
Ум. (23) 


1=1 
Доказательство. В соответствии с опре делением символа 
ро ИО 
4, — целые неотрицательные числа, причем при любом #=41,2,...,[—1 
4; > 4;.1. 
Пусть К(<1) — наибольшее из чисел $ таких, что 4, +0. Тогда 
Чо ов ==. 
По свойству символа Н (4, 4,, .. м 41; ®), имоем 
Н, (а, ®)=Н (4,, 4., -- +, а; ®)=Н (4,, в, -, ав в)=Ни(@ь 0). 


С другой стороны, если хотя бы одно из чисел ак, ак+1,..., @ ОТЛИич- 


но от нуля, то 
1 
4 
{ —- 
@: 
= 
Таким образом, в правой части равенства (22) следует принимать 
| 


@ 
в расчет только те символы И ‚› которые можно получить при усло- 


1 
т=1 


вии, что 
к 
Уи=а (24) 
=1 

и ак = ак. =...=0. Но для таких символов, в силу их свойства, 


выраженного соотношением (13), имеет место равенство 
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Итак, 
2-28 


Доказательство теоремы сводится, таким образом, к проверке равенства. 


] 
Нк(а,а)= У {6} (25) 


11 
причем в правой части знак суммирования распространяется на все 
и какие можно получить при условии, что а; (&=1,2,...К) 
1-1 
целые числа, удовлетворяющие уравнению (24). 
Каждая из подгрупп порядка р“ абелевой р-группы, имеющей 
инварианты 4,,4,,..., 4к, 0, 0..., обладает инвариантами а,, а,, ... 


.... @ь0,0,..., удовлетворяющими равенству (24). При этом, конеч- 
но, соблюдаются условия 


символы { 


за о, ее Ю, пор вл, оба ЕО 


Обратно, каждой системе чисел а; удовлетворяющих уравнению 


(24), соответствуют подгруппы порядка р® группы %, имеющие такие 
К 


инварианты; число подобных подгрупп равно | (теорема 1, $ 2). 


2=1 
Остается заметить, что если для чисел а; выполняются условия 
(24), но не удовлетворяется хотя бы одно из равенств (26), то 


п 


1=1 


Теорема 2, таким образом, доказана. 
Заметим, что равенство (25) можно представить в виде 


ак ак-1 а2 [ 4, а. . ак Ч к | ": 
Н (а,, а о 4к; в) = У, У ры» ы . ( } 
Ум ак=0 ах-1=ак аз=аз и а а,...@к-1ак ) 
1=2 


В случае элементарной абелевой группы [1 = 1. Оставляя без рассмотре- 
ния случай, когда 4,=0, имеем также А=1. 


В соответствии с хорошо известным результатом, формула (22} 
или (25) приводит к соотношению 


Н, (4, ®) = | — 744 а 
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Полагая [=2, приходим к случаю, когда все элементы абелевой р-груп- 
пы будут порядка не выше р’. Число подгрупп порядка (или индекса). 
р* подобной группы определяется выражением 


пин ОД, 


а1--аз=а Зена м орк 
= о» О Фа: —1,9—21 Фа. (28); 
Например: Е 
Н, (а, 1) = =. 
аа НЕ р 
а1_ из | 
Нов о): __ = В 9+ 
ЧЕ 
вт я. 


Будем, как. и раньше, порядок рассматриваемой абелевой р-группы 
обозначать через р". Заметим, что если только 4, > 1 и О<а< и, то 
Н. (4., а) =А + р (во4 р’). (29) 
В самом деле, при рассмотрении выражения Н, (4;, &) можно всегда 
считать «<4,, так как, имея в виду равенство (14), на основании 
формулы (21), можно записать 
Н, (4,, а) =Н, (а,, а. + 4,—о), 
и если х>а,, то а. + а, —яа < а.. 
Согласно (28), получаем 
Н, (а,, «) == Фа, „а (то4 р-—*+1). (30} 
Если 
ИЕ (31) 
то, как известно [см. (*), стр. 39], 
фа1,« == 1+ р (то@ р’) и а, —-«-{1> 2. 

Итак, остается рассмотреть случай а =а,. Если а, < 4,, то вместо х 
можно взять число а +4а,—@, которое при данных условиях будет 
равно 4,. Таким образом, условие (31) снова будет выполняться 
и, воспользовавшись сравнением (30), мы опять приходим к выводу, что 


соотношение (29) имеет место. 
Наконец, если «=а,=4,, то формула (28) дает 


Н, (@,, а) =Н (@,, 4,; а) = Н (а, вза) = У) р фара интер (то4 р’) 
=) 


(так как по условию 4, > 1). 
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Подобно тому, как это было проделано в случаях [=1, [=2, 
нетрудно записать развернутое выражение для любой функции Н\ (4, <). 

Таким образом, теорема 2 позволяет определить число подгрупп 
произвольного порядка (или индекса) ланной абелевой р-группы, если 
‘только известны инварианты этой группы. Если заданы не все, а только 
некоторые из этих инвариантов, то число подгрупп данного порядка 
может быть определено не точно, а приближенно. В последующем 
‘изложении обнаруживается, что известные до сих пор теоремы 0 числе 
подгрупп абелевой р-группы представляют собой такого рода аппро- 
ксимации. Так, например, задание одного только инварианта приводит 
к результату Холла. Естественно, что, идя указанным путем, можно 
установить также ряд новых предложений, иногда объединяющих 
выведенные ранее. Это и делается в дальнейшем в теоремах 3—9. 
Отметим, что существенную роль в подобных рассмотрениях играет 
теорема о симметрии, выраженная равенством (21). 

Пусть $ — абелева р-группа порядка р", имеющая чнварианты 


Е а (32) 


причем а, 0, 4... = 4. = --* =0. 

Будем в дальнейшем через 4; обозначать число из ряда (32). 
Тогда, в соответствии с этим и ранее данным определением, Н, (а, «) 
будет обозначать число подгрупп порядка (или индекса) р“ абелевой 
р-группы, имеющей инварианты 4,, 4,,..., 4, 0, 0,... 

Если [> &, то, очевидно, 


Нь (а, «) =Нь (а, <), 


т. е. равняется числу подгрупп порядка р“ группы %. 
ТЕОРЕМА 3. Если >11 и О< «< п, то 


к! 
У ав 


Нк (@,, а) = Нь_, (4, ®) (шо@ р: ), (33) 
‚где а’ — любое из чисел © и па, однако такое, что 


К-—+ 


У 4:-—#«+1>0. 


1=1 


Доказательство. По теореме 2, 


а;=« 


В правой части последнего равенства выделяем все те слагаемые, 
для` которых а, =0. Имея в виду формулу (13), заключаем, что сумма 
таких слагаемых равна Ну_, (4,, а). 
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Итак, 


а] | 
Элемент в › стоящии под знаком суммы в правой части последнего 


равенства, содержит множителем 


К 
У (а:-а ал 
в : 


причем, в силу условий А > 1, а, +0, получаем 


к-1 


к к-1 к—1 
У(а-ааиа= №» (4, —а) а: > ах [ р. а:— я а: | — 
2=1 = #=1 1=1 


К—1 К-—1 


а КЕ 4. 


к-1 
Таким образом, если > 4. —«+1>0, то сравнение (33) имеет 
= 
место при &’ =. 
Далее, очевидно, что 
Ф 


| У а-ьеуны 
Нь(@,, «) =Ну, (4, п <) =Нь_: (4, п— 0) (шодр:=! ), 


откуда следует, что сравнение (33) справедливо также при а’ =п— я, 
если только 
к—1 


У а. —(п—«) +1> 0. 


1=1 


Нетрудно видеть, что по крайней мере одно из чисел. 


Е—1 К-1 


ря 4—1, Уа.—п-—®-1 


{=1 {=1 


непременно положительно. 
Условимся, теперь, через &, обозначать наименьшее из чисел &а 
к-1 
и па, через &, — наименьшее из чисел &, и У а, —«, и вообще, при- 
1 - 


меняя определение по индукции, через а; — наименьшее из чисел &;_, 
к-141 

и > 4: —@;-1.. 
{= 
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Тсгда по теореме 3 будем иметь 


К- 
а 
Нь (4, == Нь- (@ь, в) (подр) 


или, тем более, 
к 
К—1 > 4“ 
в 
Нь (4, ®) ==Нух_, (4, *,) (то р!-! == ). 


Точно так же 


К-—1 
К? ха 
5-е 
Нил (а,, %) == Ну (а,, “,) (по4 рт! ) 


ит. д., так что если 1<[1< К, то 


Н\тьа (4, ®) == Ну (4, ®,-1) (то9 р! 


Очевидно, что 


&—1 4-1 

к-1 Уа, к? Уа; | Уа. 

м ==1 = мы = 
Еее 
ет 


1 


так что можно сформулировать следующий результат: 


ТЕОРЕМА ‘4. Если К> 1, Охо<пи 1<1< Е рто 


1 о а: 
Уа:- 51 
Нь (а,, *) =Н, (4,, ®, 1) (то4 р:=! ще. ). 


Переходим & другим следствиям теоремы 3: 


| 
ТЕОРЕМА 5. Если К>1>0 ниях в 4, то 
т! 


1 
У а:-а-+1 
Н ь (а;, «) = Ну (4,, «) (той р:-! Г. 
Доказательство. Применяя последовательно теорему 3, имеелз 


К-—1 


У 4; 0-1 
Н, (а., а) = Ну (а., ©) (то4р:-! ), 
Ко 
У и-он 
Нк, (4, *) ==Н» › (4; ®) (то р"! ), 
У в-аы 
На, 1 (4:, а) == Ну (а;, а) (то& р: =! ), 


откуда непосредственно и вытекает дэказываемое предложение.. 
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Положив в условии теоремы 5 [=1, приходим к следующему 
результату: 

Число подгрупп порядка или индекса р’ (0<«<4,) группы $ 
сравнимо с Фо „ по модулю ра. 

Поскольку речь шла о подгруппах индекса р”, приведенное пред- 
ложение было доказано Холлом С), ых 42] я любой р-группы. 


ТЕОРЕМА 6. Если >" 1, У 4< <} 4, и 1>1, то 


; 
У ар 
Н, (@,, ®) = Нь(@:, &') (то4 р! =! ), (34) 
тд 
причем х’=а, если г<1, ца’ == У а-я, если г> 4. 
1 
Доказательство. Если [> К, то г<[и сравнение (34) должно 
иметь место при условии замены а’ на а. 


Действительно, в этом случае 
Нх (а,, а) — Н1 (а,, а)-> 


Будем теперь считать [ < Ё. Пусть г<[. Применяя теорему 5, полу- 


‘чаем 
1 
а, «1 
Н, (4, ®) = Ну (@,, а) (под р!-! ), 
т. е. результат более сильный, чем сформулированный в условии 
теоремы 06. 
Переходим к случаю г_›> Г. По теореме 5, 


г 
Ч;-е-+1 


Н, (а, “) =Н, (а, ®) (тоа рЁ-! ) (35) 


Далее, по теореме 5, 
г—1 
р 4, —4' +1 


Н, (4, ) =Н, , (а, а’) (шов р"), (36) 


р 


| 
- 


где х’= »4,—“. Таким образом, 


1 
1-1 


пе 
1—1 1=1 
откуда, поскольку г>[ > 1, 
1 Т=4 г 
Ма, -м-+1> У а.+1> > Уа:—«+1> 2. (37) 
ф=1 И 1=1 
Снова пользуясь теоремой 5, приходим к заключению: 


1 
а;-—в'-{-1 


Н,-, (4, в’) = На (а, а’) (то р! }} (38) 
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Сопоставляя сравнения, (35), (36), (38), получаем 


у а;—«- 1 
Нь(а„, в) == Н' (@,, ©) (шо4 р! 7! ). 


Заметим, наконец, что при г==1, по формуле (24), имеем 
Нь (4,, «) = Н, (а,, ®). 


Положив в условии теоремы 6 [=2, приходим к следующему частному 
случаю, который выделяем особо: 


г-1 


ТЕОРЕМА 7. Если Къг>1и Уа<а< У а, то 
1=1 


1=1 


у а;-—о--1 
Нь (4, а) = Н, (а, ©") (то4рг“! ), 


т 


причем а’ =а, если тии —- а—яа, если т>2. 
=1 


Только что приведенная теорема содержит в себе цитированный 


выше результат Холла, а также следующее, хорошо известное пред- 
ложение Миллера (°): 


Во всякой Е абелевой группе порядка р" (п > 1) число 
подгрупп порядка р" (1<«<п—1) сравнимо с 1--р по модулю р”. 

В самом деле, если а 4, то в условии теоремы 7 надо поло- 
жить г=1, что приводит к следующей записи: 


Н»ь (@;, ®) =Н, (4;, ®) (то4 р-*+!) 
й остается только заметить, что, по теореме Э 
Н» (4,, «) == ав (шо@ р®-*+!). 


С другой стороны, при 4, > 1 имеем, на основании (29), 

Н» (4, ®') =1 + р (то4 р*). 
Теорема 6, как и оговорено в условии, не приложима при [ =1, так 
как тогда неравенство (37) может и не быть справедливым. В этом 


случае будет иметь место следующая теорема, которую также можно: 
рассматривать как обобщение и предложения Холла. 


ТЕОРЕМА 8. Если К >г>1 и У а. <а«< у а,, то 


Нк (4,, а) == Фа < (по9 Р°), 


Я 


причем а’=а, если т=1, ца’ = Ха, —а, если г> 1, а $— наименьшее 
#1 


из чисел аа 1 и а. —@ +1. 


т=1 
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- Доказательство. По теореме 7 


йо 


у а;—с-+1 
Нь (4ь, ®) = Н, (4, ®) (под р"! ), 
Г 
причем а’ =а, если г=14, иа' = У 4, —а+1, если г> 4. Применяя, 
221 
далее, теорему 3, получаем 


Н, (4., ®') = Фа, «, (под р41-*'+1), 


так как 4, —я’-+1>0, что и доказывает теорему. 
Так как при г=1 а’=а, то в этом случае 


г 
а, —а' +1= У а. —а-1, 


151 


что вновь приводит к теореме Холла. 
ТЕОРЕМА 9. 


Нь (4, &) = Н. (4. а). (39) 


Доказательство. Если «>, то равенство (24) следует из 
самого определения символа Н, (а,, ®). Если «< Ё, то обращаемся 
к соотношению 


К 
Н, (4, )= У НЯ (25) 
К 1=1 


К 
Пусть а, >0, причем «<з<Ё. Тогда, ввиду условия о Яо. 
{1 


по крайней мере одно из чисел а; (|< будет <0 и соответству- 
[44] б ь 
ющий символ РЯ в правой части равенства (25) обращается в нуль. 
Со 
2=1 


Итак, в правой части равенства (25) будут отличны от нуля только. 


а; 

те символы Е ‚ для которых выполняются условия 
4 
1= 


Я Чо = = а, =0 
Таким образом, 
к К а 
вы 2] х [1-х не 
К = Е т а ве 


а;.«=0, х>0 
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Например, число подгрупп порядка или индекса р’ во всякой 
абелевой р-группе равно 


р—1. 
ее * 


ат Е а1-1 1 |: 
н, (а. = (р? и а, 


число подгрупп порядка или индекса р’ определяется равенством 


жа о Е 
НЧ 3) --е- “ 


иг. д. 

Отметим в заключение, что из предыдущего вытекает следующее 
известное предложение о числе циклических подгрупп абелевой р-группы: 

Если $ — нециклическая ‘абелева р-группа порядка р’, то число 
циклических подерупп порядка р” (1<т<п) группы 3 сравнимо с 09 
по модулю р. 

Эта теорема с незначительными ограничениями была доказана 
Миллером (°) для любой р-группы. 

В самом деле, число циклических подгрупп порядка р" группы % 
равно 


Обращаясь к определению символа { 


К 
Ч. т | 
а замечаем, что в данном 


К 
случае У! (4;— а} а; -=0, если только а, > 1. 
1 


8 4. Теорема о ковцентрации 


Все результаты, приведенные в предыдущем параграфе, пред- 
ставляют собой простые следствия теоремы 1, $2 и теоремы о сим- 
метрии; напротив, предложения, к выводу когорых мы сейчас пере- 
ходим, хотя и опираются по существу на указанные теоремы, но 
никойм образом не вытекают из них непосредственно. 

Формулируем основную лемму. 

ЛЕММА 3. Пусть $ — абелева р-группа высоты $ >1, имеющая 
инварианты а,, 4,,...,4.. Тогда 


Н (4,, а.,..., а,;; ®) =Н (а. + а,, 4,,...,а.; ®) (то4 раз). 


Доказательство. Покажем, что лемма справедлива при 
5—4, т. © что 


Н (а,, 4,; ) == Фаза», г (004 р‘). 
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Будем считать, сначала, что «< а,. Имеем 


а> 
Н (4, 4,; а) = У, РК -ч+Ю) фа, к, а,-а+к Фа, к= 
К=0 
г а1-—К, а1-<-+-К 
лы р рка:-а+ю. ета. ба, к= 
о а—эк, 0 
Е 
= ро Р^ 1-9 Ра, к, ар-ечк Ра, „2% Фан, к. 
К=0 


Заметим, что если О << 4,, то 
АТО Рав инь р" -*+ 9 Ра, а, к (тофр®), — (40) 
так как при А =0 оравнение (40) тривиально, а при > 0 
К (4 «+ Ю-а, + 1=К(а, —®) + Ё-К+1-а, >а.. 
Имея в виду определение символа Р.,в, следует особо рассмотреть 
случай, когда а —Ё < а, —«-| Ё, т. е. «< 2. Дело в том, что в ука- 
занном случае Ра, к, ал-«+к=0 без того, чтобы Ра, а._«+к непременно 
обращалось в нуль. . Сравнение (40), тем не менее, сохраняет свою 
силу, так как теперь будем иметь 
Е (4. «+ Ю>Е(а, —2%-+1-®=Е(а, —-&+1)= 
Далее, при О<#<а, 
(- Пе рка-еНЮР., „ак керАа- НР, (подр), (41) 
так как при К =0 сравнение (41) тривиально, а при К > 0 имеем 
К (а; —@&- К) о — 2 1=(— 1) (4, —-® а, -«- «+ (&—1)*>а,. 
Следует иметь в виду, что если ох < 2Ё, то Р.,.-›к=0 без того, чтобы 
Р.,.-к непременно обращалось в нуль. Сравнение (41) остается, од- 
нако, справедливым и в этом случае, так как теперь 
К (а. «+ Ю>Е(4, —-2%-41+К) > а. 
Итак, если О<Ё<4,, те 


Ра лака. 4-Е Фа. КЕ 
= ро Е, а1—«-+-К 7. «К Фа, К (то4 р‘), 
откула 
а> 
> р Ра: —К, а. -а+К Ра «-2к Фа», к== 


К=0 
а> 

== > ка) Ра, а. ак Ро, «-кФа,, к (то4 р4). 
К=( 


Преобразуем правую часть последнего сравнения с помощью леммы 2, 
$ 1, применяя конкретно равенство (5). Очевидно, в данном случае 
следует принять 

а=4., 9, 6=0, =, 


3 Известия АН, серия математическая, № 4 
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Таким образом, 
аз 


У} р Рак, и-ьзк Ра, ао Фан, КЕ Раз 4ь, @1+аз-а (ОЧ р“). 
К=0 


Разделив .обе части сравнения на Р., о, получим 
Е о а 
Н (а,, а,; а) == Фаза, й (шо4р 1). 
Пусть, теперь, х > 4,. Тогда 
Н (а,, а,; а) =Н(а,, 4,; а, + 4, — ®) = Фал+а,, а1-+а›-в (то4 р“), 
но 
Фаз+а», а1-+а›-« — Фа1-+а2, а» 
так что 
Н (@,, 4,; ®) == Фа+а., « (0046 ра). 
Таким образом, лемма доказана полностью для случая 5=2. 
Применим теперь индукцию, предполагая, что теорема имеет место 
для всех неэлементарных абелевых групп с высотой, меньшей $5, и 


поставив себе целью доказать ее для групп с р равной $5. 


Очевадно, мы можем полагать при этом, что $>3. Будем считать 
5—1 
сначала, что «< У а4,. Величину Н (а, 4.,..., 4;; «) можно опреде- 


лить следующим образом: 
4$ 45-1 42 а, Е аа 
На а-я) ... 5 
1 з 5 ь > х —У а 
: [=> 


‚ 98-1 93 


или 
(а,, а,, СЕК) ре а) -|- 


495=1 945-1=95$ — 92=943 


а: 55 
Имея в виду определение символа Ре — т и полагая для крат- 
1 2.2... 7 
кости У 9: =}, получаем 
1—1 
Н (а,, т вы а; а) = Н (4,4, о 


а; 43—1 


На № 2 в Фа: аа, аз-а-+ 12° И Фа; аа, а-а: (4,.:=0), (42) 


95=1 45-1=95 — 92=943 


где 
1—1 


8 = (а, метра — 91) 9:1, 
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или 
Не» 4», 3 а) == ЕР о м. аа) 
45 5-1 
-Е р р и П Фа: чела, а;— Ч у р Фа! -а>, а1—с- 1» Фа»- 9з, 42—42 * (43) 
95=1 495-1=95 98=94 #=3 42= 43 


Введем следующие обозначения: 


7 
№ а, =П;, п. =п, 4:— 91:1 = вь 


1 =1 


$ 
так что 4)=У,. Имеем ^ 
2 


3—1 


= (а. -*+ 5 4:) рр (4:—4:) 4. = 


=(а, —«-- 4.49. + гы Е < +.) + 
+ (а, — 9») (Е Е я + ЕЁ ея =. (4, —9.) Е, = 
= (п, —«-+ },) К, - (п, —«- },) Е. + ко + (в, а), = 
$—1 
= > (п —& 1.1) Ёрл. 
2=1 
Прежде чем перейти к преобразованию выражения (43), рассмотрим 
произведение 
р Фа1- 42, 41 -а+/2 Фа›-—4з, а2—а>* 


Заметим, что 
: ое. _Ра-аь дала Заза! -48 _ 
Р Фа:-а», а1-«+/» Фаз-аз» 4»-аз = Р Р = 


“—42—]2, 0 


р Ра, а1-«-- > Ре, а- 42—/> Ф4>—а3, 42—аз - 


Легко. видеть, что если №, =4; >0 и а, —«+},>0, то 

(- ис Р'Ра:-чь, а1-—а-- 1 == Р'Ра +, ль, 41-4)» (Шоа р‘. (44) 
В самом деле, отметим прежде всего, что при всех значениях р, 
удовлетворяющих условию 0 < ] < $, 

п —@+ }).1 0. 
Действительно, разность 
(п; — &-Е [ул ) — (п, «+ р) = (п;— п) — (р-р) = 
у 7 7 
= @:— № Ч 2 (42—49) >06 
1=2 252 12 

и так как, по предположению, п, —&- |, >0, то ип, —@-+},, > 0. 
Таким образом, 


8—1 $ 
> Ун.=У и 
1=2 


З* 
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и, следовательно, 
г+а,—а. +1 - 4, 


что и подтверждает справедливость сравнения (44). Отметим при этом, 
что если 4. —«+ |, > 4, —4., т. е. «<, -+4,—1, так что 
Ра, в», 1-41: = 0, 
то ё>4а,. В самом деле, в этом случае 
#> (4, —].—9 + 1+1) 4= (9. — 1 (4, —9,) +4, >а.. 
Далее, если Ё,=4, >0и 4, —я-+}, > 0, то 
(—1)7+9-22 р'Р., „-в-р = РР, а-ю (04 р41). (45) 


Для того чтобы убедиться в правильности сравнения (45), достаточно 
заметить, что + “— 4. — |, +1>4,. Но 


5—2 


+а— 4, — +4 = (ира р) а (па), 
7=1 
$—4 


а— 9, —-+1> № Е -Н (п, — а) (,— 1) НК, Ни, < а—9:—Ь- т 


9 
1=^ 


Так как 


Ун=а.—&,, Варе, +=, =й,» @<«И. а, ` 


нара — 19-Е Е Ва, № — 9,4 1=а, + (,—1) > а,. 
Если &—4.— | <О0, т. е. «< 4,—},—1, так что Р-р» =0, то 
Е > (4, —9,—]. 51-1.) а.>4.. 
Покажем теперь, что если К, > 0, то 
Р'Ра; ал, 41-в+1з Ра, в-аа-/: НЕ Р'Ра1+1,-Кь, 41-041, Ра, в-й (09 р‘1). (46) 
Коли 4. —«-+-},>0, то сравнение (46) вытекает из сравнений (44) 
и (45). Если а, —«- }, <0, то сравнение (46) тривиально, так как обе 


части его обращаются в ноль. Если 4,—а-- |, =0, то 4, — 9, =&—4,—}, 
и а +}, —Ё,=@—Ё,, так что 


Р., а - 42 -— } Рац, а1-а--]а — Ра, «—К> Ре, а1-а-{-}> =Р., 0. 


Из (46) следует, что 
4» 
( к 
хх РР Чт-@- 12 Ра, а«—4--—/з Фаз-аз, 42-аз == 


42 = 43 
42 


—- 1 
—- № Р' Ра+/:-Ка, а1-а4-/» Ре, «-к, Фа»-4з, № (то4 р41) 


93=93 
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или 


а> 
1 Ре 
о РРа-ч., Ч1—а-+/з Ра, а— 42-2 Фаз—43, 42—чз. == 
42 = 43 
а 
==рё У, АА Ра: +1а-№, 41-а- 2 Ро, «-К2 Фаз- 93, Ко (по8 р“), (47) 
92 = 43 


где 


$—1 


$ 5—1 
= > («+ Д,) в. =(4,+4,—а а № 4: 4 +» (4: — 4:) Чьз 
1=3 © 1=3 


#2 
5-1 
(сели $=3, то, конечно, надо считать \(4,—9:) 4... =0). 
:=3 
Далее, замечаем, что 


а. —«-+рь=а,—«-], + 4. К, и а, +}. — №, = 4, + }, - 9з- 


Поэтому 


аз 
>} ра Ра:+1»- к», Ч1-а--/> Ра, а- кз Фа - аз, К — 
9з=93 
42-43 
== у рЧа--юТаз- ча) Аа Раз -+1ь-+ав, Ч1--/з-аз- «Е Рь, «—К2 Фаз- аз, Ко. (48) 
Ка=0 


Преобразуем выражение, стоящее в правой части последнего равен- 
ства, используя упомянутую ранее лемму. При этом принимаем 
а=4,—4., = 4, + ], 4, с=х, =К,. 
Имеем 
4» 
Не: вы 
У р ао Раз+ь- кз, Ч1-а+/з Ра, а- К Фа»- аз, К» — Ра; а2- в, а1-+ Ч2--/з—& › 
42=98 
откуда 
а> 
1 ие 
р Р Ра:-а., Ч1- “|2 Раача-т Фа» - аз, .4з—4аз == 
9*=43 
== р" Ра: +4.-/в, аа +аз+/в-а (104 р‘). 
Так как Р., о взаимно просто с ри обе части последнего сравнения 
делятся на Р., о, то мы имеем право записать: 


42 
№ р Ра: - аз, а1-а+ Ра, ваза риа 
Р Р я . — Фа»-аз, 92—98 == 
42=93 ы 
== ре Фал+аз-Е уз, ал а» з-а (поа 2"). (49) 


Как было замечено Холлом [(“), стр. 38], функция $.,, обладает тем 


свойством, что 
Фав, ра, › (Шо4 р"). 
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ИИ ое бы ЕС СЕН Ве теток Е: 
Поэтому, если «—},—4, > 0, то 


= - }з- { 
Фаза» 1з, а1-+42-/з-а == Фа1-+а>- аз, а1-+42-1з-< (по р“ 3-@+ ). 


Отсюда, если 4. > 0, то 
рН Фа, раз 1ь, а14+а1+1з-« ЕЕ РИ Фа14 44-4, аа+4:4/з-« (104 р41). — (50) 


В самом деле, если «—],—9.>0и 4, +4.+],—@®>0, то сравнение 
(50) вытекает из предыдущего, так как 


5—1 
и На—— 9, +1= (а, а, —«-],) аз+ У, (4—9) а + 
т=3 


%—],—4.+1>а, а, «+ -+а—р—9+1 > ак 


Если 4+4, +} —ох>0, но «а<}-+9,—\, то достаточно заметить, 
что в данном случае 


з $—1 
ь = (4,49, —а+ Уч )а:+ У (4-9 а> 
1=3 1=3 
о а 


Если, наконец, 4, +4, +}, —х < 0, то сравнение (50) тривиально. 
Из сравнения (49) получаем 


4› 
1 а 
ь Р Фа1-а», а1-в--/> Фа--аз, 4›-аз == 
42=98 
== Ра, аа-ав, а:+4»+/з-« (104 рб: ). (51) 


Преобразуя, с помощью сравнения (51), правую часть равенства (43), 
приходим к выводу: 


На. а. ана Е 


а; 45-1 45 $ 
У. Х --. Я Ра анны Фив исе (по@ р): (52) 
95=1 95—1=95 98= 44 т=3 


Пользуясь индукционным предположением и учитывая определение 


аа 


символа |. | преобразуем правую часть сравнения (52). 


1@2.. . @1 
Имеем 


Н (4,, @. ГА 424 в а (а, + а,, в С бт а) -- 


аз 45-1 


а 
+ ее в 


98$=1 95-1 = 4$ 98=44 
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откуда 
Н (а,, й:. Сы) и а) = 
а; 5-1 аз [а р 
ее т а: аз Чт =] а1 
х х ее У (а —/ 43-.-95-—1 43 (шобр ) 
95=0 45-1=9$5 4з= 44 
или 


Н (4, а,, ..., 4,; ) ==Н (4, + 4., 4.,...,а,; ) (тод р41). 


$—1 


Пусть, теперь, «> Уа.. Тогда 
1 
На, а, в.а -Н(а,4,..., 4; УХ4-—«)= 


$ 
=Н (а, + оне а 4.—в) (шоа ра), 
и 


откуда снова имеем 
Н (4,, 4,, ...,4,; “) ==Н (а, а,, а.,...,4.; а) (то4 ра). 


Лемма, таким образом, доказана полностью. 

Важнейшим и непосредственным следствием полученного только 
что предложения является 

ТЕОРЕМА 10. Пусть $ — абелева группа порядка р" и ранга а. 
Число подгрупп порядка (или индекса) р“(0<а«<п) группы 3 сравнимо 
С 91. апо модулю рч. 

В самом деле, пусть инвариантами % будут числа а, =а4, 4,,..., 4.. 


$ 
Очевидно, У 4. =п. Применяя последовательно лемму, имеем 
[1 


Н (а, 4,,...,а.; ®) =Н (а, а, 4,...,4;; а) (тод р), 
Н (а, -+а,, 4. ..., 4; &)=Н(а,-+а, +4, ...,4,; а) (то р4а+4), 


о 9 ое око о те Не Бы НИ 


4: 
Н (а, + а, + НЕ Че; а;; %) == Фп, а (по4 ен у 


так что 


Н (4,, 4,, ..., 4,; в“) == $1, (од р?). 


Легко видеть, что теорема (10) содержит, как частные случаи, раз- 
личные предложения о числе подгрупп абелевой р-группы. Прежде 
всего из нее непосредственно вытекает классическое положение, 
согласно которому число подгрупп определенного порядка абелевой 
р-группы тождественно равно 1 (то4 р). 
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Далее, теорема 10 значительно усиливает такое, уже упоминав- 
шееся ранее ($ 3), предложение, представляющее собой частный слу- 
чай теоремы Холла (справедливой для любых р-групп): 

Число подгрупп индекса р абелевой р-группы ранга а (0<а<а) 
сравнимо с Фа, по модулю р9-в+1. 

В самом деле, нетрудно видеть, что 


Фи, =ЕФа,а (то4 р9-ч+1). 


Отметим также, что теорема 10 усиливает для абелевых групи другое 

общее предложение Холла [(°), стр. 499], которое в случае коммута- 

тивной группы может быть сформулировано следующим образом: 
Число подгрупп порядка р“ абелевой р-группы В ранга 4: сравнимо 


1 
С Фефа-1, а по модулю р’, где в=4—-:а(«— 1). 
В самом деле, очевидно, что < + а—1<4 и что 


Фп, а Е Фо а-1,а (шо4 р°). 


Наконец, заметив, что если 0 <а< п, то 
Фив ==4--р (шо4р’), 


приходим к выводу, что частным случаем теоремы 10 является извест- 
ный, цитированный выше ($ 3), результат Миллера. 

Теорему 10 будем называть также «теоремой о концентрации». 
Чтобы до известной степени оправдать это название и вместе с тем 
представить в наиболее отчетливой форме вытекаюптое из полученного 
предложения обобщение теоремы Миллера, формулируем следующий 
результат, для обоснования которого достаточно будет сослаться 
на сравнение (8) ($ 1): 

ТЕОРЕМА 14. Пусть $ — абелева группа порядка р” и ранга 4. 
Если < а<п— аа >1+-1, то число подгрупп порядка (или индекса} 
р" группы $ сравнимо с Е по модулю р ?. 

Задавая : различные значения, можно получить целый ряд теорем, 
позволяющих при тех или иных предположениях оценить число под- 
групп заданного порядка абелевой р-группы. В частности, при # = —1 
получается вышеупомянутое классическое предложение, при #=0 
теорема 11 сводится к теореме Миллера, а при #=1 имеет следующий 
результат, который отметим особо: 

ТЕОРЕМА 12. Пусть В — абелева группа порядка р’ и ранга 
а>2. Если 1<а«<пр—1, то число подгрупп порядка (или индекса) 
р* группы № сравнимо с 1-- р+2р’ по модулю р*. 
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В настоящем исследовании мы не ставим перед собой задачи рас- 
пространить в той или другой формулировке теорему 11 или хотя бы 
ближайшим образом — теорему 12 на случай любой р-группы. Следует 
заметить, что теорема 12 (если оставить текст ее неизмененным) 
применительно к любой р-группе просто неверна. 

В самом деле, как заметил Татама ($), существует неабелева группа 
порядка р“, у которой 4=3 и которая имеет 1+ р-+ р’ подгрупп 
порядка р”. Эта группа порождается элементами Р, 0, В, связанными 
такими определяющими равенствами: 


РР ВР =1, 
В-0В= ОР’, 
В-РА=Р, 
0-РО=Р. (53). 


С другой стороны, нельзя в этом контексте не упомянуть о следу- 
ющей частного характера, но интересной теореме Тага\а (°). 

Пусть З— группа порядка р", имеющая циклическую главную 
подгруппу. Пусть 4>3, р> Зи $ не содержит подгрупп порядка р* 
типа (53). Число подгрупп порядка р” группы %№ сравнимо с 
1+ р-+ 2р* по модулю р?з, если 1 <т<п-—1. 


Очевидно, приведеннее предложение не включает теорему 12, но 
и не вытекает из нее. Представляется поэтому вполне естественным 
попытаться получить результат, который включал бы, как частные 
случаи, и теорему 12 и теорему Тазама. 
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УСЛОВИЯ СОВМЕСТНОСТИ МЕТОДОВ ТОЕРГТТ7”А 


(Представлено академиком ©. П. Соболевым) 


Устанавливаются эффективные достаточные условия совместности 
конечнострочных методов Тоер!12’а. Строятся методы А, В, для кото- 

рых эти условия реализуются, причем поля А’, В” методов 4, В удо- 

влетворяют требованиям: 4’ В ’= А’, А’В’-ЕВ’, А’В’ содержит расходя- 

щиеся последовательности. 

Настоящая заметка является дополнением статьи (') и имеет 
целью установить эффективные достаточные условия совмес гности 
методов ТоерПёг’а. 

Мы будем пользоваться некоторыми определениями и обозначе- 
ниями, введенными в начале статьи ('), пополнив их следующими. 

Множество всех последовательностей = (т1,), входящих в поле А’ 
метода А, для которых имеем х,=0(х,), где ух = (х\»,)— какая-нибудь 
фиксированная последовательность (> 0, =1,2,...), будем обо- 
значать через Ау. Методы А и В будем называть 7)-совместными, если 
для любого Е А, В» имеем А (5) = В (2). * 

у-совместные методы А и В, для которых А, = В, будем называть 
хХ-эквивалентными. 

Если для линейного метода суммирования А можно указать такую 
последовательность у = (х%) (х» > 0, &=1,2,...), что А’= Ау, то будем 
называть ее мажорантной последовательностью по отношению к А, 
а метод А— принадлежащим к классу [7 и писать АЕ Г. 

Метод суммирования, заданный © помощью матрицы, у которой 
в каждой строчке имеется лишь конечное число отличных от нуля 
элементов, будем называть конечнострочным. 

Условия совместности методов Тоер1 а А и В будут выведены 
в предположении, что эти методы конечнострочные и что АЕГ.”. 

Укажем, что всякий реверсивный матричный метод 


А — (а) [2 Ил. 
Действительно, обозначим через (9) = (9) решение системы уравнений 


У ат (1=1,2,...) 
к=1 


при 9 = (у: = 1... 


^ А (2) означает результат суммирования последовательности х методом А. 


380 В. М. ДАРЕВСКИЙ 


Для любых х=(т,) 6 А’, у=(у;)=А(т) * имеем [см. (°), стр. 
47 — 50; 65 —67 и (°), стр. 376]: 


== (У р ув) 1 у; +5 у, (а) 
где аи последовательности, соответствующие 
матрице (а,,) [см. (?)], причем 


со 


У деним... 


1=1 


Отсюда следует, что если положить 


\: = шах (Е КО, .1) (&=1.2,...), ** 


1=0 


то х = (%») будет мажорантной последовательностью для метода А = (4:1), 
т. е. для любого х=(1,)Е А’ будем иметь 2 =0 (%»). 

Если метод А = (а,;,) нормальный ***, то в качестве его мажорант- 
ной последовательности может быть принята последовательность = (Ух), 
у которой 


их ы 
= У, 


1=1 


так как в этом случае для любых х=(т,) Е А’, у=(у) =А(т) имеем 
к 
(Е 
Тк = ра Ск У: 
1=1 


и так как у, >0(Ё=1,2,...), поскольку +0 


* а) =: (2), д) = Хава. 


** При таком выборе величин Ук исключается возможность равенства их нулю. 
Мы не будем рассматривать вопрос о том, может ли для какого-нибудь реверсивного 


со 
метода А у 150 | равняться нулю при некотором А. Укажем только, что этого 
= 


не может быть, если все столбцы метода А являются сходящимися последователь- 
ностями. В самом деле, в этом случае каждая из последовательностей 8% = (81°) 


С: 


(8 =1, 8") =0 когда Ел, п=1,2,...) принадлежит А”. Но если бы р 1 


= 
равнялось нулю при некотором А=А,, то, согласно ‚авенству (а). К,-й член любой 
последовательности, принадлежащей А’, должен был бы быть равен нулю и, зна- 


чит, последовательность 6“) не могла бы принадлежать 4”. 
*+* Т.е. если ак =0 при & > аан Е © (1=1,2,...). 
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ЛЕММА 1. Пусть матричный метод А=(а:к) конечнострочный, 
ах = (х,) — какая-нибудь последовательность, причем у, > 0 =...) 
Какова бы ни была монотонно возрастающая последовательность (п;) 
(п. > п, 8=1,2,..., п, — натуральные числа), всегда можно указать 
такой метод УЗ = (а), х-эквивалентный методу А, что аи, +0, 
ар == ‘ебли > п; (#=%1,2,...). 

Доказательство. Так как метод А==(а,,) предполагается 
`конечнострочным, то существует такая последовательность (Ё;) (Ё; — нату- 
ральные числа), что ак; + 0, * а,=0, если КЁ, (&=1,2,...). 

Пусть (е;) — какая-нибудь сходящаяся к нулю последовательность, 
причем в; = 0 (1=1,2,...). Строим метод 5 = (®;к) следующим образом: 
если К, < п., то полагаем 


к =а,. (1<8<®,), в,=0 (Е -+1<Ё<п,), 
11. = —, к= 0 (В). 


Если же К, > п., то взяв из последовательности (п;) такое п, что 


7:1 -1< А, < па, выбираем произвольно величины ак (1<1<&, |. < п) 
и полагаем 


мые (1 <: <), А 0 (1< 0, > п), 
п; 

к — @1х (1<А<А,), ак =0 (Е, < п), 
тт — т г тк = 0 (А > па). 


Г 
Таким образом, востроены #, строчек матрицы 9% = (а;‚) (в случае, 
когдацй < ий =. 
Далее, если №, < пн-1, то полагаем 


ЧС: (15 К), бык =0 (Е ЁЕ<тыы) 
ак =0 (> па). 


511-51 


т: — ги за” 
21 


Если же А, > пни, ТО взяв из последовательности (п;) такое ть», 
что П,_1<Ё, < п, Полагаем: 


“к = @1.. +1 <<4,1<Ё< Ё,), а. =0 (#.+1< а, ВВ п;), 


м (и +1<:<ы), ак =0 (1, +1.< <, Ёп), 
1. к == @%;: (1<#< <. :), ак =0 (#, <Ё«пь,), 
и пт;, = - , ик =0 (В > ти,). 


Таким образом, построены #, >> #, строчек матрицы % = (а) (если №, < 
< Па, То = + т, 


* Мы исключаем из рассмотрения случай, когда некоторые из строк матрицы 
(а;к) состоят сплошь из нулей. 
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Продолжая указанный процесс до бесконечности, мы получим 
в результате метод % = (“;„), который, очевидно, будет у-эквивалентен 
методу А= (ал) и удовлетворять условию: &ш; = 0, вк=0, если Ё > п; 
ты 

ЛЕММА 2. Пусть у=().)— некоторая последовательность, для 
которой у, > 0. Методы Тоера А = (а) и В=(6:.) У-совместны 
тогда и только тогда, когда система уравнений 


и=аил, ант, {..., 
су, = 6,,2, + 6..5, ..., 

У: = 4:12, + а.1, |..., (1) 
су. = 6..2, 6..7, -..., 


ее ео а. эл © 


не имеет решения х = (х,), удовлетворяющего условию т,=0(хь), если 
одновременно с +1, а у=(у,} есть сходящаяся последовательность 
с пределом,`не равным нулю. 

Доказательство**. Пусть методы А= (ак) и В-= (6,.) у-сов- 
местны. Если существует некоторое с = с’ = 1 инекоторая последователь- 
ность у = у’ = (у:), сходящаяся к величине 7 = 0, при которых система (1) 
имеет решение 2 =’ =(л,), причем х, =0 (5х), то 


А(2') = 1-Е В (2) = ст, 


что противоречит у-совместности методов А и В и, следовательно, 
условие леммы является необходимым. 

Предположим теперь, что для методов Тоер|2?а А = (а) и В = (6; } 
условие леммы выполнено. Если эти методы не являются у-совмест- 
ными, то существует последовательность х’=(у,) (%. =0(%»)) такая, 
что 


А (х’) =а- В (1')=6. 


Можно считать, что а- 0, 5-Е 0, ибо если одна из величин а, 6 
равна нулю, то можно говорить не о последовательности 5’ = (х,), 
а о последовательности 


х" = (т) = (х, а - 5) 


(1,=0(у»), поскольку Рух > 0), для которой 


А (") =2а-+6 +0, В\(л”) =26-+а-0, 


* Ясно, что указанный процесс построения метода % может быть различным обра- 
зом видоизменен и, следовательно, могут быть получены различные методы % = (25к). 
у-эквивалентные методу А и удовлетворяющие условию: Ч; 0, к=0, если 
о 

** Приводимое доказательство леммы 2 совершенно аналогично доказательству 
леммы 1 в статье (1). 
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так как предполагается, что одна и только одна из величин а, 6 равна 
нулю. Но если А (2') =а-0, В(х’)=6+0иа= 6, то последователь- 
ность 1’ является решением системы (4), когда с = — И 
где 


Уна = 4: (2”), Ун=- В) (=1,2,...). 


Так как у, —>а-Е0, то мы пришли к противоречию с условием леммы. 
и, следовательно, достаточность этого условия доказана. 

Сделаем несколько замечаний. 

Пусть имеются два метода А и В, причем АЕГ.^, и пусть метод А 
/-эквивалентен некоторому методу %, а В )-эквивалентен некоторому 
методу 3. Очевидно, что методы А и В будут совместны тогда и только 
тогда, когда методы 5% и 33 будут 7-совместны. 

Пусть, теперь, А и В— конечнострочные методы Тоер!12’а, причем 
АЕГ^. Согласно лемме 1, можно указать такой метод 5 = (х;;), /-экви- 
валентный методу А, и такой метод 3 = (В), х-эквивалентный ме- 
тоду В, что 


51-1 +0, щк=0О, если В > 2—1, 
В, а: 0, Вк=0, если Ё > 24. 


Так как АЕГ», то ясно, что вместе с А, В будут являться мето- 
дами ТоерП(2’а и 7)-эквивалентные им методы %, 3. 

Заметим, наконец, что если какой-нибудь метод ТоерП?’а 
АЕГХ (у = (хх), то шЁх, > 0, поскольку последовательность 


ЗИ Чочо (о 


В силу сделанных замечаний и леммы 2, имеет место 

ЛЕММА 3. Пусть А и Вр—конечнострочные методы Тоерй2’а, 
причем А Е[\. Пусть, далее, 5 = (ч;.) и $ = (В:к) — какие-ниб удь методы, 
удовлетворяющие условиям (2) и У-эквивалентные, соответственно, 
методам Ац В. Методы А и В будут совместными тогда и только’ 
тогда, когда система уравнений 


е = 9,, 2, -- 9..2, + “,зТз, 


ес. е Ра эх в. УЕ "Вы ; 
не имеет решения = (х,), удовлетворяющего условию 
т=0(%) (х=(у,)), 


если одновременно с + 1, а у= (у;) есть сходящаяся последовательность 
с пределом, не равным нулю- 


У: =@,:2,, 
су 8 =В,.2 аа В.Т», 
} 
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Нормальную матрицу, образованную коэффициентами при величи- 
нах хх в системе (3), будем обозначать через Алву- 

Так как для методов А, В, указанных в лемме 3, можно различ- 
ным образом выбрать соответствующие им методы %, $, то можно 
говорить не об одной матрице Алв,, а о множестве таких матриц. 

ЛЕММА 4. Если конечнострочные методы Тоер12’а А, В совместны, 
причем АЕ[ (у = (хх), то для любой матрицы А дв, существует такая 
подпоследовательность (Ё,) натуральных чисел К, что 


Пш — ея КО [= 


%—с> ку; (4) 
У Тео" ыы Руане 
т<Ку Ку 


(6) = (822) — фундаментальные последовательности, соответствующие 


матрице А Ави; = 2. означают суммы, взятые, соответственно, 
1< У 1< у 


по всем нечетным и по всем четным индексам & в интервале между 


1 и К,). 
Доказательство*. Пусть конечнострочные методы Тоер’а 
А, В совместны, причем АЕ[^ (х = (%,)), и пусть с, у,, У,,...— какие- 


нибудь величины. 

Напишем систему уравнений (3), соответствующую какой-нибудь 
матрице Адв,. Решая систему (3) относительно величи х,, х., .. 
получаем: 


= У бе Х Ки (&=12,...). (5) 


1<Е К 


Так кан матрица Алв, регулярная, то, взяв за последователь- 
ность (5,) некоторую сходящуюся последовательность (хх) с предс- 
лом + 0, получаем, в качестве соответствующего решения системы (5) 
при с=1, некоторую последовательность (У;), сходящуюся к вели- 
чине = 0. 


Обозначим не © множество всех значений А, при которых ни 


ЕР) и [3 
одна из величин У |5 и | не равна нулю. Если допустить, 
12% 1<К я 


что множество () пустое, или, что О не пусто, но 


т у [52| < <, (6) 


1=1 


* Это доказательство лишь незначительно отличается от доказательства леммы 
% в статье ('). 
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то при любом фиксированном с будем иметь 


2 (= М КРуг-е Уи = (у. 


1<К 1<К 


В самом деле, для всех О по крайней мере одна из величин 


у О хх | Я равна нулю и, следовательно, для указанных К 
<к У *=кКу 


тк (с) равно либо хк, либо сх,, а 1. =0 (ук), поскольку (5%), являясь 

сходящейся последовательностью, принадлежит А’; для всех же КЕО 
я 

(если О не пусто) Е о 7 < ©, в силу условия (6). 

Таким образом, предполагая, что О пустое множество, или, что 0 
не пусто, но имеет место условие (6), приходим к выводу, что при 
любом с и некоторой сходящейся последовательности (у;) с пределом, 
отличным от нуля, система (3) имеет решение (1, (с)), причем 
х, (с) =0 (к), а это противоречит, согласно лемме 3, совместности 
методов А и В. 

Итак, О— не пустое множество и 


К 


(Е) 
зар — к == ©0, 
ыы 


откуда следует существование такой последовательности (й,), для 
которой выполняются условия (4). 

ТЕОРЕМА. Конечнострочные методы Тоер!12?а АГ” (у= (ук)) 
и В будут совместны, если для какой-нибудь матрицы Алдв, суще- 
ствует такая подпоследовательность (К)) натуральных чисел Ё, что, 
кроме условий (4), выполняются еще следующие: 


Е) ” ЕО 
„2 о Е | 
110 их й 
1<Ку 1<К.у 
а и 

[5% о 
Ц 1 = 0, И к, =0 _(=1,2,...). 
У—со . \У—с< 2 

> >15 


Доказательство*. Пусть условия теоремы (т. е. условия (4), 
(7)) выполнены, Как показано в статье (*) (см. доказательство тео- 


* Приведенное здесь доказательство почти ничем не отличается от доказа- 
тельства теоремы 5 в статье (1). 


4 Известия АН, серия математическая, № 4 
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ремы 5), из выполнения двух последних условий (4) и первых трех 
условий (7) следует, что * 


р 6 
Во ——_ =у> 0. (8) 
У—с5 Я 99 


Пусть у> 9-0 и пусть М — некоторое натуральное число. Положим 
у—т=еь зар|е:| = М 
Юй 
н перепишем равенства (5) с номерами Ё> № следующим образом: 


2к= У Мб -е У" Кб + У. КЕ, + 


< #<м и<«-<К 
к 
и . . ’ = 1 
НЫ @ р Ра; Еле У +1 (1—6) У 9% 
М<ЕЗК 2=1 :<К 


МЕ 


Из этих равенств получаем 


М 
|ак| > [94—21 Х 0 |- М шах (1, |6) У [82| 


1<К 1=1 
К р 7 
— $1р | в: | шах (1, Ре) У № | 
{>м№ т а | 
(Е=мМ +1, М2, ...). 


В частности, будем иметь 


1 № ке 


18Ку 


[2к, | >| [1141 —6| — М пах (1, 1. — 
Ув У т 
6-1 = 
к 
ЧАИ 
К тах (1; ее — У (К» > М). (9) 


я | 50| 1=1 


Считая теперь, что для произвольных, но фиксированных (у,)} 
(у: —1=0) и с= 1 величина М выбрана так, чтобы 


. 2 о 
кор [| швах (4, [61 < 51 — 


* В отатье (1) в формуле (15) имеется опечатка: вместо Ш напечатано И. 
Ус ><. 
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выберем такое К >> М, чтобы для всех К, > К выполнялись ‚ согласно 
условию (8) и двум последним условиям (7), неравенства: 


э вк. | 


Е ое 
ыЗ - 
у ВУ 

М тах (4, [ера с 
Ку 


Ку 


м ГЕО 


1=1 


Тогда из неравенств (9) получаем 


к» | > т м4 И (> К), 


т=1 
откуда, принимая во внимание первое из условий (4), вытекает, что 


1, | 
Пт ь = ©, 
У->со К. 


а следовательно, 2, О (х»). 

Таким образом, мы получили следующий результат: если условия 
теоремы выполнены, то для любой сходящейся последовательно- 
сти (у;) с пределом 9 == 0 при любом с == 1 решение (х,) системы (3) 
таково, что 2, + О (х,), чем, в силу леммы 3, теорема и доказана. 

Мы сейчас убедимся на примере, что условия (4), (7) не являются 
«пустыми», т. е. что они реализуются для некоторых методов Тоер!1%2’а 
А, В и притом таких, что А’В’- А’, А’В’ + В’, А’В’ содержит расходя- 
щиеся последовательности. Необходимость построения такого примера 
диктуется также кажущейся громоздкостью условий (4), (7). 

Пусть А = (а,,) — нормальная матрица, а В = (6;,) — такая матрица, 
что бр о. +0, Ык=0, если > 21 (1=1,2,...). 


Обозначим фундаментальные последовательности, соответствующие 


мегоду А, через 2 (А) и положим 


7 
= 31 (4) |. 


1=1 


Гогда будем иметь: АЕГ^, где х = (ую. 
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Построим нормальную матрицу А=(Д;,), выбрав произвольно 
элемент Д,, -Е0 и определив элементы АД; (Ё<Е #>1) следующим 
образом: 


Ат, к = бк (К < 2т), 
А2т-+1, к =@тк (Ё<т), 
Арт, к= 0 (т < < 2т), (10) 
о (14) 


Дот 1, эт-+1 = 
Хата 
Где == (е„) — какая-нибудь сходящаяся к нулю последовательность, 
причем г„ =0 (т -=1,2,...). Построенная матрица А = (А:.) является 
матрицей Длв„, поскольку строчки матрицы А с нечетными номерами 
образуют метод 9%, у-эквивалентный методу А, а строчки матрицы А 
с четными номерами образуют метод В. 

Обозначим фундаментальные последовательности, соответствующие 


матрице Д, через О. Имеют место известные формулы*: 


7 . = (1 1 
2 =0 (<, =, 


А::1,: Ач 


А: Аце ыы Анне © 
А: Але: А ри А-а 
г: т пламени а Г 
КО — 4) 2 
В А: Ааа --- Акк ) 
(Е>А**. 
Из равенств (10), (12) получаем 
ПИ о... 0 
Ао, Ачонна Ана 09... 0 
Ат Ат, а. ду 
# (1) т —1-51 Ат | Ат а Пн ПЕ Аст т 
оз) и (13) 
ат Ди Аа, а *- АттАзта, эт 
тит 0.1.) 
[\ 
=(т) эт-Е1, т 
$ = — ПРЕ о 
2т--1 ЕЛИ ( ), (14) 
041 =0 то ат та) (15) 


* См., например, статью (!), стр. 23. 


** Если К=?--1, то дётерминант следует принять равным А 1,;. 
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Построим последовательность натуральных чисел (&.,), положив й, =3, 
Ку = 2,3 (у=0,1, ...). 

Элементы матрицы ДА, стоящие в строках с номерами А, — 1, К), 
К, 1 (У=0, 1,...), подчиним условиям 


АР Вы ть | 
(К, У=0 1...) * (16) 
Арне = ЧА, ) 


где р, 4, (у=0, 1,...)—некоторые числа, которые мы определим 
впоследствии. Другими словами, мы связываем некоторыми условиями 
элементы строк с номерами Ё,-! + 1, &,-1--2 (у=0,1,...)** матрицы В 
и элементы строк с номерами ‚1-1 (у=0,1,...) матрицы А***. 
Именно, мы требуем, чтобы 


о, = Р.бк, 4+1, (<), **** 


аку, = @к, 4, (&Ё-—-\), 
ак: =0 (Е,-1-41 <:< №), (17) 
$4 
аку, к, =, а (у =а Оли). ] 
У 


Так как 
Ку 


х.= №1 (4) | 


11 


и так как для величин 3% (А) имеют место равенства, аналогичные 
равенствам для величин &%) (см. стр. 388), то у, определяется только 
У 


через элементы матрицы А, стоящие в ее первых №, строках. Поэтому 
последнее из условий (17) безусловно выполнимо, так же как и осталь- 
ные из этих условий. 


* Так как матрица А—нормальнаято при #=^, первое условие (16) озна- 
чает, что Ак +1, к) 2% Ак, -1, о 

** К, следует всюду считать равным нулю. 

*** Из равенств 


= (А, 4+4) 4, №1 =2 1+1), ,+44=2(,_,+2) (=0,4,...) 


следует, что строчки с номерами А, --1, К, —1 матрицы А являются, соответственно, 
строчками с номерами А,_.-?2, №,_,--1 матрицы В, а строчки с номерами К, 
матрицы Д являются строчками с номерами ^,_, -2 матрицы Ут. 

*++* Так как аи а то первое условие (17) при =, овна- 


чает, что аа, и, =0. 
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Рассмотрим величины в (1 <Ё,, у=1,2, ...). Прежде всего имеем 
(Ку) 1 
бк = (чт) 
Е 


Далее, так как Ё,=2(Ё,-! +1) -1, то, согласно равен- 
ствам (14), (15), 
= (ао Ь, 
=(Ку-ф4-1) А, Ку 4-1 (» = Я. 2, се о) 
СК. = Л А й 
Ку— 1-1, Ку_4-+1 Куку 


а согласно равенствам (13), (16), 


Евр 8 Чу—1 
Ку Ее › 
г ть 
у = ь 
к Ру АК, Ку } 
к = 


й ’ 
от куча, 


Что касается величин о (< Ё,_—1), то, как мы сейчас убедимся, 


все они равны нулю. Действительно, если разложить детерминант 

в формуле (13) по элементам последнего столбца, затем заменить 

индекс т на #1 и воспользоваться условиями (16), то получим 
Аа) 

АНА Ак, к, 1 АКК, 


(1) 


к — 


А (2) 
+ (— ен ыы Ра 
АА, Ак, ен Акук, 


р т 


где 
А-а, А, 4 0 ..90 
Аа, Ао, 4 А422 0..0 
о) : } 
д Ак, рее я а. 
ФАюье ФаЛЬ-ьНи --`4- Аку 4 у 
д) Е 
А; А! 44, 144 0 0. 0 
А--2, Д:--2, 14-4 До, 1420. . 5 0 
рае О . р ДЬ 
Ак, 7 Ак а В А Ку 1-1 Ак, Л 
РУАН Рак, Ц-ьНы --Ру-1 Ак, 1-1, ку_1-10 


Так как А —=@) 0, то 
0—0 (< Ь4—1, у=4,2,...). (18) 
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Из сказанного следует, что 


ИО 1 
хх бк, — Ах р (= 0): 
1<Ку У 
Ут и+1 ы. 
А 
ку й Анк, | у :| } 
п Ах Е —1 
ЕО = у» Ку 1 и 
Ра ы дары, аАьиы РУ! } 
"(1 Ау Ку 4-1 - (20) 
о | (ра +4), 
«Ку Ку—1-Е1, Куба Ак, ь 
р-на 86а 
ку оо эй 


(2): 


Равенства (19), (20) показывают, что для рассматриваемых величин Ё(0 
выполняются второе и третье условия (4) *. Так как, согласно 
равенству (11), 


а следовательно, первое условие (4) также выполняется. 
До сих пор величины р 4, были произвольными, а величины 


Ак, _ 1-1, ку_1-+1, Ак, к,_4+1, Поскольку они не фигурировали в. усло- 
виях (16), должны были лишь не равняться нулю. Теперь мы положим 


Ру-1 — 9-1, ты В 1, (22) 


Дь,, К,—1+41 = Ак, 444, Ку (у=41, 2, г. (23) 


Из равенств (19), (20) и условий (22) вытекает, что для рассматривае- 
мых величин о удовлетворяются первые два условия (7). Далее, из 
равенства (24), первого условия (22) и условия (23) получаем 


= 0 =0 о) 


<ку 


и, следовательно, третье условие (7) также удовлетворяется. 


* Следует иметь в виду, что Ак, Е ИЕ 0: 
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Наконец, последнее условие (7) удовлетворяется в силу равен- 
ства (18). 

Итак, мы построили такие методы АЕГ^ и В, что при некотором 
выборе (№) фундаментальные последовательности, соответствующие 
некоторой матрице ДАлдв,, удовлетворяют всем условиям (4), (7). Легко 
добиться, чтобы построенные методы А, В были методами Тоер| и? а. 
Во-первых, не приходится доказывать, что элементы строк матрицы А 
с номерами, отличными от К,-1-1 (у=0,1,...), и элементы строк 
матрицы В с номерами, отличными от ‚1-1, К,-1-2 (у=0,1,...), 
поскольку они не были подчинены каким-либо условиям *, могут быть 
выбраны в соответствии с условиями регулярности матриц А,`В. Мы 
будем предполагать это выполненным. 

Для того чтобы элементы, стоящие в строках матрицы А с номе- 
рами К, +1 (у=0,1, ...), соответствовали условиям ее регулярности, 
достаточно положить 


Паша а, |= |1 <, (24) 
ет 
а: =1, (а -Накди,ида = ыы (25) 
У 
б=0, 1 к...) 


В самом деле, каково бы ни было фиксированное {, взяв > и ис-` 
пользовав второе условие (16), будем иметь 


ап —1-1, 12 Аки, 9,91 Ябда-аАвь: (п =1,2,...), 
откуда, в силу условия (24), 


По ак „1+1, =0 (=1, 2555) 


п-со 


и, следовательно, элементы, стоящие в строках матрицы А с номерами 
К: -+1 (у=0,1,...), соответствуют первому условию регулярности 
этой матрицы (т. е. условию: Птак=0 при &=1,2, ...). 


{>< 


Далее, из равенств (17) и условий (25) получаем 


Ку о к 
Ку—4-1 
Увы =, ( У ака, + — + авиа, киа = а 1 


х 
151 1=1 ку 


* Не считая тех предположений, которые были сделаны относительно методов 
А, В на стр. 388. 


** = 
До сих пор относительно элементов ар. 1, НЕ (У=0,1,...) предпола- 
галось только, что они не равны нулю. Разумеется, что это условие и условие (25) 
при соответствующем выборе последовательностей (4.), (е„) не противоречат друг 
другу. 
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Таким образом, элементы строк матрицы А с номерами №, +1 
(у=0, 1, ...) выбраны в соответствии со вторым условием регуляр- 


1 
ности А (т. е. с условием: На У аж=4). Наконец, можно написать 


5 й=1 
+1 Ку —4-4 еж 
р [аку = 14.1 ( № ак 4-4, :| мн 
1=1 #1 
И 
откуда 
ку 


У ЧЕ |= 
{= 


61 |в - | 
г выра) +1, а а» (ло, 1+ — 9 и о 


44| 


(био увы (06) 


Так как мы считаем, что элементы строк матрицы А с номе- 
рами, не равными #1 +1 (у=0,1, ...), выбраны в соответствии с усло- 


(Ку) А 1 
виями ее регулярности, то зи @к, | < ©, и так как бк, (4) = Е. 
УКУ 
(Ку) з 
то и, | >0, а потому, и подавно, с Хь, > 0. 
Ку 1+1 
Но тогда последовательность величин —;. —` стремится к нулю 
Ку 
и, согласно условиям (24), (25), 
Пт Як -+1, Ку-1 —= 1 еь р. (27) 
У—>55 
4-1 
Таким образом, последовательности величин — и ак, ку — 
Ку 


ограниченные. 
Принимая это во внимание, из равенства (26) и условия (24) 


получаем 
Ку! 


не 2 | ака, 1 < 5 


1=1 
и, следовательно, элементы строк матрицы А с номерами №,-1 +1 
(у=0,1,...) соответствуют третьему условию ее регулярности (т. е. усло- 
1 
вию: зир >| ак < оо). 
2 к= 


Обратимся теперь к элементам строк матрицы В с номерами 
К 1, №-1-+2 (у=0,1,...). Относительно элементов, стоящих 
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в строках матрицы В с номерами #,-1--1 (=0,41,...), предполага- 
лось только, что они связаны первым условием (17) с элементами 
матрицы В, стоящими в ее строках с номерами А, +2 (у=0,1,...), 
и что бк,_.+1, к, 0. Эти предположения не мешают, разумеется, 
зыбрать элементы строк матрицы В с номерами №, 4 (у=0,1,...) 
в соответствии с условиями ее регулярности, т. е. так, чтобы были 
удовлетворены условия 


По бк, _ 1-4, : =0 (1: 2, в), (Ъ) 
У—со 

Ку-4 
[т № Оч, =1, (с) 
У—со ЕЙ 

ку-1 
вр Хван, 1 | < о. (4) 


1=1 


Но если это сделано, то элементы строк матрицы В с номерами 
Е,-1--2 (у=0,1,...) будут также соответствовать условиям ее регу- 


лярности. Действительно, согласно первому условию (17) и усло- 
виям (22), (24), (Ъ), 


т бк, _ 1-42, = а Рубк, 141: =0 (2=5% 2, и) 


\—2о У—со 


и, следовательно, указанные элементы соответствуют первому условию 
регулярности В. 


Далее, условие (23) может быть перецисано в виде: 


аку, ку = бк, 1-2, ку (у=0,1,...). 


Принимая это во внимание и учитывая условия (17), (22), (24), (с), (4) 
и равенство (27), получаем 


Ку х. 
1 У) 6, _1+42,:= Ш (р, У &,, 1+1, Рака, ва) =1, 
№00: у 
1=1 1=1 
ку к -1 


вр У! [%%, 1+2, = 0 (| р! У} [бк 1+1, |+ |@каы, ку Й < <, 
. 


=1 т=1 


что означает соответствие рассматриваемых элементов матрицы В со 
зторым и третьим условиями ее регулярности. 

Таким образом, построены методы Тоер!12’а АЕГ. и В, для кото- 
рых реализуются условия (4) и (7). Остается только, воспользовавшись 
известной свободой выбора некоторых элементов построенных матриц 
А, В, удовлетворить условиям: А’В’- А’, А’В’- В’, А’В’ содержит 
расходящиеся последовательности. 
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Для этого проще всего, как нам кажется, поступить следующим 
образом: | 

Рассмотрим столбцы матрицы Д с номерами 2 ЕО 
Последовательность всех этих столбцов разобъем на тройки столбцов 
с номерами Ёзи-2, Кзта +2, Ето +2 (т=0,1,...). Не нарушая 
условий (10), (16), (23), (25) * и не создавая препятствий для удовле- 
творения услсвий регулярности матриц А, В, можно определить эле- 
менты первого, второго и третьего столбца в каждой из указанных 
троек столбцов так, как это будет указано ниже. 

`Можно положить 


А, и2=0 (1-й 2, й„: +2; т=0,1,...), (28) 
Элементы 
Аи и, Кате = и, т--2, Кат? (т = 0, 1, во ), 


стоящие на главной диагонали матрицы А, нельзя положить равными 
нулю, но мы можем ** выбрать их так, чтобы 


По Ах 2 К = 0. (29) 
то зат а зп Р 
Что же касается элементов 
Ак, и-2, Е (т — 0, Ч. .. 5) 


то они определены, коль скоро задана матрица А. Именно, согласно 
равенству (11), 


5 
Кзт-12 


Ак +2, к +2= =) 
зт зт к т-+2 


Эти элементы, принадлежащие матрице 5%, но не матрице А, и обра- 
зующие сходящуюся к нулю последовательность, нас сейчас не 
интересуют. 

Далее, можно положить 


Аррата2= 0 (Е Ёзтаа +2, Езт-у2 2; т=0,4,...) (30) 
и выбрать элементы 


Арьтьн-о, Канынр2 == @кания- о, Киа +2 {ПТ =0,1,...) 


так, чтобы Г * 
Пт А ата -+2, иата1-2 = 6 = 0. (34) 


т—со 


* Условия (23), (25) касаются элементов, не принадлежащих к рассматриваемым 
сейчас столбцам матрицы ДА. 
** Поскольку элементы А не стоят в строчках матрицы А 
’' Ката» Кзш+2 


с номерами А,—1, у, 1 (у=0, 1, ...), и, следовательно, должны только соот- 


ветствовать условиям регулярности А. 
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Наконец, можно положить 
ДА, катца2 = 0 (2-Е Ёзть2-Н 2, Ёзшчз +2, Юзтз--З; т=О,1,...) (32) 
и выбрать элементы 


Аузтьз-2, Кзт+2--2 == @кзт+2--2, Кзт+242› 


[= 1". .) 
Актив 3, Като == бкзлаа-- 3, Кальз-2 
так, чтобы 
Пт А Кзтзз+2, Кзт2--2 — 0, ) 


Вт Акзт,э+3, Кзта-2 — = 0. ) 
Ти-—усо . 


Возьмем, теперь, три расходящиеся последовательности с = (ок), 3’ == (ск), 
5” = (ск), элементы которых определены так: 
ск=1, если Ё = №зт 2, ск=0, если Ё Е Ёзи-Е2, 
ск=1, если Ё=Ёт+1 +2, ск=0, если Ё Е Ёзт1 +2, 
‹к=1, если Ё = Ёзт+2 +2, ск=0, если К- Ёзт+2 +2 
(ъ==9,1,...). 
Согласно равенствам (28), (30), (32), 
А; (с) =0, если &- Ёз.-+2 (т=0,1,...), 
Азт+2 (9) = Ак, ,+2, К,т+2 (и=0,14,...), В ()=0 @(=120..) 
Аг(5”)=0, вели = Виа -2 (Т=0,1,...), 
Акзт1+2 (5') == Акзт,2+2, Кзт.1+2 (Т=0,1,...), В; (°') =0 (= 1,2,... ); 
А; (5") ==. 0, если #-Е Е Зт-2 +2, Акзт.з+2 (<") гр Дкзтьз+2К ата + 2, 
В; (с’) =0, если Е Ёзт-+2 + 3, 
Визтьа+ (5") =Арзт,з+3, Кэпцг+2  (Т = О; 1х) 


откуда, принимая во внимание равенства (29), (34), (33), приходим 
к следующему выводу: последовательность с суммируется к нулю 
и методом А и методом В; последовательность о’ суммируется к нулю 
методом В и не суммируется методом А; последовательность с” сум- 
мируется к нулю методом А и не суммируется методом В. 

Итак, построенные методы Аи В удовлетворяют всем вышепостав- 


ленным требованиям. 
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0 НЕКОТОРЫХ УСЛОВИЯХ КОМПАКТНОСТИ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Работа содержит ряд новых условий компактности для семейств функ- 
ций точки, выводимых из условий компактности для вполне аддитивных 
функций множества, найденных ранее автором. 


Содержание этой работы состоит в выводе различных следствий 
из доказанной мною теоремы об условиях компактности семейства 
функций множества ('). 

Условимся обозначать через О область п-мерного эвклидова про- 
странства, определяемую условиями ак<<6к (Ё=1,2,...,п), где 
2) .-.›вп — Координаты переменной точки т, а аки 6ь (а <6,)— 
некоторые постоянные. 

Существенную роль в дальнейшем будет играть рассмотрение 
вполне (абсолютно) аддитивных функций множества, определенных 
для измеримых в смысле Лебега или в смысле Бореля множеств обла- 
сти О. Эти функции предполагаются конечными и, следовательно, 
имеющими ограниченную полную вариацию (°). 

Интегралы в смысле Лебега от функции }(х), распространенные 


на множество @ области О), мы будем обозначать символом \ 1) 4х. 
© 
Определение 1. Пусть дана вполне аддитивная функция мно- 


жества Ф, (6), определенная для измеримых множеств @ области р 
и зависящая от параметра «. 

Будем говорить, что функция Ф. (6) вполне аддитивна равномерно 
относительно параметра &, если для любой суммы непересекающихся 
изморимых множеств @,, ©», . .. области О величина Фо (Фи, 1 + бп...) 
стремится к нулю при неограниченном возрастании п равномерно относи- 
тельно параметра « (при изменении последнего в некоторой области). 
Ради краткости будем говорить в этом случае, что функции множества 
Ф, (©) (соответствующие всевозможным &) равномерно аддитивны. 

Параметр & в дальнейшем часто не будет выписываться, а только 
подразумеваться. 

Определение 11. Пусть даны вполне аддитивная функция 
множества Ф. (©), зависящая от параметра а, и неотрицательная вполне 
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аддитивная функция множества М (©), определенные для измеримых 
множеств области Ш. 

Будем говорить, что функции Ф,(©) равностепенно непрерывны 
относительно функции М (6), если любому положительному числу з 
соответствует такое положительное 8, что неравенство М (6) < 3 вле- 
чет за собой неравенство | Ф.(©)| <= при всех значениях параметра &. 

Равностепенная непрерывность, очевидно, влочет за собой равно- 
мерную аддитивность, и наоборот, если функции множества равно- 
мерно аддитивны, то они будут равностепенно непрерывны относи- 
тельно любой неотрицательной функции множества М (©), обладающей 
тем свойством, что из равенства М (©) =0 следует равенство Ф. (©) =0 
при любом оч ('). 


ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА. 'Пусть дано множество % вполне адди- 
тивных функций Ф (©), определенных для измеримых В (в смысле Бореля)}, 
множеств области О). Для того чтобы любая бесконечная часть мно- 
эжества 53 содержала последовательность, сходящуюся для любого 
измеримого` В множества области ПО, необходимо и достаточно, чтобы: 

1°. Функции Ф (©) были равномерно аддитивны; 


2°. Иг полные вариации в области Ш) были равномерно ограни- 
чены (“). 


ТЕОРЕМА 1. Если вполне аддитивные функции множества Ф (©), 
определенные на измеримых множествах области О), равномерно адди- 
тивны и непрерывны, т. е. обращаются в нуль для отдельных точек 


области О), то полные вариации функций Ф(©) равномерно ограни- 
чены. 


Доказательство. Предполагая противное, рассуждением, ана- 
логичным рассуждению в классической теореме Больцано-Вейер- 
штрасса, мы придем к выводу, что существует последовательность 
измеримых множеств @,, ©.,... области Д, каждое из которых содер- 
жится в предыдущем, имеющих единственную общую точку х., и 
таких, что полные вариации функций Ф(©) не будут ограничены 
в их совокупности ни на одном из них. 

Так как Ф (5,) =0, то полные вариации функций Ф (6) на каждом 
определенном множестве ©„—х. образуют неограниченное множество 
конечных чисел. С другой стороны, все эти конечные числа должны 
быть сколь угодно малы, если п достаточно велико, так как равно- 
мерная аддитивность функций влечет за собой равномерную адди- 
тивность их полных вариаций и так как имеет место равенство 


[ом. (")] 
©"—% = (©л-— бл.1) + (бъ1 — бп.) + Иа 


Полученное противоречие означает, что рассматриваемая теорема 
действительно верна. 
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Замечание. Теорема 1 остается, очевидно, в с, ге, если пред- 
положение о непрерывности функций Ф (©) заменить предположением 


о том, что они равномерно ограничены для. каждой отдельной точки 
области Ш. 


ТЕОРЕМА П. Пусть дана совокупность % вполне аддитивных 
функций Ф (©), определенных на измеримых В множествах области Ор 
и непрерывных. Для того чтобы любая бесконечная часть % содержала 
последовательность, стодящуюся для любого измеримого В множества 
области О, необходимо и достаточно, чтобы функции, содержащиеся. 
в совокупности %, были равномерно аддитивны. 


ТЕОРЕМА 11. Пусть дана совокупность функций }(х) точки т, 
определенных и суммируемых в области О), и пусть % есть совокуп- 
ность соответствующих функций ‘множества 


Ф(®= | 16) 4. 
© 


Для того чтобы любая бесконечная часть множества % содержала 
последовательность, сходящуюся для любого измеримого множества © СО, 
необходимо и достаточно, чтооы эти функции были равномерно адди- 
тивны, или, что то же самое, чтобы они были равностепенно непре- 
рывны (относительно меры в смысле Лебега). 

Последние две теоремы являются очевидными следетвиями преды- 
дущих. 

В дальнейшем, основываясь на теореме ПП, мы установим ряд 
условий компактности для функций точки области О. Некоторые из 
этих условий имеют аналогию с классической тесремой Арцеля (*); 
условие равномерной ‘ограниченности данного множества функций 
1(+) заменяется более общим предположением о равномерной аддитив- 
ности соответствующих неопределенных интегралов 


Ф(6)= \ / (2) 4. 
@ 


Равномерная аддитивность функций Ф (©) имеет место, если соот- 
ветствующие функции точки }(т) равномерно ограничены, но может, 
очевидно, иметь место также в случае, когда функции ][(2) не будут 
ограничены в их совокупности. Более того, функции Ф (©) могут быть 
равномерно аддитивны и в случае, когда соответствующие функции } (5) 
не будут равномерно ограничены ни в одной точке области Р. Послед- 
нее обстоятельство нетрудно усмотреть из простых примеров. 

Пусть, например, в случае одного измерения Д есть интервал 


г АИ К 
0<2<1; № (2) =И п в интервале и = и» п (2) = Ов осталь- 


ных точках О(Ё=1,2,...,п; п={,2,...). 
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Легко видеть, что функции }|к, „(1) не ограничены в их совокуп- 
ности ни в одной точке ДО, в то время как функции множества 


Фи," (6) = ( 1 "(2 42 


© 
равномерно аддитивны*. 


Заметим, что последующее основано на рассмотрении обобщенных 
интегральных средних Стеклова. С их помощью вводятся условия, 
являющиеся, по существу, очень ослабленными условиями равносте- 
пенной непрерывности, 

ЛЕММА 1. Пусть функция }(1) определена и суммаруема в обла- 
сти О. Пусть, далее, эта функция обладает следующим свойством: 
для любой точки хС.Д и любого положптельного числа = можно ука- 
зать такое положительное $=8(х,=), что будет выполняться условие 


1 — ща \/(0 41| <», 

Ге) 
каково бы ни было измеримое множество © положительной меры, лежа- 
щее в сфере радиуса 8 с центром в точке х и содержащееся в Ш. 
Тогда функция }(т) непрерывна в области О. 

Доказательство. Допустим противное, т. е. что функция } (т) 
разрывна в некоторой точке х, области О. Тогда будут существовать 
положительное число &« и последовательность 4., 1,,... точек РО, 
стремящаяся к х, и обладающая тем свойством, что |} (тк) — {(х.)| >“ 


для любого К. 


1 
Возьмем положительное число г, меньшее 5 @, и рассмотрим сферу 


5. радиуса 0 (х., =) с центром в точке х,. Выбрав затем точку гк, лежа- 
щую внутри этой сферы, введем в рассмотрение сферу 5х с центром 
в точке тк и с радиусом, меньшим 6 (хх, =), лежащую внутри сферы %.. 
Пусть, теперь, © будет измеримое множество положительной меры, 
лежащее в сфере 5х. Для него 


о \ Ка | <. 
8 


Из двух последних неравенств следует 


|1 (=) — ло >а-е>ь, 


тез @ 


* Без большого труда можно показать, что условие равномерной аддитивно- 
сти неопределенных интегралов 


Ф, (г) = [1 () @ 
е 
эквивалентно условию равностепенной суммируемости соответствующих функций 
[*(1), состоящему в следующем: 
г 
\ П/=(2)|- №1 —0 
е(№.в) 
при №-сс, равномерно относительно 2, где е (М, 2) означает совокупность точек 
области О, для которых выполняется условие | а (#) | > М. 
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что невозможно, так как @ находится знутри сферы 5. Таким образом, 
лемма доказана. 

ЛЕММА П. Пусть дана неотрицательная, вполне аддитивная, 
непрерывная функция множества Ч (6), определенная для измеримых 
мноэжеств области О. Пусть } (1), }, (1),... есть последовательность 
функций точки <, определенных и суммируемыт относительно У (©) 
в области О), стремящаяся к пределу |, (51) в любой точке хС- О. Для 
того чтобы для каждого измеримогс множества @ области О) выпол- 
нялось равенство 


пс 


1 \ и (рат= \ (рат 
© 


с конечной правой частью, необтодимо и достаточно, чтобы функции 
множества 


Ф, (6) = \ 1, (дат 
© 


(а следовательно, и их полные вариации \ | [1 (2) [а4) были равномерно 


© 
аддитивны. При этом интегралы понимаются в смысле Лебега-Стиль- 


тьъеса. 

Доказательство. Необходимость условий является частным 
случаем доказанного мною (*) общего свойства вполне аддитивных 
функций множества, которое состоит в том, что вполне аддитивные 
функции, определенные на абстрактном семействе $, удовлетворяющем 
весьма общим условиям, являются равномерно аддитивными, если они 
образуют последовательность, стремящуюся к определенному конечному 
пределу для каждого определенного множества, содержащегося в 3}. 

Предположим теперь, что условия рассматриваемой леммы выпол- 
нены. Тогда, прежде всего, нетрудно убедиться в том, что предельная 
функция }, (5) суммируема в области ОР относительно Ф(Ф). Действи- 
тельно, в противном случае, как легко видеть, последовательность 


$11 (4 @=4,2,...) 
р 


было бы неограничена, что противоречило бы теореме Г. 

Возьмем положительное число = и рассмотрим множество е(п,а,) 
точек О, для которых | {т (2) — |+ (5) будет меньше з при т=п, п-+ 1, 
п+2,... Очевидно, каждое из множеств е(1,е), е(2,е), е(3,е),... 
содержится в последующем, причем сумма 


О* =е(1, з) + [е (2, е) —е (1, =)] + [е (3, г) —е (2, =)] +... 


представляет собой множество, на котором функция Ь (2) конечна. 
Так как эта функция суммируема в области О относительно Ч ($), 


5 Известия АН, серия математическая, № 4 
Ю р 
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то Ч(р—О*)=0. Взяв теперь произвольное измеримое множество © 
области О, будем иметь 


|= лач|& 1-м о \ о ы-ыа 
© фе (п, в) $ [Р*-в (п, е)] 


где второе слагаемое правой части сколь угодно мало независимо 
от т, если п достаточно велико, а первое слагаемое не превосходит 
2? (©) при т > п. 

Так как положительное число в произвольно, то рассматриваемую 
лемму можно считать доказанной. 

Заметим, что лемма перестает быть верной, если отбросить пред- 
положение о непрерывности функции множества (©). 

ТЕОРЕМА ТУ. Пусть дано множество 3% функций |(т), опреде- 
ленных и суммируемых в области О и обладающих тем свойством, 
что соответствующие функции множества 


Ф(6)= (04 
© 


равномерно аддитивны. Для того чтобы любая бесконечная часть мно- 
эжества 3 содержала последовательность, сходящуюся для любого 
хСс р к непрерывной функции, необходимо и достаточно, чтобы выпол- 
нялось следующее условие: каждой бесконечной части 3, множества 5%, 
любому положительному числу = и каждой точке х области О) можно 
поставить в соответствие положительное число 8=68 (5%, е, 1), обла- 
дающее тем свойством, что, каково бы ни было множество © положи- 
тельной меры, содержащееся в области Ш) и лежащее внутри сферы 
с центром в точке х радиуса 6, найдется бесконечное множество 
функций }(т) из ., для которых будет выполняться неравенство 


р 


а) — ща \ (04: | < в (1) 
Ге 


Доказательство необходимости. Возьмем произвольную. 
бесконечную часть %, множества 3 и допустим, что она содержит 
последовательность }, (1), ],(т),..., сходящуюся для любого ХС. р 
к непрерывной функции |, (5). Взяв любое положительное г, опреде- 
лим такое положительное число 8=0 ($ ,, =), что неравенство (1) будет 
выполняться для предельной функции ], (2) и для кажлого множества © 
положительной меры, находящегося в области О) и лежащего внутри 
сферы с центром в любой точке х этой области радиуса 8=6 (5, г). 
Это возможно в силу непрерывности функции |, (5). 

Основываясь на лемме 1], легко видеть, что будет выполняться 
неравенство 


де Ар лоа <. 
6 @ 
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при условии п > М = М (5%,, ег, ©). Заметив, наконец, что 


|1 (2) — № (2) | < в, 


если п достаточно велико, будем иметь 
1 
вые О < 


при условии п М, где М зависит от %,, в, ф и т. Этим и завер- 
шается доказательство необходимости. 

Положительное число 8=0(Ъ,, е, 1) можно, следовательно, вы- 
брать не зависящим от 1. Однако при доказательстве достаточности 
нет необходимости предполагать, что это обстоятельство имеет место, 
и оно, таким образом, будет вытекать как следствие. 

Доказательство достаточности. Предполагая, что усло- 
вия доказываемой теоремы выполнены, рассмотрим любую бесконечную 
часть 5), множества $$. Выберем из множества 5$, последовательность. 


1, (2), |, (2),... так, чтобы соответствующая последовательность функ- 
ций множества 


Ф, (6) =} (04 
[< 


стремилась к определенному конечному пределу при неограниченном 
возрастании п для любого измеримого множества 4, содержащегося 
в области О. В силу теоремы ПТ, это возможно. 

Отметим, прежде всего, что последовательность }, (5), },(5),.. 
ограничена в каждой определенной точке области ШО. В самом деле, 
в противном случае она содержала бы подпоследовательность $, стре- 
мящуюся к бесконечности в некоторой определенной точке х, Ср, 
и для бесконечного множества функций, входящих в $, выполнялось 
бы неравенство 


1 


И.) — еее \ |, (94| <= 
© 


где @— определенное множество области О), содержащееся в сфере 
с центром в точке х, радиуса 8=0(5, г, 1). Но последнее обстоятель- 
ство, очевидно, находится в противоречии с теоремой 1. 

Докажем теперь, что последовательность }, (2), },(7),... будет 
иметь определенный конечный предел |, (2) для любого С], причем 
предельная функция },(1) будет непрерывна в области О. 

Предположим противное, а именно, что для некоторого 2, СР 
наибольший и наименьший пределы последовательности }, (5), },(х.),..., 
которые мы обозначим, соответственно, через Г и [, оказываются 
различными. Выберем из этой последовательности подпоследователь- 
ность 6., стремящуюся к Г, и подпоследовательность 69,, стремя- 
щуюся к {. 


5% 
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1 
Взяв положительное число &, меньшее > (Г—1), рассмотрим 


положительные числа 8 (5, г, 1%) и 0(5,, е, 2),). 

Возьмем теперь измеримое множество е, положительной меры, 
находящееся в области ОР и принадлежащее сфере с центром в точке х, 
и с радиусом, не превосходящим ни одного из чисел 6(5,, е, х,) 
и 5(5,, е, 41,). Тогда для бесконечного множества функций из после- 
довательности 5, и для бесконечного множества функций из последо- 
вательности 9, будет выполняться неравенство 


4 | | 

: 1 

(2) — —— р 4! а, 

1 (а) — ых \ № (9 

ео 
Обозначим через &,, «,,... последовательность индексов, соответ- 

ствующих всем этим функциям, расположенную в порядке их воз- 
растания. Тогда 
1 
фе (2) — паке (04| <, 


во 


где у=1, 2,... Так как интеграл, входящий в последнее неравенство, 
стремится к определенному конечному пределу при неограниченном 
возрастании у, то колебание (т. е. разность между наибольшим и наи- 
меньшим пределами) [,(х,) должно при этом не превосходить 2=< Г. — [. 
Между тем, это колебание должно равняться [.—[. Полученное про- 
тиворечие показывает, что предел последовательности }, (<), [, (1),... 
существует (и конечен), каково бы ни было хС- О. Обозначив эту 
последовательность через 5, покажем, что предельная функция |, (5) 
непрерывна в области О. Взяв определенную точку хС.) и положи- 
тельное число е, рассмотрим соответствующее положительное число 
2(5, в, 4). Тогда для любого измеримого множества еС- Р положитель- 
ной меры, лежащего в сфере с центром в точке х радиуса 8 (5, е, 4), 
будет существовать бесконечная последовательность значений индексап, 
для которых будет выполняться неравенство 


1. (®)— певх 10) 4#| <=. 


е 


Предполагая, что п пробегает эту последоватольность значений и пере- 
ходя в последнем неравенстве к пределу, мы получим, приняв во вни- 
мание лемму П: 


1% —пеке $ № (04е | <=. 


е 


Так как точка х и положительное число е произвольны, то, в силу 
леммы 1, последнее неравенство и доказывает непрерывность предель- 
ной функции (1) в области ШО. 

ТЕОРЕМА У. Пусть дано множество 3$ функций }(х), опреде- 
ленных и суммируемых в области О). Для того чтобы любая бесконеч- 
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ная часть 36, множества 3 содержала последовательность, равномер- 
но сходящуюся в областёй О к непрерывной функции, необтодимо 
и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия: . 

1. Все соответствующие функции множества 


Ф($)= \ (04, 
‚ © 


где © есть измеримое множество области О, равномерно аддитивны. 

2°. Каждой бесконечной части %, множества $, любому положи- 
тельному числу з и каждой точке т области ) можно поставить 
в соответствие положительное число 8=6(),, г, 1) и бесконечную 
часть $, = 5%, (%., =) множества %,, обладающие тем свойством, что, 
каково бы ни было множество © положительной меры области О, 
лежащее в сфере с центром в точке х радиуса 8, для любой функции 
1(х), входящей в $,, будет выполняться условие: 


12) паке \/(04!| <=. 
ё 


Доказат. льство необходимости. Пусть первое условие 
не выполняется. Тогда будут существовать сумма ф,+%.-+.. . не пе- 
ресекающихся измеримых множеств области О и положительное число е 
такие, что условию 


|Ф (бл. бл... =) <е 


нельзя будет удовлетворить одновременно для всех функций Ф(<), 
взяв п достаточно большим; но тогда, очевидно, будет существовать 
счетная последовательность функций Ф(@) такая, что ни для нее, 
ни для любой ее бесконечной подпоследовательности последнему усло- 
вию нельзя будет удовлетворить одновременно для всех соответствую- 
щих функций путем увеличения п. 

Если, с другой стороны, мы допустим, что каждая бесконечная 
часть множества % содержит равномерно сходящуюся последователь- 
ность, то соответствующая последней последовательность функций 
Ф(&), будучи сходящейся для любого измеримого множества 
области Ш), должна обладать свойством равномерной аддитивно- 
сти, что уже было отмечено при доказательстве леммы П. В таком 
случае, следовательно, не может существовать последовательность 
функций Ф(©), ни одна бесконечная часть которой не обладает этим 
свойством. Мы приходим, таким образом, к противоречию, откуда 
следует, что первое условие рассматриваемой теоремы, действительно, 
необходимо. 

Перейдем, теперь, к доказательству необходимости второго условия. 
Возьмем произвольную бесконечную часть %, множества % и допустим, что 
она содержит последовательность }, (2), ],(2),..., равномерно сходя- 
щуюся в области О к непрерывной функции }, (2). Из непрерывности 
последней следует, что для любого псложительного числа в можно 
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найти такое положительное 8=4(5}$,, =), что, какова бы ни была 
точка х области О, будет иметь место неравенство 


вые (04| <®, 


$ 
где © — произвольное измеримое множество области О положительной 
меры, лежащее в сфере с центром в точке х радиуса 8. Но так как 
}, (<) стремится равномерно к | (5) при неограниченном возрастании п, 
то, как легко видеть, будет выполняться также неравенство 


1 (оз \ №1 (04| < 3, 
© 


где х— любая точка области Д,а п удовлетворяет условию п > №, 
причем № зависит лишь от 5}, и :. 

Как и в случае теоремы ГУ, положительное число 8=08 (5%, г, 5) 
можно, следовательно, выбрать не зависящим от 5. Но достаточность 
условий рассматриваемой теоремы можно доказать, и не предполагая 
этого заранее. 

Доказательство достаточности. Пусть условия рассмат- 
риваемой теоремы выполнены. Взяв любую бесконечную часть $$, мно- 
жества %, выберем из ное последовательность }),(т), |» (2),..., схо- 
дящуюся в области ОР к непрерывной функции }, (2). В силу преды- 
дущей теоремы, это возможно. Докажем, что эта последовательность 
сходится равномерно в области О. Допустим противное. Тогда, как 
легко видеть, будут существовать положительное число а, подпосле- 
довательность а, ]а.) - . - ПОСледовательности };, },,... и последователь- 
ность 4,, %,,... отличных друг от друга точек О, сходящаяся к точке ть, 
для которых при любом натуральном Ё будет выполняться условие: 


| Так (2к) — 1о (%к) | > а. 
Обозначим последовательность функций }.., [«,›... через 5, выбе- 


а 
рем положительное число е, меньшее В и определим соответствующие 


положительное число 8 (5, е, 4.) и множество 5%, (5, =). 

Пусть В,, В,,... будет возрастающая последовательность тех зна- 
чений индекса ©», для которых соответствующие функции |», входят 
в 5. (5, е), и пусть у,, у,,... будет соответствующая последователь- 
ность точек, взятая из последовательности х,, 1,,..., т.е. последо- 
вательность, для которой выполняется условие 


| Тв (Ук) — У» (Ук)[> а (&=1, 2,...). 


Возьмем теперь натуральное число р столь большим, чтобы выполня- 
лись неравенства 


| вр (25) — Хо (2) | < в, | 15 (Ур) — № (25) | < в 


и чтобы точка у, оказалась внутри сферы радиуса 8 (5, е, х,) с центром 
в точке х,. 
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о а о Е Ел ЕАБЩ Ра т ьифы об аежиы ЖИ 


Заметим, кроме того, что для любого измеримого множества е 
области ) положительной меры, лежащего внутри этой сферы, выпол- 
няется условие 


| 9 (2) — позе |104 < (Е биворео: 


Из последних четырех неравенств вытекает 
`б (Ур) — вр (2ь) | > а— 2, 
\ №, (1) а | а. 


№ = таезе 
Но мы можем предположить, что множество е лежит также внутри 
сферы радиуса 8 (5, г, у›) с центром в точке У» и тогда должно выпол- 
няться условие 


№ (Ув) — пвх \ №ь (04| <® (&=1,2,...). 


Мы пришли, таким образом, к противоречию, откуда следует, что 
последовательность |, (1), ],(1),... действительно сходится равномерно 
в области ДО. 

ТЕОРЕМА У1. Пусть 5$ есть множество функций }(х), опреде- 
ленных и суммируемых в области О) и обладающих тем свойством, что 
соответствующие функции множества 


Ф(6)= ба 
© 


равномерно аддитивны. Для того чтобы любая бесконечная часть мно- 
эжества % содержала последовательность, сходящуюся почти везде 
в области О (к суммируемой функции), необходимо, чтобы выполнялось 
следующее условие: каждой бесконечной части 3, множества %, любому 
положительному числу в и почти каждой внутренней точке х области О 
можно поставить в соответствие положительное число 8=6(3.,, з, 1), 
обладающее тем свойством, что, какова бы ни была сфера е с центром 
в точке хи с радиусом, меньшим 8, содержащаяся. в 0, найдется 
бесконечное множество функций ](х) из \., для котдрых будет выпол- 
няться неравенство 


/(2) — позе уда <+ 


Это условие явлдется и достаточным, если предположить дополни- 
тельно, что исключительное множество. меры нуль, которое рассмат- 
ривается в этом условии, не зависит от Зв. 

Доказательство необходимости. Возьмем произвольную 
бесконечную часть 5%, множества 53 и допустим, что она содер- 
жит последовательность }, (2), ,(7),..., имеющую предел }, (2) для 
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любого ХС )Ы—п,, где п, — некоторое множество меры нуль. В силу 
леммы Ш, эта предельная функция суммируема в области Ш. 

Согласно извостному свойству неопределенных интегралов Лебега, 
существует такое нуль множество п, (мы предположим, что оно вклю- 
чает границу области 0), что для любого С ()—п,)—п, функция 


множества \ Ь (Е) 4Ё дифференцируема и имеет производную, равную 
© 
Ь (2) [см. (*)]. 
Таким образом, для любого положительного числа г и любого. 


С )— (п, + п,) существует положительное число 6=6(5}4,, е, 1), для 
которого выполняется условие 


+ (2) — пез А № (04| < +, 


где е— любая сфера с центром в точке 4 и с радиусом, меньшим 9, 
принадлежащая области О. Рассуждая далее так же, как в аналогич- 
ном месте теоремы ТУ, мы легко придем к нужному выводу. 
Доказательство достаточности. Предполагая, что усло- 
вия рассматриваемой теоремы выполнены, возьмем произвольную беско- 
нечную часть %, множества 5$. Обозначим через п исключительное 
множество меры нуль. Выберем из множества %, последовательность. 


(2), |» (1), ... так, чтобы соответствующая последовательность функ- 
ций множества 


Ф» (6) = \ (а 
© 


стремилась к определенному конечному пределу при неограниченном 
возрастании К для любого измеримого множества ф области О, что 
возможно в силу теоремы ПТ. 

Тогда последовательность }, (1), }, (5),... буцет иметь определен- 
ный конечный предел для любого х, принадлежащего Д—п. Чтобы 
убедиться в этом, достаточно рассуждать так же, как и в аналогичном 
месте теоремы ТУ. 

Предельная функция, в силу леммы П, будет суммируема в обла- 
сти О. 

ТЕОРЕМА УП. Пусть дано множество % функций |(х), опреде- 
ленных и суммируемых в области О) и обладающих тем свойством, что 
неопределенные интегралы 


Ф(6)= \ (04, 
[< 


где © — измеримое множество области О, равномерно аддитивны. Пусть 
каждому положительному числу е и любой точке х области О) можно 
поставить в соответствие измеримое множество е(х,=) положитель- 
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ной меры, содержащееся в О, такое, что для всех функций 7(2), вхо- 
дящих в % (или для всех, за исключением конечного числа, зависящего, 
может быть, от т) будет выполняться неравенство 


К) — ео \ Ка 9 


е(х,=) 


Тогда любая бесконечная часть 3% содержит последовательность, схо- 
дящуюся в любой точке х области О (к суммируемой функции). 
Доказательство. Взяв произвольную бесконечную часть 5%, 
множества %, выберем из нее последовательность } (2), | (1), 
так, чтобы соответствующая последовательность функций множества 


Ф, (в) = \ (04 
6 
сходилась при неограниченном возрастании п для любого измеримого 
множества области О. Возможность этого следует из теоремы ПТ. 

Из условий рассматриваемой теоремы непосредственно вытекает, 
что колебание переменной }„(5х) при неограниченном возрастании п для 
любого определенного С.Р не может превосходить сколь угодно 
малого положительного числа 2е, следовательно, это колебание равно 
нулю. 

Еще более очевидно, что переменная },(х) не может иметь беско- 
нечного предела при неограниченном возрастании п, ибо в противном 
случае мы пришли бы к противоречию с теоремами Ги 1Ш. Наконец, 
в силу леммы П, предельная функция для последовательности 
1, (2), |» (1),... должна быть суммируема в области О. 

ТЕОРЕМА УПТ. Пусть дано множество % функций ]1(х), опреде- 
ленных и суммируемых в области О), и пусть соответствующие функ- 
ции множества 


Ф(6)= 10а 
© 


равномерно аддитивны. Пусть, далее, выполняется следующее условие: 
сколь бы мало ни было положительное число в, область О) можно пред- 
ставить в виде конечной или счетной суммы непересекающихся измери- 
мых множеств е, е,,... положительной меры так, что для любого 
натурального К и для всех (или для всех за исключением конечного 
числа) функций |(т), входящих в Ж, будет иметь место неравенство 


. Е 
Ее $, 8 
1) — позе \ 1 (в) 42+ Рь (а, ®) 
Чек 
’где х— любая точка множества еь, а Ек(х, е) — некоторая определенная 
функция от т и ев, зависящая, быть может, от разложения 
Ф=е, фе. -+..., 


но не зависящая от выбора функции } (2). 
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Тогда любая бесконечная часть %, множества 3 содержит. последо- 
вательность, сходящуюся в любой точке области О. Если при этом 
разложение О=е, + е, +... можно всегда выбрать конечным, то сто- 
Фимость этой последовательности будет равномерной в области О. 

Доказательство. Взяв произвольную бесконечную часть %, 
множества %, выберем из нее последовательность 1, (5), },(1),..., 
обладающую тем свойством, что соответствующая последовательность 
функций множества 


Ф, (6) = \ 1. (04 
© 


сходится для любого измеримого множества области ), что возможно 
в силу теоремы 1. : 

Из основного условия рассматриваемой теоремы следует, что коле- 
бание функции },(5) при неограниченном возрастании п в любой опре- 
деленной точке области ) небудет превосходить сколь угодно малого 
положительного числа 2=, так как средний член левой части послед- 
него неравенства при {=}, и при неограниченном возрастании ий стре- 
мится к определенному конечному пределу; следовательно, это коле- 
бание равно нулю. 

Предположим теперь, что разложение Д=е, + е, +... при любом 
положительном = можно выбрать конечным. Тогда, если п достаточно 


велико, то все интегралы \х- (:) 41 будут отличаться сколь угодно 
ек 

мало от своих соответствующих пределов и, значит, },(5) в любой 

точке х области О также будет отличаться сколь угодно мало от своего 

предела, т. е. сходимость последовательности }, (2), |, (х),... будет 

равномерной в области О. 


Поступило 
8. У. 1947 
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М. А. ЛАВРЕНТЬЕВ 
ПУТИ РАЗВИТИЯ СОВЕТСКОЙ МАТЕМАТИКИ* 


Советской математике присущи характерные черты, свойственные всей советской 
науке. Эти черты были отмечены в статье акад. С. И. Вавилова, опубликованной 
в «Известиях Советов Депутатов трудящихся» от 10 октября 1947 г. 

Наука стала народной, вполне доступной для всех, кто имеет способность и охоту 
к научному исследованию. Наша наука тесно связана с народным хозяйством. На- 
следница всего хорошего, что осталось от дореволюционной России в области куль- 
туры, советская наука растет и крепнет вместе со всей страной. 


1. Математика в России к началу революции. К началу Великой Октябрьской 
социалистической революции русский математический мир состоял из очень немногих 
крупных имен, продолжавших традиции славных русских математиков. 

В области классического анализа! работали: в Петербурге—В. А. Стеклов 
иА. М. Ляпунов, в Харькове—С. Н. Бернштейн. Теория вероятностей была представле- 
на А. А. Марковым (Петербург) и С.Н. Бернштейном (Харьков). В Киеве под активным 
руководством Д.А. Граве начинали свои алгебраические исследования О. Ю. Шмидт, 
Н. Г. Чеботарев, Б. Н. Делоне. Не менее крупными именами была представлена при- 
кладная математика—А. Н. Крылов в Петербурге, Н. Е. Жуковский и С. А. Чаплыгин 
в Москве. Совсем новая тогда область—теория функций действительного переменного 
только начинала развиваться. 


2. Общая характеристика советской математики. За прошедшие 30 лет советская 
‘математика проделала огромный путь. Советская математика сейчас охватывает все 
основные направления современной математики. Во многих разделах Советский Союз 
занял первое место в мировой математике. Многие разделы математики разрабатыва- 
ются у нас коллективами, в каждом из которых значительный процент составляет моло- 
дежь. Чрезвычайно возросла Связь. математики с прикладными дисциплинами—немало 
наших математиков, воспитавшихся на теории функций и топологии, завоевали себе 
крупные имена в физике (В. А. Фок, Н.Н. Боголюбов), в технике, в механике. Наибо- 
лее полной является связь математиков с механикой— все ведущие математики, разра- 
батывающие проблемы теории функций комплексного переменного и дифференциаль- 
ных уравнений, прямо или косвенно участвуют в разработке различных актуальных 
проблем механики. Несколько слабее связь математиков с физикой, но за последние 
годы этот пробел быстро ликвидируется. 

Заканчивая общую характеристику состояния советской математики, мне 
хочется подчеркнуть резко возросшую роль математической общественности. Если 
до революции и в течение многих лет после революции высшим арбитром ценности 
результата, значимости того или иного направления считалось мнение иностранных 
ученых, то теперь этим арбитром являемся мы сами. В расширении тематики, 
в связи математики с физикой и механикой, в создании математического общественного 
мнения исключительную роль сыграл и продолжает играть центральный штаб совет- 
ских математиков — Математический институт им. В. А. Стеклова. 

Ввиду многообразия направлений, разрабатываемых советской математикой, 
я вынужден в своем докладе ограничиться характеристикой состояния только неко- 


торых из них. 


*Доклад, прочитанный 28 октября 1947 г. на Юбилейной сессии ОФМН Ак. Наук 
СССР, посвященной 30-летию Великой Октябрьской социалистической революции. 
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3. Теория чиеел и алгебра. Начну с проблем теории чисел—арифметики—самой 
древней из математических наук. Теория чисел изучает законы, действующие в области 
первоначальных математических понятий. По этой причине как сами проблемы, так 
и их решения часто могут быть сформулированы в терминах элементарной арифметики. 
Наряду с этим для решения этих проблем современная теория чисел привлекает 
аппарат анализа, геометрии и теории функций. Методы, создаваемые для решения 
арифметических задач, порождают новые области. Чем «выдержаннее» проблема—50, 
100, 300, 4000 лет,—тем глубже спрятана закономерность, тем труднее ее установить. 

Немного менее 100 лет назад П.Л. Чебышев опубликовал свои первые рабо-- 
ты по теории чисел. Именно эти работы положили начало русской школе теории чисел, 
быстро завоевавшей мировое первенство. Открытие Чебышева относилось к проблеме 
2000-летней давности—проблеме плотности распределения простых чисел в ряде всех 
целых чисел. Речь идет о возможно точной оценке функции ф (<), равной числу про- 
стых чисел, меньших 1. Прямыми наследниками Чебышева были А. Н. Коркин, 
Е. И. Золотарев, А. А. Марков, Г. Ф. Вороной. 

Славные традиции этой плеяды ученых полностью закреплены советскими матема- 
тиками, давшими за истекшие 30 лет ряд блестящих работ. Среди этих работ совершен- 
но особое место занимают классические исследования И. М. Виноградова, в корне изме- 
нившие лицо всей аддитивной теории чисел. Постановка проблем и результаты были 
изложены самим И. М. Виноградовым в его докладе на Общем собрании Академии 
Наук. 

Наиболее родственной теории чисел является алгебра. Серьезное развитие в Рос- 
сии алгебра получила только в советский период. Незадолго до революции в Киеве под 
активным руководством Д. А. Граве была создана первая в России алгебраическая шко- 
ла. Крупнейшими представителями этой школы следует назвать О. Ю. Шмидта, Б.Н. 
Делоне и недавно скончавшегося Н. Г. Чеботарева. Каждый из них обогатил науку 
первоклассными результатами и создал школы: Б. Н. Делоне—в области геометрии 
чисел, Н.Г. Чеботарев—теория Галуа и алгебраические числа, О.Ю. Шмидт—теория 
конечных групп. За последние 20 лет под влиянием теории функций и топологии в 
Москве получила большое развитие совсем молодая ветвь алгебры—абстрактная алгеб- 
ра. Методы теории функций и топологии привели к постановке новых задач и важным 
открытиям (Л. С. Понтрягин, А. Г. Курош, И. М. Гельфанд, А. И. Мальцев и др.). 

4. Теория функций, топология, функциональный анализ. Начало развития 
у нас теории функций действительного переменного надо отнести к моменту выхода 
в свет (1915 г.) замечательной монографии Н.Н. Лузина—«Интеграл и тригонометри- 
ческий ряд».В этой монографии, наряду с изложением крупных результатов. было выска- 
зано много гипотез, поставлен ряд проблем, намечены связи между различными разде- 
лами области. Эта монография в течение более 15 лет питала умы многочисленных 
наших и зарубежных математиков. К началу революции появились первые работы 
школы Лузина (П. С. Александров, М. Я. Суслин, Д.Е. Меньшов). К моменту рас- 
цвета школы (1921—24 гг.) в нее входило более тридцати московских математиков. 
Москва стала мировым центром как в дескриптивной, так и в мегрической теории 
функций. 

К числу лучших достижений школы Лузина надо отнести теорию А-множеств 
(Лузин, Александров, Суслин), теорию неявных функций (Лузин, Новиков), 
теорию проэктивных множеств (Лузин, Новиков), а также ряд результатов по теории 
тригонометрических рядов и рядов по ортогональным функциям (Д. Е. Меньшов, 
А.Н. Колмогоров, Н. К. Бари). Две проблемы привлекали особое внимание всей шко- 
лы: проблема мощности С.А и проблема сходимости почти всюду ряда Фурье от непре- 
рывной функции. Эти проблемы, в корне различной природы, остались нерешенными 
до сих пор, несмотря на огромные усилия как наших, так и зарубежных математиков. 

Работы в этом и смежных направлениях продолжаются и сейчас значительной 
группой советских математиков. Особенно интересными и перспективными мне пред- 
ставляются исследования Новикова, который ищет решение проблемы типа проблемы; 
мощности С.А в терминах математической логики. 
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Ужев 1921 г. из школы Лузина начинает формироваться самостоятельная москов- 
ская топологическая школа во главе с П. С. Александровым и П. С. Урысоном, а 
в последующие годы теория функций проникает в теорию аналитических функций, 
в алгебру, в дифференциальные уравнения с их многочисленными приложениями, в тео- 
рию чисел (А. Я. Хинчин) и в теорию вероятностей (А. Я. Хинчин, А.Н. Колмогоров). 

Московская топологическая школа, с ее ленинградским и тбилисским филиала- 
ми, во главе с П.С. Александровым и Л. С. Понтрягиным занимает ведущее место 
в мировой топологии. К центральным достижениям школы надо отнести созданую 
в основном Александровым и Урысоном теоретико-множественную топологию и за- 
мечательные исследования Понтрягина по теории линейных представлений тополо- 
гических групп. 

В сочетании идей и проблем анализа, теоретико-множественной топологии, тео- 
рии функций действительного переменного и интегральных уравнений родилась новая 
область-—функциональный анализ, основным и активным создателем которого был 
львовский профессор С. С. Банах. В настоящее время можно сказать, что в этой об- 
ласти Советский Союз занимает ведущее место. 

Из работ многочисленных советских математиков, работающих в этой области, 
отмечу замечательные исследования М. Г. Крейна (Одесса) по теории полуупорядочен - 
ных пространств, по проблемам расширения и изучения спектральных свойств эрми- 
товых операторов. - : 

Больших успехов добились московские и ленинградские функционалисты 
И. М. Гельфанд, Л. В. Канторович и др. 

Независимо от общего развития функционального анализа как самостоятельного 
раздела, его основные положения и методы нашли богатые приложения в теории диффе- 
ренциальных уравнений с частными производными (С. Л. Соболев) и в вариационном 
исчислении (Л. А. Люстерник). 

5. Аналитические функции. Теория функций комплексного переменного, как аппа- 
рат, оказалась исключительно ценной для решения многих задач механики сплошной 
среды, электротехники, а также в ряде вопросов аналитической теории чисел. К числу 
зрупнейших приложений ее к механике необходимо в первую очередь отнести работы 
советских ученых в гидроаэродинамике и плоской задаче теории упругости, занявшие 
ведущее положение в мире в этих областях. 

Тбилисская школа во главе сН. И. Мусхелишвили, возникшая сразу после Вели- 
кой Октябрьской социалистической революции, дала исчерпывающие конструктивные 
решения ряда классических задач теории упругости с возможностью доведения реше- 
ния до численных значений. 

В области гидроаэродинамики, начиная с классических работ Н. Е. Жуковского 
и С. А. Чаплыгина, вскрывших природу подъемной силы крыла самолета, советскими 
учеными решено огромное количество задач первостепенного значения для самых разно- 
образных проблем техники: проблема вибраций (М. В. Келдыш), проблема больших 
скоростей (С. А. Христианович), проблема глиссирования (Л. И. Седов), проблема 
движения грунтовых вод (П. Я. Кочина). Мой список далеко не полон даже в отношении 
задач, решенных методами теории аналитических функций. 

Из приложений аналитических функций к теории чисел особое место занимает 
блестящая работа А. О. Гельфонда по проблеме трансцендентных чисел. 

Независимо от классического направления работ, уже в первые годы после рево - 
люции начинает формироваться московская школа по теории функций комплексного 
переменного в направлении идей и методов теории функций действительного перемен- 
ного. Это направление, начатое во Франции, у нас в основном выросло из школы Лузи- 
на. Первые работы принадлежат В. В. Голубеву, Н.Н. Лузину и И. И. Привалову. 
В дальнейшие годы это направление сильно выросло и сомкнулось с классическими 
проблемами: полиномиальных разложений, проблемой типа римановых поверхностей, 
проблемами «искания». 

Приведу несколько результатов основного значения. И. И. Приваловым были 
изучены с исчерпывающей полнотой интегралы типа Коши для произвольных обла- 
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стей со спрямляемыми границами. Н.Н. Лузиным и И. И. Приваловым была уста- 
новлена замечательная теорема об инвариантности множеств меры нуль при конформ- 
ном отображении. Разработанный при этом метод нашел дальнейшие многочисленные. 
приложения к смежным проблемам. Д. Е. Меньшов дал исчерпывающее решение вопро- 
са о минимальных условиях, которые нужно наложить на отображение, чтобы это 
отображение было конформным. М\ В. Келдыш дал предельно полное решение про- 
блемы равномерной полиномиальной аппроксимации аналитических функций в за- 
мкнутых областях. 

Большое развитие у нас 'Москва, Ленинград) за последние 20 лет получила также 
так называемая геометрическая теория функций комплексного переменного и при- 
мыкающие сюда методы приближенных конформных отображений (Ленинград), 
а также по целым функциям и проблеме интерполяции (А. О. Гельфонд, В. Л. Гончаров, 
Б. Я. Левин). 

Остановлюсь подробнее еще на одном направлении, на так называемой конструк- 
тивной теории функций. Любую функцию /(2) действительного переменного, непре- 
рывную в отрезке (0,1), можно равномерно аппроксимировать полиномом, разложить 
в равномерно сходящийся ряд полиновов. В силу этого, все свойства непрерывных 
функций потенциально заложены в их полиномиальных разложениях. Построение и 
изучение различных классов полиномов восходит к первым исследованиям в области 
анализа. У нас крупнейший вклад в эту область был внесен П. Л. Чебышевым, свя- 
завшим свои исследования с теорией механизмов. Следующий крупный этап начался 
после появления (незадолго до революции) замечательных работ С. Н. Бернштейна. 

С.Н. Бернштейн показал, что быстрота сходимости полиномов, наименее укло- 
няющихся от данной функции, тесно связана саналитической природой этой функ- 
ции. Из этой идеи впоследствии выросла повая область—теория почти аналитических 
функций. 

За истекшие 30 лет эта область обогатилась целым рядом крупных результатов, 
полученных как самим С. Н. Бернштейном, так н его многочисленными учениками. 

6. Обыкновенные дифференциальные уравнения. Следующим разделом математи- 
ческого анализа, особенно важным для механики и физики, являэтся теория 
обыкновенных дифференциальных уравнений. Исследования математиков здесь особен- 
но тесно переплетаются с работами механиков и физиков. Огромный вклад в эту область 
был внесен непосредственно перед революцией А. М. Ляпуновым, В. А. Стекловым и 
А. Н. Крыловым. Полного расцвета эта область достигла уже в советский период, 
когда сформировался целый ряд центров и школ. 

В области качественных исследований был получен ряд фундаментальных резуль- 
татов, относящихся к изучению поведения траекторий в фазовом пространстве: 
(В. В. Степанов, А. А. Марков, А. Я. Хинчин, Н. М. Крылов, Н.Н. Боголюбов). 
В частном случае двухмерного фазового пространства было получено наибольшее 
количество конкретных результатов, в частности было начато изучение так называемых 
«грубых систем» (Л. С. Понтрягин, А. А. Андронов)—систем, у которых топологи- 
ческий характер траекторий в фазовой плоскости не меняется при малых возму- 
щениях. 

За последние годы был разработан ряд методов, позволяющих фактически нахо- 
дить предельные циклы; сюда в первую очередь надо отнести весьма перспективный 
асимптотический метод А. Н. Тихонова. 

Наряду с развитием общих качественных методов, у нас получили также широкое 
развитие приближенные методы. Сюда надо в первую очередь отнести новые методы 
теории возмущений для дифференциальных уравнений с малым параметром 
(Н. М. Крылов, Н.Н. Боголюбов). Метод Крылова—Боголюбова открывает широкие 
возможности для оценок погрешности, а также для качественных исследований. 
Именно этим путем им удалось впервые доказать известную теорему существо- 
вания квази-периодических рэшений класса уравнений, интересных для приложе- 
ний. Указанный метод является весьма общим и применяется для очень широкого клас- 
са дифференциальных уравнений с малым параметром. Впервые он применялся для 
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решения различных проблем нелинейных колебаний; в последние годы этот же метод 
привел Н. Н. Боголюбова к замечательным результатам в статистической физике. 

На грани теории функций комплексного переменного и дифференциальных ура- 
внений находятся глубокие исследования рано погибшего ленинградского математика 
И. А. Лаппо-Данилевского. 


7. Дифференциальные уравнения в частных производных. Не менее тесную связь 
с приложениями и другими разделами математики (геометрия, теория вероятностей 
и др.) имеет классический раздел анализа—дифференциальные уравнения с частными 
производными. Наши крупные достижения в сейсмологии, газовой динамике, гидроди- 
намике в значительной мере обусловлены успехами в решении краевых задач соответ- 
ствующих уравнений. Наряду с этим под влиянием теории функций и функционального 
анализа в рассматриваемой классической области появились новые направления, 
новые постановки задач. 

Совершенно не касаясь приложений, отмечу четыре направления в рассматривае- 
мом разделе, причем в каждом из этих направлений советским математикам принадле- 
жат первоклассные результаты, выдвигающие советскую математику и в этом разделе 
на первое место среди всех стран. 

В направлении качественного исследования решений уравнений в частных про- 
изводных первый фундаментальный результат был получн в 1904 г. С.Н. Бернштейном. 
Он показал, что всякое трижды дифференцируемов решение уравнения аналитического 
типа с аналитическими коэффициентами будет аналитическим. В этой и в последующих 
своих работах Бернштейн разработал новый метод для оценок производных решения 
в зависимости от значений самой функции. Эти результаты нашли богатые приложения 
и развитие. В советский период теорема С. Н. Бернштейна получила наиболее широкое 
принципиальное обобщение в работах И. Г. Петровского—им установлена аналитич- 
ность решений систем уравнений, называемых «эллиптическими по всем пространствен- 
ным координатам». К этому же направлению относится серия глубоких исследований 
С. Л. Соболева по обобщенным решениям волновых уравнений. 

При переводе физической или механической задачи на язык краевой задачи соот- 
ветствующего уравнения в частных производных, как правило, принимается ряд упро- 
щающих гипотез. Одним из полезных критериев правильности сделанных гипот@з может 
служить критерий устойчивости решения полученного дифференциального уравнения 
относительно краевых условий. Постановка задачи изучения устойчивости решения 
при варьировании граничных заданий характерна для современной математики. Здесь 
много интересных задач для простейших уравнений при экзотических краевых усло- 
виях и классических краевых задач для возможно более широких классов уравнений. 
В этом направлении советской математике принадлежит также ряд основных результа- 
тов, в первую очередь ряд теорем С. Л. Соболева для специальных нелинейных ура- 
внений гиперболического типа и. ряд теорем И. Г. Петровского для наиболее общего 
класса уравнений гиперболического типа. 

В направлении классической проблемы классификации уравнений (гиперболи- 
ческие, параболические, эллиптические) с выявлением характерных особенностей 
уравнений каждого типа `мы также имеем ряд результатов и в первую очередь фунда- 
ментальную работу И. Г. Петровского. 

Остановлюсь еще на одном направлении, наиболее тесно связанном с приложения- 
ми. Речь идет о построении возможно простых и эффективных алгоритмов для решения 
различных классов краевых задач уравнений математической физики. Здесь наиболее 
общие результаты были получены С. Л. Соболевым, В. И. Смирновым для волновых 
уравнений и школой Н. И. Мусхелишвили для бигармонического уравнения, а в даль- 
нейшем (И. Н. Векуа) и для весьма широкого класса уравнений эллиптического типа. 

На грани между дифференциальными уравнениями в частных производных и тео- 
рией функций находится начавшее развиваться у нас новое направление теория ква- 
зи-конформных отображений. Как мне кажется, это направление имеет большие пер- 
спективы как для функций комплексного переменного, так и в дифференциальных 
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416 М. А. ЛАВРЕНТЬЕВ 


8. Геометрия. Из всех разделов геометрии, с успехом разрабатываемых в Совет- 
ском Союзе (Москва, Ленинград), я коснусь в своем докладе только геометрии в це- 
лом, из которой отмечу два результата, представляющих бесспорно крупный вклад 
в науку о пространстве. 

Во-первых, Л. А. Люстерник и Л. Г. Шнирельман доказали, что на каждой выпук- 
лой поверхности можно провести три замкнутые геодезические линии. Попытки доказать 
эту теорему делали крупнейшие метематики современности (в частности Пуанкаре 
и Бирхгоф). 

Во-вторых, А. Д. Александров решил классическую проблему замкнутого много- 
транника, восходящую еще к Эйлеру. 


9. Теория вероятностей. Советская теория вероятностей, так же как геометрия 
и теория чисел, восприняла славное наследие наших крупнейших ученых прошлого 
П. Л. Чебышева, А. М. Ляпунова и А. А. Маркова. Советская школа теории вероятно- 
стей во главе сС. Н. Бернштейном, А. Н.. Колмогоровым и А. Я. Хинчиным бесспорно 
занимает ведущее место в мировой науке. Остановлюсь совсем кратко на основных 
достижениях этой школы. Особых успехов школа добилась по предельным теоремам 
для сумм случайных величин и функций. Эти исследования можно рассматривать 
как блестящее завершение работ Чебышева, Ляпунова и Маркова. Далее, А. Н. Кол- 
могоровым была впервые построена полная аксиоматика теории вероятностей. Теория 
Колмогорова имеет большое значение не только как завершение длинного цикла ис- 
следований, но и как основа создаваемых более общих концепций. 

Еще в самом начале нашего столетия в физике, а позже в технике, возникла 
потребность в рассмотрении процессов, не укладывающихся в рамки классической 
теории вероятностей. Речь идет об изучении случайных процессов, претерпевающих 
случайные изменения в зависимости от одного или нескольких непрерывно изменяю- 
щихся параметров—времени, координат и т. п. Этими процессами у нас впервые за- 
нялся А. Н. Колмогоров, затем А. Я. Хинчин и большая группа советских математи - 
ков. Была впервые создана общая теория стохастических процессов, которая продол- 
жает интенсивно развиваться. Все большее влияние начинает у нас оказывать теория 
вероятностей на математическую статистику. В этом направлении особого внимания 
заслуживают работы Е. Е. Слуцкого и главы ташкентской школы В. И. Романовско- 
го. Следует отметить, что работы нашей школы теории вероятностей тесно связаны 


с задачами приложений теории в биологии, артиллерии, физике, теории измерений 
ит. д. 


10. Вычислительная математика. Заканчивая свой далеко не полный обзор путеи 
развития и достижений советской математики, я остановлюсь еще на одной области, 
развитие которой особенно важно для приложений математики. Я имею в виду машип- 
ную математику. Если по основным разделам математики к 30-й годовщине Великой 
Октябрьской социалистической революции мы можем рапортовать: мы догнали, а во 
многих разделах и перегнали зарубежную математику, то в отнощении машинной ма- 
тематики нам нужно еще много усилий, чтобы решить эту задачу. . 

Вычислительная ячейка, созданная в 1935 г. в Математическом институте им. 
В. А.Стеклова, начинает выполнять, особенно за последние годы, крупные вычисления. 
Эта ячейка за 12 лет из двух комнат распространилась на целый этаж и занимает сейчас 
больше половины всей площади Математического института. Дальше отделу прибли - 
женных методов распространяться в Институте уже некуда, кроме того, его задачи 
таковы, что для их решения нужен совершенно другой размах. Мне хочется высказать 
пожелание, чтобы решение ОФМН о создании специального Института, вынесенное 
более двух лет назад, нашло скорейшее и полное разрешение. 

В заключение разрешите высказать уверенность в том, что за ближайшее пятиле- 
тие советские математики обогатят науку новыми открытиями и что еще более окреп- 
нет творческая связь математики с другими науками и в первую очередь с физикой. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 
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10 марта 1948 г. в Москве скончался известный советский матема- 
тик Евгений Евгеньевич Слуцкий, крупнейший представитель нашей 
отечественной теорий вероятностей и математической статистики. 

Е. Е. Слуцкий родился в 1880 г. в с. Новом 6. Ярославской губер- 
нии в семье учителя и воспитателя Новинской учительской семинарии. 
Среднее образование он получил в классической гимназии г. Жито- 
мира. Сюда росле почти трехлетних скитаний перебралась его семья, 
когда отец Е. Е. в 1889 г. получил здесь место заведующего городским 
училищем. Интерес к математике определился у Е. Е. в гимназиче- 
ские годы, и, окончив гимназию в 1899 г. с золотой медалью, Е. Е. 
поступает на физико-математический факультет Киевского универси- 
тета. Но путь его к математике оказался весьма необычным и долгим. 
Студенческие годы Е. Е., совпавшие с годами революционного броже- 
ния среди учащейся молодежи, сильно затянулись. Не раз двери 
университета закрывались перед «политически неблагонадежным» и «крас- 
ным» студентом, а в 1901 г. он в числе 184 студентов за участие 
в запрещенной сходке был сдан в солдаты и только широкая волна 
студенческих протестов, вспыхнувших вслед за этим в столичных го- 
родах, принудила правительство вернуть его в университет в том же 
году. Уже в начале следующего, 1902 года; Е. Е. был вновь уволен 
за участие в демонстрации против министра Зенгера, на этот раз уже 
без права поступления в высшие учебные заведения. Лишь после 1905 г. 
он смог вернуться в Киевский университет, поступив на этот раз на 
юридический факультет. 

Этот выбор был продиктован стремлением подготовить себя к науч- 
ной работе в области приложений математики к экономике, интерес 
к которой: сложился у Е. Е. за предшествующие годы в результате 
тщательного изучения трудов Рикардо, Маркса и Ленина. Юридиче- 
ский факультет был окончен в 1911 г. с золотой медалью, присужден- 
ной Е. Е. за представленное им сочинение. Однако репутация неблаго- 
надежности помешала его оставлению при университете. 

В последующие за тем годы подготовки к магистерским экзаменам 
Е. Е. усиленно штудирует теорию вероятвостей. Уже в 1912 году выходит 
в свет его книга «Теория корреляция» — первое на русском языке 
руководство по изучению новых для того времени статистических мето- 
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дов, сыгравшая немаловажную роль в повышении математического уров- 
ня нашей статистической мысли. Она была хорошо встречена критикой 
и имя автора стало все чаще попадаться ва страницах статистической 
печати. 

В 1913 т. Е. Е. начинает работать в Киевском коммерческом инсти- 
туте (позднее преобразованном в Киевский институт народного хозяй- 
ства), читая курсы политической экономии и математической статистики, 
сначала в качестве преподавателя, потом доцента и с 1920 г. —в долж- 
ности профессора. 

В 1916—17 г. при Московском университете он сдал магистерские 
экзамены на степень магистра политической экономии. Научный инте- 
рес к математическим проблемам в области математической статистики 
и теории вероятностей полностью оформился у Е. Е. с переездом его 
в Москву в 1926 году. С этого момента начинается его работа в ряде 
научно-исследовательских\ институтов столицы. Центральной задачей, 
которой Е. Е. отдает все свои силы, является распространение теоре- 
тико-вероятностных методов на статистическое изучение случайных 
процессов и рядов зависимых величин. Хорошо понимая всю непозволи- 
тельность формального переноса в эту область методов, сложившихся 
при изучении не связанных между собою наблюдений, Е. Е. ставит 
грандиозную по замыёлу задачу разработки и обоснования новой ста- 
тистической методологии на более широкой и адэкватной научной базе. 
Эта задача, отправлявшаяся от вполне конкретных запросов, привела 
Е. Е. к целому ряду проблем глубоко принципиального и общетеоре- 
тического значения. Отправным пунктом его исследований является 
развитая им в 1925 г. широкая концепция стохастического предела, 
открывающая наиболее важные случаи сходимости по вероятности 
и усиленного закона больших чисел. 

Дальнейшим этапом в том же направлении являются его работы по 
теории непрерывного стохастического процесса‘или случайных функций. 
Здесь одним из очень важных и эффектных результатов Е. Е. было 
доказательство предложения, согласно которому всякая случайная 
стохастически непрерывная функция на сегменте стохастически экви- 
валентна измеримой функции не выше 2-го класса по Бэру. Им также 
получены простые достаточные условия для стохастической эквивалент- 
ности случайной функции непрерывной функции на сегменте, условия 
дифференцируемости последней и т. д. Эти работы, несомненно, зани- 
мают почетное место в ряду исследований, связанных с разработкой 
одной из наиболее актуальных проблем современной теории вероятно- 
стей, обязаной своим возникновением научной инициативе Е. Е. Слуцкого. 

Следующий цикл работ (1926—1927 г.) Е. Е. посвящен исследова- 
нию случайных стационарных рядов, и в этой важной области работы 
Е. Е. послужили отправным пунктом для многочисленных и плодотвор- 
ных исследований. Отправляясь от простейшей модели ряда, получен- 
ного многократным скользящим суммированием бессвязного ряда, он 
пришел к некоторому классу стационарных рядов, обладающих псевдо- 
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периодическими свойствами, имитирующими на сколь угодно больших 
отрезках ряды, получающиеся наложением периодических функций. 

Этот результат явился своего рода сенсацией, заставившей крити- 
чески пересмотреть разнообразвые попытки статистических доказательств 
периодических закономерностей в геофизике, метеорологии и т. д. 

Гипотеза наложения конечного числа закономерно периодических ко- 
лебаний оказывается статистически неотличимой от гипотезы случайной 
функции с очень большой зоной связности. “ 

Еще более глубокое проникновение в структуру случайных функций 
представляет его замечательная работа о стационарных процессах 
с дискретным спектром. Корреляционная функция в этом случае будет 
почти периодической. Основной результат, полученный Е. Е., заклю- 
чается в том, что случайная функция в этом случае также будет почти 
периодической функцией определенного вида, обладающей, впрочем, тем 
свойством, что она полностью определяется своим рядом Фурье почти всюду. 

Эти исследования, поражающие новизной и смелостью замысла, дале- 
ко еще не исчерпывая очень трудной и глубокой проблемы, представ- 
ляются все же одним из выдающихся результатов нашей науки. По 
своей методике и стилю они тесно примыкают к теоретико-вербятност- 
ным концепциям московской школы (Колмогоров, Хинчин), исторически 
возникшим на иной базе. Этот трудно достижимый синтез остроты 
и широкого охвата теоретической мысли с совершенно отчетливо созна- 
ваемой конкретной направленностью конечных результатов и конечной 
цели исследования является характерной особенностью творчества Евге- 
ния Евгеньевича. 

«Мне казалось, —говорил он сам, —что рядом с теоретическим иссле- 
дованием я должен вести также изучение тех или иных конкретных 
проблем, чтобы проверять таким путем методы и получать задания для 
теоретической работы от соприкосновения с действительностью». 

Предшествующие его работы по связным рядам имели своим след- 
ствием полную перестройку всех обычных методов оценки статистических 
характеристик таких рядов, чрезвычайно интересный критический пере- 
смотр приемов, разыскание периодичностей и прогноза. Мимо этих резуль- 
татов в настоящее время не может пройти ни один исследователь в этой 
еще далекой от завершения, но плодотворной области исследования. 

Наиболее важные статистические исследовачия Е. Е. возникли 
в связи с исследованием геофизических рядов и носят частью критиче- 
ский характер, обнаруживая незаконность тех выводов, к которым прихо- 
дил ряд исследователей различных статистических закономерностей, рабо- 
тая уже сложившимися методами. В других случаях путем остроумно при- 
мененных специальных приемов Е. Е. удается обнаруживать и наличие 
строгой закономерности, лишь искажаемой наложением случайных 
колебаний. 

Этот комплекс работ, выполненных с присущим Е. Е. блеском и почти 
художественным проникновением в сложную и запутанную картину 
явления, отображенного в статистической сводке, далеко оставляет 


оо 
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позади аналогичные попытки западно-европейских и американских ста- 
тистиков. 

В последние годы Е. Е. руководил (в Математическом институте 
им. В. А. Стеклова Академии Наук СССР) чрезвычайно трудоемкой 
работой по составлению таблиц неполной гамма-функции, значительно 
усовершенствовав методику ее табулирования и использования. Эти 
важные для приложения таблицыЬ—в известном смысле представляю- 
щие шедевр вычислительного мастерства — потребовали большой и напря- 
женной работы, которую Е. Е. не бросал даже в самые тяжелые 
моменты его болезни. Вводная часть к таблицам была почти закончена 
Е. Е. за несколько дней до смерти. 

Утром 10 марта 1948 г. его не стало. Но тот творческий энтузиазм 
и твердая уверенность в неограниченных возможностях науки, кото- 
рыми пронизано оставленное им богатое научное наследство, навсегда 
останутся в памяти его сотрудников и товарищей по работе. 


Н. Смирнов 
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ПЕРЕНЕСЕНИЕ СВОЙСТВ ТРИГОВОМЕТРИЧЕСКИХ ПОоЛИНОоМоВ 
НА ЦЕЛЫЕ ФУНКЦИИ КОНЕЧНОЙ СТЕПЕНИ 


В настоящей статье дается применение общей теории, изложен- 
ной в заметках автора (1), (*), (3), (4), к установлению свойств це- 
лых функций конечной степени, аналогичных тем, которые были вы- 
ведены автором для тригонометрических полиномов в статьях (5), (6). 


$ 4. ЛЕММА 1. Если абсолютный максимум ограниченных функций 
Ср(1) степени < р достигается на отрезке (хо, 1,), где х.— 1, =В < — 


то 
И 


шах! Ср (1) < М= Яар8 У с: (2.) С, (2,) —26р (хо) Ср (2,) с0з рВ `(4) 
и знак равенства осуществляется, когда С,(т) есть тригонометри- 


ческий полином 


— Ср (=) тр (х — хо) — Ср (хо) зп р (х — х,) 
С,(2) = = и (2) 


2" 


порядка 1 с периодом т = а 

Действительно, среди ограниченных функций С,(1), принимающих 

заданные значения С,(1) и С,(1,) и достигающих абсолютного ма- 
* 

ксимума на (хо, 2,), есть такая С, (5), для которой этот максимум полу- 


чает наибольшее значение М. Но мы знаем, что с одной стороны (?), (), 


© («= Нид (<), 


—со 
где 91,4 (2) (| 5п,л (2) | < №) — тригонометрические полиномы порядка п 


2п® 
с периодом 2№=-, равномерно в каждом данном промежутке, и 


с другой стороны (*), утверждение нашей леммы доказано для случая, 
когда С›(х) есть любой тригонометрический полином; следовательно, 


ее ® 


Следствие 1. Расстояние от точки т., где достигается абсо- 
лютный максимум М целой функции С, (1) степени р, д0 корня С, (1) =0 


п 
не менее м 
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Доказательство аналогично: среди тригонометрических полиномов 
бп (1) — С, (1) имеются, в частности, такие, для которых абсолютный 
максимум также достигается в точке 2х, и 51. (1,)=С,(1,)=0 в бли- 


№ х т п 
жайшем корне С, (1) = 0, но требуемое свойство |х, —т.| > Ия: 


установлено для тригонометрических полиномов [см. (°), стр. 1159]. 
Следствие 2. Если абсолютный максимум М функции С,(т) 
достигается на отрезке (1, 1.), причем 


[бр (в) < 1, | бр (ж)| < (име, в> 1), (3) 


|6» (2)| < 


(© << о); (4) 
с05 — 
2 


при этом знак равенства осуществляетзя, когда 


созр ое | 
А 


Для доказательства нужно определить максимум М правой -части (1) 
при условиях (3), который соответствует * 


бр (2) = Ср (х,) =1. 
Следовательно, максимум 
1 
РВ 


0$ — 
2 


4 ———_—_д 


и (2) превращается в (5). 


ТЕОРЕМА 1. Если целая функция С,(х) степени р Удовлетворяет 
условиям: 


1) [С,(ак)| < 1 в бесконечной  последовательности точек ау 
(+ -==0,1,...), где О как < ще > 1); 
2) существует такое число т _> 0, что Шт о (т. е. функ- 


хо 


ция С›(х) алгеб раического роста), 
то С„(т) ограничена на всей действительной оси, а именно 
А 


пр | С (=) | =, < 


—<©<х<с< т 


с05 бк 


* Так как при 1<в <> (с03р8 <0) коэффициент при С, (хо) Ц, (х,) в под- 
коренном количестве (1)>0, а в случае в>2 (с05$р8> 0) неравенство 
Ср (хо) С» (х.) <0 недопустимо (следствие 14) и подкоренное количество (1), 
представляя тогда квадрат стороны, противолежащей острому углу р8 с приле- 


гающими сторонами С, (хо). Ср (х!), также достигает наибольшего значения при 
Ср (хо) = Ср (х!) =1. 
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Наше утверждение в случае т=0, т. е. пра Ши С›(1)=0, не- 
2Е 2—0 


посредственно вытекает из следотвия 2, так как тогда абсолютный мак- 
симум | С›(2)| достигается в точке некоторого отрезка (а. ау.:). Но 
при всяком данном т >> 0 (которое можем считать целым) введем функ- 


цию 
брат (а) = (К 6, (#) 


х 
степени р ет = сер, где г возьмем достаточно малым, чтобы с: <ы. 
В таком случае 
Пт Срует(2)=0, | Срует (ак) | < 1 
5 хо 


и, согласно (4), 


[бел (—© <:< ®). (4 513) 


псь 
с0$ — 
28 


Полагая = —>0 (с. —>1), получаем (4), так как Сре (2) —>С,(х) при 
всяком фиксированном х. 

$ 2. Желая полностью освободиться от второго условия теоремы 
и получить возможно простые результаты, уточняющие неравенство (4), 
мы остановимся теперь на случае, когда узлы а, расположены равно- 
мерно: 


ак: — бк = (в > 1). 


ЛЕММА 2. Если целая функция С›(х) степени р удовлетворяет 
80 всех точках ж= (#+5)^ (и>1, ЕЁ=0, +1, +2,...) неравен- 
ствам |С,(тк)| < 1, то (ивр > р) 


— 4) *1 С. (х 
С» (а) возр, =[0, Ф-р.= У, (1 бр (а) 2} 9 


веть (и) * [= (+) 


По бр ты < < 


|200 108 |х | 


и, следовательно, 


Действительно, правая часть (6) есть целая функция Нр, (1) степеви 
не выше р,, поэтому 
Ср (5) = Нъ (2) 4 Е (2) 008 р: 2, 


где ЕР (2) есть целая функция конечной слепени 4 > 0, но предположе- 
ние 4 > 0 следует отбросить, так как тогда степень Е (2) созр, была 


бы > ИР >р..* Принимая же во внимание, что 


: Н ($ е `` Р1\ 
И 0, 
1/0 у 


между тем как 


Та 
со 


в |, 
у 


* См. Добавление, следствие 4. 
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если функция ЁР (2) нулевой степени не приводится к постоянной, за- 
ключаем; что Ё (5) — постоянная (т.е. РЁ (1) =0), ибо в противном случае 
мы имели бы 


а “2 ги >0, 
у—со у 
что невозможно (р < р,). 
Из леммы 2 и теоремы 1 следует 
ТЕОРЕМА 2. Какова бы ни была функция Ср (х), удовлетворяющая 
условиям леммы 2, при всех х(— © < 1т< о) соблюдается неравенство 
(4); кроме того, если р. — целое число (в=2,3,...); то вертняя грань 
2„, данная неравенством (4), не может быть сниэкена* (разумеется 
точки х; могут быть сдвигаемы: (2, - а), где а— любая постоянная). 
Последнее утверждение вытекает из того, что верхняя грань (4} 


достигается функцией 
0$ рх 


Ор (2) = и 
60$ — 
28 


которая в случае целого р > 2 удовлетворяет неравенствам 
Ы 


1 | ® 
так как тогда |соз к вре 6085 при всех целых К. 


|< 1 (3515) 


$ 3. Для перенесения результатов $1 статьи (°) построим прежде 
всего интерполяционные формулы, аналогичные тем, которые были там 
даны. 

Пусть ] (2) будет какая-нибудь функция, заданная своими значени- 


Е 
ями } (а,) в равноотстоящих точках а, = — 


Ра ° 
Полагая М > 1, построим функцию 
= с 1 (ак) 11 р: (х — ак) зп а (х — а 
Ср, ча (7) = ‚2 а Е т ак в) (7) 


* Очевидно, 8, Является невозрастающей функцией; например, &=уУ2, #3 = 


2 
——; для нецелого вц > 2, вообще, 


Уз 
4 1 
05 ыы а : 
2 [в] +2 2 [в] 


. т? 
И ё, —1 так, что ря [6 —1] = Для в<2 далее будут даны более точные 


оценки 5, и, в частности, будут указаны точные значения Ту=ё, для в= т 
, = 
при любом целом М> 1. 
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степени < р. +9=р, (1+м) по значениям }(4а,)=Ср +. (а,), которая 


выражается абсолютно и равномерно сходящимся рядом, если значения 
|1 (а,) | < М ограничены. Ценные свойства этой интерполяционной фор- 


ы кк № 1 
мулы связаны с простым тождеством (а, = о» Р. = 4М, ЕЕ 


со со а и Кпк 
911? а (х — ак) Е а. 
И Е 
К=- со К=- со счету 


Для доказательства заметим сначала, что, каково бы ни было №, > 1, 
ряд (7) при любом фиксированном х равномерво сходится в промежутке 
1 < М < №, и, следовательно, $ (№, 42) непрерывна относительно М. 

С другой стороны, функция ф (М, 4х) не зависит от х, так как она 
является целой периодической функцией степени 2 переменной 5 =4х5 


т . 
в периодом `; относительно этой переменной 2 и, следовательно (‘), 


в случае М> 1 обращается в постоянную ф (М). Таким образом, равен- 
ство 


$ (М, 42) = (№) (8 15) 


имеет место при любом М >> 1, а также при М == 1, полагая ф (1) = Пао (№), 
№1 


но подставляя в функциюф (М, 42) М =1, 45 = 0, находим ф (1,0) =Ф (1) =1. 
Остается вычислить значение постоянной Ф(М№) при любом №М>1, 


Пусть М== — рациональная дробь, где А > В > 1; 


7 


тогда 


Ф (А) = реа КВ Ся 
К=—с 4. К= —со (уч ") 
о ЕЕ — о: 812 (у. =) 
: А А о О НЕТ НИ 
+ о п КВ 2 В—1 КВ 2 
К=-—со (ут-я- = ое ЕЯ ") 


Принимая во внимание, что каждая из В сумм, стоящих в правой 


А 
части равенства, равна ф (5) ‚ получаем таким образом +(А)= 


= ВФ (5) и, в частности, ф (А) = Аф (1); следовательно, 


(м =э() === М) =М 
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и, вследствие непрерывности, это равенство, соответствующее (8), спра- 
ведливо для любого М > 1. 

Из (8) легко получить простую верхнюю границу для | Сра+а (2) |, 
данного формулой (7) при условии | }(а,)| < М: 


с $112р, (х — ак) $112 ут? 4 (=— ак) в 
| Съ,ча (2) | < М ОЕ АС — неа = МИ а 


Формула (7), очевидно, сходится абсолютно и равномерно при более 
общем условии: 


Но в случае еще более быстрого роста } (ах) формулу (7) следует заме- 

нить другой аналогичной формулой. Для этого заметим, что при помо- 

щи того же рассуждения тождество (8) обобщается следующим образом: 
Если целая функция Н (х) степени 2т такова, что ряд 


(=, №)= У о (10) 
абсолютно сходится, равномерно при т < М < №, < с, то 


ф (=, М) =СМ№М-(-©<<=<о; т< М), (11) 
где 


с=\ р Н(\ т) => иное 


— постоянная. Таким образом, в частности, для всякого целого $ > 0 фор- 
мула (7) принимает вид 


р (вт) выма (#-1^) 
о) 
| (2) 


где Ср.4+а(2) степени < р,-+$4 <0р, абсолютно сходатся при 


И) 


Сына (а) = 


«М, если т < $, а в случае |} (2. “|< и 


11-1 
18-9 (+=) 
| Срува (2) | < М ‚2 с Е Тя = =МУс,М, (9513) 
где 5) е 


со 
ИТ эт х\ 25 
с.=— \ ( 4х. 
м 5 
—© 
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$ 4. ТЕОРЕМА 3.* Если С,(х) есть функция степени р<р.—а, 
принимающая в точках а. ограниченные значения (|С,(а,)|= 
—=|] (а,)| < М, а также в более общем случае, когда для некоторого 


[@ 
но И АХ Зе < М), то С (1) выражается формулой 


со 


$1п р, (» — ак) $ та (х — 
Ср (1) = > о ба к) (13) 


К=-с< 


о е. интерполяционная формула (7), дающая приближенное выражение 


произвольной функции }(х) посредством целой функции Ср: +а (1) степени 
< р.- 4, которая совпадает с }(а) в узлах а, и тождественна с }(2), 
если }](1) — целая функция степени р < р, —49; в частности, 


я о 
р, 9 (= — ак)? | 


К=- 


Действительно, рассмотрим функцию двух переменных (5, у) 


ЕР (т, у)=б, (29-я 
( › У) ы ) а(ч—*х) 
степени р-{+4<р, относительно х, которая при всяком фиксированном 
у, очевидно, удовлетворяет условию 

Шо 2“ (2, У) = 

х=> 
при О < «<1—т. Этого достаточно для того, чтобы, согласно форму- 
ле (2) моей заметки (3), 


сэ 


_ \ Яр (х—а4) п а (у-ак) ь 
Р(у= У ра = (у—ак) бр (ак ”. 


К=-со 


вследствие равномерной сходимости (14), во всякой ограниченной области 
переменной х, не содержащей ак, переходя к пределу при у->%, 
получаем 


[97$] 


ое еее С) из 


К= —сэ 


* Эта теорема распространяется аналогичным образом на интерполяционную 
формулу (12), а также на всякую формулу 


со 


@раа (=) = х ан На (*—ак) } (ак), 


=—72 


где Но (х) —любая целая функция степени 4 <р1, подчиненная условию Но (0) =1 
{в случае ее абсолютной сходимости). 


С. Н. БЕРНПИЕГЕЙН 


ЛЕММА 3. Если Сура (1) представлена выражением (7), где 


К 
м =М >> 1— целое число, и |" Фри (>) 4 по 
| @ ен = о в (—-<<5«оо) 
р | . Е Е = 2МЬ—1 . 
2м м И 
(15) 
причем значение Гу достигается при дх-== —э\› когда 
К 
а 
би) = ЕЕ 
Действительно, в каждой точке х 
2 мва(+-”) 
| Ср ла (2) |< | п р.2 | х печ = (16) 
кт №9? (+7 


Положим &=^М-р (\, О«р< М — целые числа) и применим (7), по- 
лагая 


Ге: И Ек^ 


дона ("= (1). 
Тогда 


©5 М-1( 


— 8% ЯП (ак-дт- #*) 
Ср. Ч (2) = ху п р. т 5 > е р == 
д=-со р=0 (ае-А"-Ё =) 
я О 
ху т р. 


р > еетты) А»). 


№-1 
$1 : 
р к У яп (2 к) у - . 
6=0 веь(а=- м = ) 
х-—1 
__ 11 рах И 


т. е., полагая (%=2, 


—1 
$10 № 
Ср. +а (1) = была (= Е: 


2 а =.) =. 


Сопоставляя (16) и (17), мы видим, что наибольшие значения 

| Сру-а (2)| осуществляются построенной нами функцией (18) в точках х 
ом 

где яп (2 № ) имеет одинаковые знаки при р=0, 1 


когда й*— > 


„МА, т. е. 
м 


Йк (® — любое целое число); тригонометрический по- 
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5 
лином Сола (=) порядка №—1 имеет период п при М№ нечетном и, 


принимая значение 1 = (—1)\-! в точках п И т, достигает абсо- 


лютного максимума Г. (со знаком +) в середине х (1—5 этого про- 


> Ра 
межутка*; в случае № четного Ср. (=) имеет период 2м и достигает 
А 
Л 
абсолютного минимума — [у в точкех (1 — м и максимума -|- ув точ- 


ке— о Таким образом, функция Ср, + (2), осуществляющая абсолютный 
максимум Гл при любом целом М, оказывается функцией степени 
р=р,— 94; отсюда следует 

ТЕОРЕМА 4. Если функция С} (х) степени р <р:(1 к) = удовле- 
творяет неравенствам |С’ (ах)| < 1 во всех точках бесконечной по- 
следовательности; ак (— << <«о), где ак — ак = а ‚ то 

[Ср (2)|<Еу=ёь (2-®<5<«о; М1). (15 515) 
Кроме того, имеет место 
ТЕОРЕМА 5. Какова бы ни была функция Сру(т) степени 


1 кк 
< р. -+49=р, (1 + м ) › принимающая в точках ак = >. Значения 


1 
Ста (57) =(— 1) при К четном 
и 
Орра (5) =(—1)*+1 при К нечетном, 


где }. = [| ‚ найдутся точки т(— © < то), где** 
й 
| Срача (2) |[> Гу-—— (М> 1— 4елое). 
№Мэт 2м 
Действительно, если Сь.а(2) дана интерполяционной формулой (7), 
т. е. формулой (17), то 


24№М—1 . 
С аа (Ар * ) = См (/)— целые***). 
Самая общая ограниченная функция степени р, +4, принимающая 
Ёп 
те же значения в точках ах = Е 


О (2) = Срча (=) + ип ря + А. (2), 


где А. (1) — ограниченная функция степени < 4, 


равна 


* При М четном (—4)°=(—1)*-2М = (—4)^; при № нечетном (= (—1)^-^. 
= 5 = 4У5+14 
—- 1=У2, в=з, Га = ИУ2+Уз, в ? 
ИУ? 2 
чету Ту; 108 М. 


: й 
+** В случае № = т нечетного всегда-+ , в случае М четного —со знаком ( — 1)”. 
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Но если '6'.,(2)|<М, то при всяком т 


ны вз ( 24°") = бы У .® 2+") < <М. 


Таким образом, полагая т-—>о2, мы превращаем А. (5) в периоди- 


2 * 
ческую функцию с периодом >. (не повышая зир | Си, , (2) | 
Ад (5) = а, + а, созах- 6, 11 45, 


и наименее уклоняющаяся от нуля функция С +а(2) представляется 
(42 =2) в виде 


В И . 
6.44 (2) = с, (= )= р — а. а, созё + 6, зт | 


ы 
в= оз (+ -") 


(19) 
М—1 
Полагая и имеем 
а шМу х 1 
—_ 8 $; чп Му 
р=0 10 ЕВ К= 3811 (у+м) 
при М =2$--1 нечетном и 
м м й 
т № 1 — Г луз 603 Му 
м Е, м 2—1 (24) 
гтозв (#-№) КЕ 8-1 81 | У ом ® 


при М=25 четном. В обоих случаях функция под знаком У! нечетная 
по у, поэтому должна быть нечетной и функция 


а. а, соз (у —_ = +6, ча (ут “= ) = эту. 


Следовательно, наименьшее значение М = тр | ее +а(2)| получим, 


5 +у 
выбирая 6 так, чтобы при М№=2$5--1 уклонение и Е 
ЗЕ 


а (2) =(—1) “м | > (==) --6 т и . (22) 
К 


а при №М=25 уклонение 


„ с 05 М 1 : "| 
Сие: м О У Е А __ (23) 
К=- 3-1 810 (у ом ") 


было наименьшим. 


Функции (20) и (21) принимают в точках == и у = 
лютные значения 


м И а 
32 КТ ‚ Ми=Ги—2 том > 0 
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и > 0 при Л > 2) с противоположными зваками. Поэтому 


ее а м) = 15+, авы (1+5) )]=М»+ № оз * 


и для того, чтобы | С* (2)| в этих двух точках был наименьшим, нужно 
определить 6 по условию 


> (1—0 и) = Мм— Гм. 


и, тем более, 


Следовательно, 


Пл 
4 
М =зр| С... (2)|> о 
ох: 
Примечание. Неравенство (24) тем точнее, чем больше №. Толь- 
ко при № >> 3 оно дает нижнюю границу > 1 для М, между тем как, 


(24) 


очевидно, М> 1, так как, по условию, а (>) 
1 


=4. Таким обра- 
зом, из неравенства (24) видно, что М =1 невозможно при М№М>3. 
Легко проверить непосредственным построением, что М =1 при М№М=2 
и при М=3. 

Для упрощения письма мы можем положить 4=1, р, = М. В случае 
№ = 3 тригонометрический полином (22) 4-го порядка С} (5х) имеет вид 


(.0)=с. (=)= —1, 6.(: = -с ‹(®)=1) 


сз я. они, 
3 


эту |; 
51 о = | 
8 „‚ Кю. 

полагая $ = —-; для того, чтобы производные С. (=) =0, получаем 
6; (у+т)=з—ч (2008240845), |6:()1<1. — (5) 

Аналогично, для М=2 (23) 
6; (8) =6;(у++1 )-" У? [Ззтуеш ЗУ, 161154. (26) 

Таким образом, о. полином 2-го порядка 

5, (2) = [3 — 8008 2—4 00524] (25 53) 


2 
достигает абсолютного экстремума 1 в точках: 0, 5,5, (2=) с по- 
5 сх 
следовательными знаками — ,--,—, (—) (в точке 5 есть относительный 
7 
максимум +), а 


53 (1) = ы [3 (911 5 — 03 2) — (#11 32 - с08 34)] (26 Ъ13) 


п 
достигает экстремума 1 в точках: 0, в, (2=) с последователь- 
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З® - 
ными знаками: —,-+,-+,—,(—) ( в точках ти ; имеются соответ- 
в 
ственно относительные м и максимум — 7 


$ 5. ТЕОРЕМА 6. Какова бы ни была а 1(5), заданная 


своими значениями } (7) (Е =0, = 1,=2,...), погрешность 
1 


Рра+а (7 (+)) — пр 7 (2) —Сраа (т) | 


при ее приближении интерполяционной функцией Су..а(х) степени 
<р.- 49, определяемой формулой (Т), удовлетворяет (в случае сходи- 
мости*) неравенству 


рра-а (1 (2)) < (Ем 1) Ар, -«} (2), (27) 
где М = [** | и А’}(1) означает наилучшее приближение }(1) при по- 


мощи функций степени р. 
В самом деле, пусть 


|1 (2) — Сра-а (2) [< Ар (=), 


так что, в частности, 


бы" < Аь-« о. 


Тогда, вследствие теоремы 3 и леммы 3, 
|1 (2) —Срала (2) [< |} (®) =бы- (2) |+ |Срь-а (2) — Си+а (#) |< 
< Ар, -«] (2) + 2х ра О (бы (=) = 
= Ар, -о1 (9) + в0р_ б,-«(" )— 1(:")< 
<Им + Ч Ар, -ч[(2). (27 Ъ15) 


Следствие 3. Существуют функции }(х), для которых в (27) 
имеет место равенство. 

Действительно, полагая для определенности № нечетным и 9=1 
(р, =М), построим периодическую функцию }(х), принимающую значе- 
Ат ь > 
ния } (=) —=0, для которой наименее уклоняющейся функцией степеви 

1. 
№—14 является 


М-—1 
зп № х 


Е 
6=0 51п В: 


* Для абсолютной сходимости (7) достаточно, чтобы существовало такое 
кк МЕ 

ей 1+1] 
Ру 


Поё | «| +2]° 
5.) 
2 


формулу (7) следует заменить формулой (12). Соответству- 
ющая функция Н. (х) в интерполяционной формуле, указанной в сноске на стр. 427, 


О (Фе 


число а > 1, что В случае более быстрого алгебраическо- 


го возрастания 


К 
может быть подобрана также и в том случае, когда #(") растет не быстрее 
1 


функции нулевого рода. 
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так что Ам_!}(2)=1; для этого достаточно, чтобы |} (2) — См_1 (2) | <1 
и, например, внутри промежутка (7 к, <) была точка & = И т, 

где ] (2) =Су_, (®—1, так как тогда в последовательности 2М№ точек 
(5 но "= 1 о. 2) периода 2= разность {(2)— См-1(1) дости- 


гает + 1 ® последовательно противоположными знаками. Если мы поло- 


жим еще 
ее 1 ху бы-1 (ях й хуи =Еы +4, 


то в этой точке все неравенства в (27 1$) превращаются в равенство, 

& Кю К 

так как См! (2) =0 ( вследотвие } (ак) =0, и 
1 


Следствие 4. Если рост значений А (7 )при >00 произво- 
1 


лен (так что формула (Т) и ее обобщения неприменимы), все же 
* 

существуют интерполяционные Функции С',.(2) степени р. 4, 

удовлетворающие условиям 


+ Е кт 
ИЕ 
для которых неравенство (27) остается в силе (таким образом, 


бра { (2) = со лишь тогда, когда Ар. -ч| (1) = со). 
Действительно, определим по формуле (7) функцию РГ». +. (5) степени 


К 
р.+9, принимающую в точках — значения 


ни) - а, (=) 


где С‚_а(2)— функция степени р,—4, наименее уклоняющаяся от 
1(х). Тогда, полагая 


рафа (2) = Рр+а (2) + Ср. (2), 


в) 1), 


и прьведенвое выше рассуждение полностью применимо к } (1) — Ср.+а (1). 
$ 6. Из формулы 


7 ВИО Р1 ее ты 
Ср (1) = № 1 й ) (28) 
К=-со 2} (+— ЕЯ 
которая соответствует М =1 (т. е. 4=р, в а видно, что в этом 


случае из |1 е— |<1 следует | Сэр, (1) |<1(—<©< <&< о). * 


имеем 


* Функция Ср, (х) степени 2р, определяется однозначно дополнительным 


кк 
условием: бр (>) = 0. 
1 26 


2 Известия АН, серия математическая, № 5 
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Прамечание на стр. 431 может навести на предположение о суще- 


К 
ствовании при любых значениях } =) (|1 (=) |<!) таких интер- 
ф , 1 


4 
поляционных функций Сзь, (2) (№ = 2) (и даже Су, (1) степени Е (№М=3)), 
оо РЕ 
что | Сэр, (1) | <1 и | Ср, (1)|<1. Однако нетрудно показать, что это 

22 93: 
неверно. А именно, имеет место следующая 
ЛЕММА 4. Если г =М >14, Срна (==) =е)х И, в, 58, [ЕЁ 
1 


(той 2р,), причем |=„\=4, то существуют такие чередования знака вк, 
для которых все функции Сура (2) степени р, 49 таковы, что 


зир |Срача (2) | > 1. 
—с5<х<с> 
Действительно, по предположению, можно указать такое целое 
п 
число п, что № о а Применяя замечание, сделанное при доказатель- 


стве теоремы 5, мы видим, что из существования функции Ср. (1) 
степени р, |4, для которой зир | Ср, +а (1) | <1, вытекало бы, что тем же 
свойством обладает и периодическая функция 65р.-. (5), принимающая 


; Кт 
те же значения 9+4 (= с периодом 2*; достаточно поэтому 
1 


показать, что существуют =, = + 1, для которых невозможен тригоно- 
метрический полином 5„,.(2) (94 <пр—1) порядка п-+4, достигающий 


абсолютного максимума 1 в 2п точках = (К=0,4,...,2п—1). Но из 


’ К 
этого требования следует, что производная бич (2)=0 при х=-_, 


так что 


би (= в из < Г (в) = 


. а 
= азтих-- У 6, [зп (п-+ А. 2+ 9,) + зт (п. 5—5), 


К=1 


где Та (2) — тригонометрический полином порядка 4 и а, 6, ф, — некото- 
рые постоянные. 
Интегрируя, находим 


ь ея 
пла (2) =С— = 008 иг — У, А. и к 
К=1 


Кт е > 
Требуя, чтобы 5„.а —- ) ==, мы получим 2п линейных уравнений 


с 2(4-1) неизвестными (а, бк, с), которые не могут быть совместны при 
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всевозможных значениях з„ = 1, если 4 «пр— 1*, что и требовалось 
доказать. 


Значения Су=а, =з1р | С, (1)|, полученные выше при условии, что 
к М 
Ср = =, = а > 1, были связаны с предположением, что 
ы 1 =_= 
С › (=) — вещественная функция. Предположим теперь, что 
: . 
СЪ (7) =» (® +1, (2) 
— любая комплексная функция степени р, и обозначим 


8 = 3р |6»(7)|, 
—<<х<«х 


К® 
полагая, что | бы (=") |< 1. В таком случае имеем также | (= "| <1 


Кк 
ь |4 (|< ее 


сэ 


* М 
довательно, во всяком случае имеем неравенство (= ЕЕ. =) 


< 5ь И2, (29) 
на уточнении которого мы здесь останавливаться не будем, но обратим 
лишь внимание на вытекающее отсюда принципиально важное следствие 
для вещественных неотрицательных функций С,(1)>0, удовлетво- 


ряющих условию 
[Сь (1) |< Н (2), (3) 


где Н (х) — целая функция нулевого рода. 
Как показано в моей заметке (*), при соблюдении условия (3) функ- 
ция С,(2)>0 степени р допускает представление ** 


* В случае а=пр—1 соответствующие уравнения всегда совместны и приво- 
дят к известной формуле Таскзоп’а, которая соответствует (28) при замене х 
на 2 ип-ь ©. 

п 

** В упомянутой заметке (“) на Н (х) было наложено дополнительное ограни- 
чение, что Н (х) — четная функция с неотрицательными коэффициентами. Однако 
это ограничение не является существенным, так как если существует какая-нибудь 
функция нулевого рода Н (х) > 0 такая, что | С» (х) | < Н (х), то всегда найдется 
такая функция Н.(х) нулевого рода, удовлетворяющая вышеуказанным дополни- 
тельным условиям, что Н (2) < Но(х) при всех х (— со < х < 09). Действительно, 
во-первых, вместо Н (х) можем взять 

Н (=) =Н (<) +121 (Ни (> Н()). 
В таком случае четная функция нулевого рода 
Н, (х)  Н,(—=)> Н, (®) > Н (<). 


На (®) . Н!(-®=е |] ( = 


й=1 


Поэтому четная функция нулевого рода с неотрицательными коэффициентами 


нио=« И (1+) > но 
8-1 


Таким образом, при исследовании свойств функций, удовлетворяющих условию (3), 
которому посвящено нижеследующее Добавление, мы моглибы в случае надобности, 
9% 


Но (> 1 
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С, (2) = 5 (2) ыы р (2) =| $р (2) ЕН Ир (2) р, (30) 


где р (2) и а функции степени > с 
ТЕОРЕМА. 7. Если С,›(2)>0 степени 2р удовлетворяет (3) 
и С.р и) <, то при всех т 


НА (в=л-я> ьЕ (31) 
Ки 2 кп 
Действительно, из 5р (=) - "- р ) <1 следует 


ыы 5 (ве 


откуда, в силу (29), 
[5р (2) + И (2) |< 8» И2 
и, следовательно, 
| Ср (2)1<28ы (—©®<1< о). 

Таким образом, рост функции С,, (1) Е (3) в случае ограниченности ее 
роста снизу оказывается ограниченным и сверху при решетке из тех же 
равноотстоящих узлов, когда степень ее вдвое выше (2р вместо р). 

Вопрос о достижимости правой части неравенства (34) в общем случае 
мы рассматривать не будем, отметим лишь случай, когда р = 2. В этом слу- 
чае, как было показано, /[,, == &, = | 22 и, следовательно; согласно теореме б, 


при С,» (=) <1 (С,› (2) > 0) неравенство (31) дает С,, (1) <4 (или, что то 
же самое, если С,(1)Е (3) степени р (С, (х)>0) и С, (=) <1; то 


С (2) < 4). Можно показать, что точная верхняя граница в данном 
случае равна 2, т. е. еще вдвое меньше, и достигается функцией 
С, (12) =1 + ш рх, между тем при тех же условиях, но без ограниче- 
ния С,(1)>0, никакой верхней границы не существует. 

$ 7. Отмеченное только что свойство функций С, (1) > 0 тесно связано 
со свойством «интерференции» любых функций конечной степени, под- 


х) 
чиненных условию Ит о 
4х =со 


ЛЕММА «ИНТЕРФЕРЕНЦИИ». Если 250 при т= + о 

и |6, (**)|<1 при всех целых К=0, +1, +2,..., то при любом х 
(2-2 <5<о) 

Несрчес-рЕ в 


как это сделано в упомянутой, заметке, ввести без ущерба для общности выводов 
даже более специальное предположение, что все корни Н (х) лежат на мни- 
мой оси. Кроме того, нетрудно видеть, что условие (3) равноценно условию 


| бь (=) <УИН@®)=|8(®) + # (=) |, 


где $ (х) -- И (х) — любая четная комплексная целая функция нулевого рода. 
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ЙЩ—выБ  ®—Ж6ШШБ вн ккдкдкдкдкдк—дкдц кд ——_——_—оо—_ 


при этом знак равенства осуществляется для 


Ср (5) =5, (5) = я — 208 рх (33) 
Кк а 
(5»(*)=(-5%Н при &=0, $, (0)=1), 
4 м ® 
серн с-рнее в 
В 


я 4 
достигает верхней грани — при х=0. 


=: з ‚_ @р(х) _ 0 
Действительно, мы знаем (*), что благодаря условию Нт =_= 
=х=со ;: 


> 


ен ПОЕМ 
== 
$1 рх 


+65 (0) 


с 


где »’ распространяется на все целые К=0. В таком случае 
К=+1 


(о,бт)-ль емо) 
с, (+5) 


= бо | орд я ° = | +В ее ро 


рх += К! ат 


Фата) 


ой арх У (—1^ м +н|-8 0$ рх, 
р 


и К=-1 Е 


поэтому, складывая почленно и включая первое слагаемое в сумму >. 
имеем 
т т 
6, (2+ )+6,(=-в)= 


сэ 


1 1 


К=— © 


(35) 


Пусть (к. )= р (в,+>) п, т.е. рл, =Ёж-6, |8 | <; тогда 


[6 (+) +6» (+в) 


< 


Л 


1 
Л Л 
=е-Р: #20+р: 


< |608 рз.| У |А»| 


=-—< 
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Ко—1 
> Е ее" ВЕС :) Ё 
=-—< © 9 и у 
+ у ГА, | 


Л и 
К=Ко-1 | п — Рхо (*+>) т == к 


Е о "(а ты < 
ке 
«мены [ке 
„= 


м еее 
О Е 
ны О Е 
"орет ие 
И 
кб. 


2т со 
= | с0$ рх, | о 


= ь 
орк № о 


причем знак равенства осуществим, когда Ак=1и А, =(— 1)К-Ю+1 


(к =^,). Утверждение леммы, таким образом, доказано * , так как 
2 с0$ 6 == 

максимум функции = достигается при 8 =0. 
18а 
4 


Следствие 5. При тех же условиях 


6, (=«+-")- С ‚(|< 


Достаточно заметить, что 


ев] 
ват (в(енрче Еее 


Применяя тот же прием, можно было бы получить точную верхнюю 


грань 


2 15 
ъ (2+ =) — С, (2) ‚ которая во всяком случае <. 
Нетрудно видеть, что из леммы «интерференции» вытекает (при 


С, (х 
более узком условии - о) отмеченное выше свойство нестрица- 


* Для тригонометрических полиномов эта лемма была доказана в статье (5). 
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тельных функций С, (1) 6 (3). Действительно, если С,(т)>0 


же, (1) <1, то, применяя неравенство (32) к 2С,(5)—1, получим 
т п 4 
(+, +6, (#5 )-1<, 


б, (1)<1+- (20 <5<о), 


откуда 


которое лучше неравенства (31), дающего 4 при в=2, но все же не 
дает вышеупомянутой точной грани 2. 


ТЕОРЕМА 8. Если значения (=) произвольной функции | (2) огра- 


ничены и А›—ее наилучшее приближение при помощи функции сте- 
пени р, то 


воине) Сре 
< [1+] 4», (36) 
где 
С, (в) = ОР -ьят ра У (81 [еее |. (7 
К=-1 


В самом деле, применяя (32) к С, (1)—С, (2), где функция С, (1) 
степени р, наименее уклоняющаяся от }(5), может быть представлена 
в виде 


6, ®=6, (0+ 


ныне уси) наро 


К=-1 


получим 


Неер -в(нруне,<-Б)-6 (+ 


и, соединяя это неравенство с неравенством 


Нисон -ае-Е)5 


находим требуемое. 
Замечахм, что 


т ОЛ 
=-- 608 ра у Г и т -. ЕЕ . 


=-— со 
мы видим, что замена интерполяционной формулы (37) интерполяцион- 
ной формулой (38) дает равномерное приближение на всей оси для 


‚ (38) 
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всякой равномерно непрерывной функции }(1): а именно, полагая 
= вор |1 (2+2 )-+/(2—=2)-2/(2)| (== <#< о), 
имеем, вследствие (36), 
п» = вор |1 (2) — Н» (2) |< А+, < (1+) 4,+% = (39) 


причем, в частности, очевидно, 


< (11); 55) = зар |1 (= — (а). 


ати 
= р 


Не останавливаясь подробнее на неравенстве (39), отмечу лишь, что 


всегда р» = О(®р) и что р,„=0(А,) (при р-—> оо), если — = О(А,) для 


т 
некоторого т < 2. 
Добавление 
Приводимые ниже свойства функций С (2) Е (3) вытекают из общих 
теорем классической теории целых функций, но поскольку некоторые 
из них, повидимому, не были до сих пор формулированы, я счел по- 
лезным вывести нужные для данного исследования предложения. 
ЛЕММА 1. Если С, (1) есть вещественная целая функция степени р 
(т. е. На |2" 108 [С (2) =рР), удовлетворяющая условию 


|2 | = со 


|С›(2)]<Н (2) (2©< <), (3) 
где Н (х)— какая-нибудь целая функция нулевого рода, то 
Пл г-1 108 | С» (те=!?)| = р | т Ф|. (1) 
ТГ=сх 


(Иначе говоря, индикаторной диаграммой Полиа функции С, (т) 
является двойной отрезок мнимой оси (— р, + р).) 

Действительно, индикаторная диаграмма С, (2) приводится к двой- 
ному отрезку мнимой оси вследствие условия (3), из которого сле- 
дует, что 


о х' 108 | С} (х)| =0. 

_И так как С, (2) — степени р, необходимо, чтобы наиболее удаленный 
от 0 конец этого отрезка был на расстоянии р. Принимая же во вни- 
мание вещественность С,(2) (при вещественном 2), заключаем, что 
диаграммой служит отрезок (— р, 11), т. е. при всех ф имеет 
место (1). 

Следствие 1. Если С,(х) Е (3) — любая комплексная функция 
степени р, удовлетворяющая (3), то всегда найдется (одно) вещест- 
венное число &, для которого степень С, (т) е°*, равная р=р—|а|, 
будет наи меньшей. 

Действительно, индикаторной диаграммой С, (5х) служит отрезок 
мнимой оси, длина которого 2р, <2р, причем наиболее удаленный от 0 
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из его концов находится на расстоянии рот 0; при умножении С, (4) 
на е?х диаграмма смещается на величину—@, поэтому наименьшая 
возможная степень С, (2) е!“=* есть р, и достигается она смещением 
отрезка вниз или вверх на величину || =р— р., при котором середина 
отрезка окажется в 0. 

Функцию С, (7) называем канонической, если отрезок, являющийся 
ее диаграммой, есть (—1р, #р), в противном случае называем ее 
неканонической. В дальнейшем мы будем иметь дело с кавоническими 
комплексными функциями, поэтому мы обычно будем опускать этот 
термин, особо отмечая, если встретятся случаи рассмотрения неканони- 
ческих функций. 

Следствие 2. Всякая каноническая функция С, (5) Е (3) конечной 
степени р>0 имеет а. множество корней а’, и ряд 


сэ 


о Га о о брЖыкАЕ ряд и -сходится при любом з >> 0. 
п 
в = т" 


Следствие 3. Если С,(2) Е ($) —степени р и С. (<) Е (8) — сте- 
пени 4, то С, (1): С. (1) =С,.а (1) — степени р-+4. 
ЛЕММА 2. Если С (1) =С, (1): С.(<), где С, (1) и С. (х) соответ- 


ственно степени ри 4, и угола=ф,— $, < т между направлениями, 
где 


Вю |2 [7108 | Ср (2) = 


2 = 5 


ав |. 
#| = 


то С (х) есть функция степени |, где 
р+9>%> У РЕ 9+2 р4соза. (2) 


Действительно, неравенство 
В = т па |2? [108 | С, (2) + 108 | С (2) > рс08зФ- 9 603 (а— $) 


имеет место при любом ф; обращая правую часть в максимум, полу- 
чаем (2). 

Следствие 4. Если С, (1) Е (3)—степени р и С. (1) — любая функ- 
ция степени 4, то С(1)=С, (1) С. (1) есть функция степени 
й> ИР*+7Т. 


т 
Утверждение вытекает из (2), где а<-, так как 


Бту 1108 | С, (+ {)|=Р 


= 


ЛЕММА 3. Если а, (|а,|<|а„.,|)—корни целой функции С, (1) 6 (3) 


степени р, то Пт Чи _ и 
п=со П 25. 
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Для доказательства воспользуемся формулой Иенсена: 
2 


==} 10816, (а, 8) | 48 (3) 


0 


а” 


10° 


та. @п 


(полагая для определенности С, (0) =1). Благодаря известным неравен- 
ствам Н. И. Ахиезера (?), мы можем, вследствие (3), при любом = > 0 
взять |а„|> В достаточно большим, чтобы 

| Ср а Е’) — е!ав| (р з1а [9+ =). 
Следовательно, 


ж 


и < | (рыше+:) в 14| (12+). — (4) 


14142 ..- ат | 


Пусть, кроме того, число п выбрано так, что 

(А®п > |@, | > (А—з)п 
и притом достаточно большим, чтобы 

| аа, --- а, |<т! (А+е). 
Таким образом, из (4) получаем 

ов", (4=5) <(+:) (+ :) 

откуда, по формуле Стирлинга, переходя к пределу при п-—>о 
и=—>0, получаем* А>.- ь 


р 
ЛЕММА 4. Если ал (ак алк=0, |а,|<а,.:)—данная последова- 


тельность, у которой 


з 


—=0о 


то целая четная (или нечетная) функция 
сэ 
хз 
С (х)=5* П (4-= 
в =1 


® 
есть функция степени р< 


ЗА * 
Действительно, при любом ^Х > 0 
п? 


60515 = П (1 + ты те е (е^х {- е-^*) 
п=1 


ость функция степени ^; поэтому, полагая 


вое Пе | 


2 
@5к 
* При отсутствии условия (3) мы получили бы более слабое неравенство 


м 
ЖЕ. 
т. 


ЦЕЛЫЕ ФУНКЦИИ КОНЕЧНОЙ СТЕПЕНИ 443 
где для любого => 0 | 42к| > (2А-—$)Ё (Ё>®,), и замечая, что 


=. и 
| (2) < И и) 


имеем 


7 


и НШ ы 
< Па) хай (ве) 
К=1 


5 
@2к 
где х сколь угодно мало при |2| достаточно большом. 
Следствие 5. Если корни а, целой функции С, (2) Е (3) степени 
. а ОН (и. 57 
р таковы, что Пт А, Би" — 4 ‚ то 


т 


к 
аа. (5) 


Левая часть неравенства (5) представляет повторение леммы 3; для 
доказательства правой его части строим функцию 


С.р (1) =С,(1) С, (— 1), 


степень которой равна 2р, в силу следствия 3, имеющую корнями 
6. =а,, 6, = — аи. Но, вследствие леммы 4, 


где 


Следствие 6. Если корни а, действительной (т. е. а’ действи- 
тельны или попарно сопряжены) целой функции первого порядка в (х) Е (3) 


(т. е. Бо | 2 |-?108 | 6 (2)|=0 при любом р > 1) удовлетворяют условию 
[#|=оо 
Ши = 4>0, 


то в (5) — конечной степени и степень ее Ре. я 
Действительно, согласно лемме 4, в (2). 8 (— =) = б>, (2) Е (3) — ко- 


нечной степени 2 <Я ‚ причем 
Пал Под | (тебе) 108 [в (пе | «р; 
тер 
поэтому, если бы для некоторого ф, например, 0 < ф<т, 
Ш г * [Под [в (ге!?)|] = со, 
то = 


Бир гов | (те-1 (+) = — со. 


Благодаря (3) те же равенства имели бы место при всех $ (0 <ф<п. 
Но это противоречит вещественности функции в (21), вследствие 


1ов |8 ("| = 108 [8 (—1")|. 
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Следствие 7. Если корни а, вещественной (или канонической) функ- 
ции в (5) Е (3) первого рода таковы, что йт =. = А, то 2(5) есть 
п®=со 


я степени р=> 
функция степ ир=5д- 


Мы до сих пор не вводили в рассмотрение аргументы корней 
ак= | ак|  е!?*. Не останавливаясь здесь на этом вопросе, отметим лишь 
следующее простое предложевие, вытекающее из предыдущего. 

Следствие 8. Если С (х) Е (3) — функция первого рода, имеющая 
корни а„, то четная функция С* (5), имеющая корнями - |а„|, также 
Удовлетворяет условию (3). 

Действительно, 


б (2) = е*+е МЫ с", 


поэтому 


Се о! п - 


также удовлетворяет (3) и тем о принимая во внимание, что 


=> = 


х? 
а2 
аз 


(при действительных г), 


г-1(-#) 


также удовлетворяет (3). 


Поступило 
12.\1. 1948 


ЛИТЕРАТУРА 


Бернштейн С. Н., О наилучшем приближении функций на всей вещественной 
оси при помощи целых функций данной степени. 1, Доклады Ак. Наук СССР, 
54, №5 (1946), 327—330. 

Бернштейн С. Н., О наилучшем приближении функций на всей вещественной 
оси при помощи целых функций конечной степени. Ш, Доклады Ак. Наук СССР, 
52, №7 (1946), 565—568. 

Бернштейн С. Н., О наилучшем приближении функций на всей вещественной 
оси при помощи целых функций конечной степени. ГУ, Доклады Ак. Наук СССР, 
54, №2 (4946), 103—108. 

Бернштейн С. Н., О приближении функции на всей вещественной оси при 
помощи целых Функций данной степени. У, Доклады Ак. Наук СССР, 54, № 6 
(1946), 479—482. 

Бернштейн С. Н., О тригонометрическом интерполировании по способу наи- 
меньших квадратов, Доклады Ак. Наук СССР, 4, № 1—2, (1934), 1—5. 

Вегпз&е1т Ъ., Баг мое с]аззе 4е {огиез 4’1т4егро]а оп, ИАН, ОМЕН (1931), 
4154—1164. 

Ахиезер Н. И., О некоторых свойствах целых трансцендентных функций 
экспоненциального типа, Изв. Ак. Наук СССР, серия матем., 10 (1946), 411—428. 


> 


я 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 


12 (1948), 445—480 


И. М. ГЕЛЬФАНД и М. А. НАЙМАРК 


НОРМИРОВАННЫЕ КОЛЬЦА С ИНВОЛЮЦИЕЙ 
И ИХ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В статье рассматриваются (вообще некоммутативные) кольца, 
в которых аксиоматически введена операция инволюции ( х-опера- 
ция). При помощи положительных функционалов изучаются представ- 
ления таких колец операторами в гильбертовом пространстве. Полу- 
ченные результаты применяются к теории представлений локально 
бикомпактных групп. 


Теория коммутативных нормированных колец, изложенная в статьях 
(1) и (5), оказалась удобным аппаратом при решении различных вопросов 
анализа. Она также с успехом была применена в теории коммута- 
тивных топологических групп. 

Для применения аналогичных методов к некоммутативным группам 
оказалось необходимым разработать теорию некоммутативных нормиро- 
ванных колец. 

Так как в групповом кольце можно естественным образом ввести 
операцию инволюции, то в первую очередь возникла задача рассмотре- 
ния колец, в которых задана операция инволюции ( *-операция). 

Один класс таких колец (так называемых *-колец) был рассмотрен 
авторами в статье (*). При этом оказалось, что в теории колец с инво- 
люцией важную роль играют положительные функционалы, т. е. 
функционалы, удовлетворяющие условию }(5" 2) > 0. 

Положительные функционалы на групповом кольце и связанные 
с ними положительно определенные функции на группе были применены 
И. М. Гельфандом и Д. А. Райковым в (*) при доказательстве сущест- 
вования и полноты системы неприводимых представлений локально 
бикомпактной группы. 

Настоящая статья посвящена общей теории колец с инволюцией 
и их представлений в связи с теорией положительных функционалов. 

Некоторые методы, здесь изложенные, особенно в $5, являются 
по существу, перенесением на случай произвольного кольца с инволю- 


цией методов статьи (“)*. 


* Д. А. Райкову, прочитавшему статью и сделавшему ряд ценных критиче- 
ских замечаний, мы выражаем здесь свою благодарность. 
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$ 1. Кольца е инволюцией и их предетавления 


Совокупность А элементов х,у,... называется нормированным 
кольцом, если: 


1°. А является кольцом, т. е. введены операции сложения и умно- 
жения, удовлетворяющие обычным алгебраическим условиям. Мы пред- 
положим также, что в А есть единица е. 


2°. ВН есть линейное векторное пространство с умножением на комлекс- 


ные числа, перестановочным с операцией умножения элементов 
в кольце А. 


3°. ВЕ введена норма, т. е. каждому элементу ЕД поставлено 
в соответствие число | | так, что при этом 


|2--у| < 2|-+|у], |29|<[2].-|91, 
|2|>0 
и равно нулю лишь при 5=0, 
1^А2|=|^1|=1|, |е|=4. 
4°. Кольцо полно, т. е. из 


Вт [1,—2.|=0 


следуют существование 5 такого, что 


Пш |1,—2|=0. 

По 
Определение 1. Нормированное кольцо А называется кольцом 
°с инволюцией, если в нем введена операция, ставящая в соответствие 


каждому элементу х элемент 12° так, что при этом выполнены следу- 
ющие условия: 


а) (\2+ ву)" = Ад" ву", 


Бетта: 
с) (2у)‘=у’х”, 
4) [2'|=|2|. 


В дальнейшем мы будем рассматривать только кольца с инволюцией 
и не будем это каждый раз оговаривать. 

Элемент х называется эрмитовским, если 5” =х. 

Всякий элемент х можно представить в виде х=а1, +2т,, где 
т,, х. — эрмитовские элементы. Действительно, достаточно положить 


ри 


Элемент 2°’х всегда эрмитовский, ибо 


(пе еле. 
В частности, так как е*=е”е, то е=е*”, т. е. е—эрмитовский элемент. 
Некоторые результаты этой статьи остаются справедливыми, если 


оставить лишь алгебраические из перечисленных аксиом, т. е. аксиомы 
1°, 25 иа), Ь, 6). 


НОРМИРОВАННЫЕ КОЛЬЦА С ИНВОЛЮЦИЕЙ &&7 


Тиличным примером колец с инволюцией является кольцо К всех 
ограниченных линейных операторов в гильбертовом пространстве. При 
этом под »+-операцией мы будем понимать операцию перехода от оператора 
к эрмитовски-сопряженному. 

В связи с этим естественно рассматривать гомоморфные отображе- 
вия кольца с инволюцией в кольцо К и притом гомоморфизмы, сохра- 
няющие +-операцию. Такое отображение мы будем называть пред- 
ставлением кольца. Иными словами, мы вводим следующее 

Определение 2. Будем говорить, что задано представление 
кольца В, если каждому элементу аЕВ поставлен в соответствие опе- 
ратор АЕК в гильбертовом пространстве $ (коротко мы это будем об- 
означать так: а—> А, либо А(а)) так, что при этом выполнены следу- 
ющие условия: 


1° если а>>А, 6 —>В, то а —> АВ и ла 6 —>ХА-+ьвВ; 
2° если а—> А, то а*-—>А*; 


39° е—> Е. 


Определение 3. Представление называется циклическим, если 
в пространстве существует вектор & такой, что векторы А, (А — опе- 
раторы, отвечающие элементам из ИА) всюду плотны в ®. Сам вектор & 
называется циклическим. 

Пусть заданы два представления, одно из которых ставит в соот- 
ветствие элементам а операторы А(а) в пространстве © и другое, ста- 
вящее в соответствие элементам а операторы А’ (а) в пространстве %°. 

Будем говорить, что эти представления эквивалентны, если между 
Я и 5’ можно установить такое унитарное соответствие, при котором 
оператору А (4) соответствует оператор А’ (а). 

Подпространство 9%, С ® называется инвариантным, если каждый 
вектор из 9, переводится всеми операторами А(а) снова в векторы 
из 9. 

Рассматривая все операторы представления только как операторы 
в 9., мы получим представление кольца А в пространстве %,. Это 
представление мы будем называть частью исходного представле- 
ния ®. 

Если $, инвариантно, то его ортогональное дополнение также 
инвариантно. Действительно, пусть & ортогонально к 9, те; $,4)=0 
для всех 1Е9,. Тогда 


(А (а), 1) = ($, А* (а) 1) =0, 


так как ©, инвариантно относительно операторов, являющихся обра. 
зами элементов из В, а А*(а) является образом элемента а“. 

Если нам задано представление кольца А в пространстве %, то 
пространство можно разложить в прямую сумму инвариантных под- 
пространств, в каждом из которых представление циклично. Действи- 
тельно, пусть & + О—какой-л ибо фиксированный вектор из $. Рас- 
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смотрим совокупность всех векторов А(а)ё, где а пробегает все В. 
Замыкание этого множества образует инвариантное подпространство ®, 
пространства 9, в котором представление циклично. Ортогональное до- 
полнение этого подпространства также инвариантно. В нем проделаем 
то же и т. д. Пользуясь трансфинитной индукцией, мы и произведем 
требуемое разложение. 

Определение 4. Представление называется неприводимым, если 
в 5 не существует подпространства, инвариантного относительно всех 
операторов А (а). 

Если представление неприводимо, то ясно, что всякий вектор & + 0 
будет циклическим. Очевидно, что обратное предложение также верно. 

ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы представление было неприводимым, 
необходимо и достаточно, чтобы всякий ограниченный оператор В, 
перестановочный с операторами А (а), был кратным единице. 

Доказательство необходимости. Пусть В перестановочен 
с А(а). Предположим сначала, что В — эрмитов. Тогда любая функция 
от В также перестановочна с А (а). В частности, Е (^) — проекционные 
операторы, дающие спектральное разложение В, также перестановочны 
с. А(а). Но это означает, что отвечающие им подпространства инва- 
риантны относительно А (а). Ввиду неприводимости представления, это 
значит, что каждое из этих подпространств либо нулевое, либо все 
пространство. 

Таким образом, Е (^) для каждого Х есть либо О либо Е. Так как 
(Е (^),Е,) монотонно растет с увеличением Х, то отсюда следует, что 
существует такое ^,, что при ^ > ^,, Е(\)=Е и при ^ <», Е(\)=0. 
Отсюда следует, что 


В= лав д) =», Е. 


о 


Если В — произвольный ограниченный оператор, то В* также переста- 
новочен со всеми А (а). Действительно, 


В* А (а) =(А* (а) В)* = (ВА* (а))" = А(а)В*. 


Поэтому эрмитовы операторы ых и ны кратны единице, а сле- 
2 2 “ 

_ довательно, и В кратен единице. 

Доказательство достаточности. Предположим противное, 
т. е. что представление приводимо. Тогда существует инвариантное 
подпространство &,, отличное от 0 и всего пространства. Обозначим 
отвечающий этому подпространству проекционный оператор через Е.. 
Тогда Ё, перестановочен со всеми А (а) (так как 9, инвариантно отно- 
сительно А (а)). 

Е; не кратно Ё, так как &, отлично от нуля и всего пространства. 
Мы прашли к противоречию, следовательно, теорема доказана. 
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$ 2. Положительные функциовалы и их связь е представлениями 
колец 


Определение 5. Положительным линейным функционалом на- 


зывается функция ](2), ставящая в соответствие каждому хЕВ ком- 
плексное число }(х) и такая, что: 


1° 102 - ву) = ^/ (2) + (9); 

2° }(15’х)>0 для любого х. 

Функция }(52) называется вещественным линейным функционалом, 
если: 

1° 10.2 + ру) = №] (2) + в} (у); 

2° }(х) непрерывна; 

3° }(х') =[(&) для всякого х. 

Очевидно, что если |(5) положительный функционал, то }(е)>0 
ибо е"е=е. 

Всякий непрерывный линейный функционал }(т) можно представить 
в виде |=], 2],, где }, и }, — вещественные функционалы. Для этого 
достаточно положить 


) 


Л 


(= (2) +7] и = - Га. 


Легко проверить, что }, и }, — вещественные линейные функционалы. 

Ниже мы покажем, что всякий положительный функционал является 
вещественным функционалом, а значит, и линейная комбинация поло- 
жительных функпионалов с вещественным коэффициентом есть веще- 
ственный линейный функционал. Обратное, вообще говоря, РН 
Позже мы приведем пример этого. 

В дальнейшем мы часто будем пользоваться следующим нера- 
венством: 

Пусть }(5)— положительный функционал. Тогда для любых хиу 
имеет место 


|7 (у* 2) < Т(У` У) 1 (2 2). (1) 


Доказательство этого неравенства в точности совпадает © обычным 
доказательством неравенства Шварца. 

ТЕОРЕМА 1. Всякий положительный функционал } есть веще- 
ственный функционал, удовлетворяющий неравенству 


[1 (2) [< 1 (е) 21. (2) 
Доказательство. Предположим сначала, что |1|<1 и что 


д’ =х. Положим 


з 1 О й 
уж (ея =е— 2-й...) 


этот ряд сходится, так как || <\1. В силу условия 9) на стр. 446, 
инволюция непрерывна; поэтому У’ =; кроме того, 


уу" =у=е— т, 
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что легко доказать возведением в квадрат степенного ряда. Поэтому 


Р(е— 2) =} (у у)>0, 
т.е. 1(2) вещественно и, кроме того, } (2) <} (е). 
Аналогично получаем }(1)> — | (е). 
Легко освободиться от требования |х|< 1. Мы получим тогда: если 
х’=, то (1) вещественно и 


|7 (=) [< 1 (е) |2 |. 


Отсюда следует, что для любого х }(1”) =}(т). Действительно, 


= (=) ни (=), 
=) и (=), 


(=== о р. (=== э в силу доказанного выше, вещественны. По- 


этому } (5) = } (=). Нам осталось показать, что } (5) — вепрерывная функ- 
ция от т. Для этого достаточно доказать неравенство (2) для любого 
ХЕР. Это неравенство уже нами доказано для эрмитовских элементов х, 
в частновти, для элементов вида 5”х. Таким образом, 
1(2* 1) <1 (9) |=" =|, 
следовательно, 
1(2` 2) <[(е) |= |. (3) 
С другой стороны, полагая в неравенстве (1) у=е, получаем 
|} (2) < 1 (е) 1 (2” 2), 
следовательно, в силу (3), 
|1 (2)? < 1 (е)* [зР. 
Тем самым неравенство (2) доказано для всех элементов ХЕД. 
Приведем теперь пример кольца и вещественного функционала 
в нем, не представимого как линейная комбинация положительных 
функционалов. 
Пусть кольцом А является совокупность комплексных функций 
1 (2), аналитических при |2| < 1 и непрерывных в круге |2|< 1. 
Мы положим ах |5 (2)|. Сумму и произведение определим как 
25 


сумму и произведение функций; х” определим равенством: г” (2) = 2 (2). 
В $6 будет показано, что всякий положительный функционал в этом 
кольце имеет вид 

- 


1(#) = \ 2(0 43 (4), 


= 


где с (1) — монотонная функция, заданная на отрезке (—41, +1) веще- 
ственной оси &. 


Рассмотрим теперь следующий вещественный функционал: 


у (5) ее (20) а (20) : 
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ЕЕ сан ааа ев конь саб 
где 2, —фиксированное невещественное число такое, что |2 |<1. Тогда, 
как нетрудно убедиться, не существует комплексной функции ограни- 
ченной вариации о, (1) такой, что 


зая 
х (20) х (20) _ 


: =} =(0) 4 (9. 
1 
В самом деле; предположим, что существует с, ({) такая, что 
+1 | 
х (5 х (5 
} = (0) =, (®) = "929 
1 
для любой функции, аналитической в единичном круге. 
#12 
Положим хп (2) =-—— и подетавим вместо (2). Тогда при п —> со 
левая часть равенства будет стремиться к нулю, а правая по модулю— 
к ©, ч. е. мы пришли к противоречию. Это значит, что },{5) не пред- 
ставим как линейная комбинация положительных функционалов. 
Каждое представление кольца А доставляет нам множество поло- 
жительных функционалов. В самом деле, пусть & — некоторый вектор 
из пространства 9. Положим 


[(а) = (А(а)5., {.). (4) 
Тогда }(а)— положительный функционал. Действительно, 
| (аа) = (А (а”а) бо 6%) = (А* (а) А (а) 5+, %) = (А (а) %; А(а) 5) > 0. 


В частности, }(е) =|& |. 

ТЕОРЕМА 2. Всякое представление кольца В с инволюцией непре- 
рывно. Более того, при этом |А|<|а|. 

Доказательство. Применяя неравенство (3) к положительному 
функционалу {(а)=(А (а), &), получаем: 


(А (а*а) > $) < (5, 55) | а р; 


ага: 


Так как & — произвольный вектор, то это неравенство означает, что 
1А]|<[а|. 

Наша ближайшая цель — дать описание представления с помощью 
положительных функционалов. Это лучше всего делать для цикличе- 
ских представлений. 

Пусть заданы два циклических представления кольца В: в про- 
странствах ® и %’. 

Обозначим операторы, отвечающие элементу а, соответственно через 
А (а) и А’ (а). 

Пусть & и & — циклические векторы соответствующих представлений. 

Положим : 

1 (а) = (А (а), В) п Р(а)=(А’ (а) Е, Е). 
3* 
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Покажем, что если }(а)= (а) для любого а, то представления 


эквивалентны. 
Соответствие между векторами в пространствах © и $’ мы устано- 


вим следующим образом. Пусть Ё= А. Поставим ему в соответствие 
вектор &’= А’&. Мы докажем, что это соответствие изометрично. Отсюда 
будет следовать его взаимная однозначность. Линейность очевидна. 
Для того чтобы доказать изометричность, покажем, что скалярные 
произведения соответствующих векторов совпадают между собой. Пусть. 


= Або, 


Тогда 

(5. =, Аз.) = (Аа, 6%) = (аза,), 

(1,6) = (А, А) = (АА. 6) = (аза,). 
Так как }(5) ==} (2), то мы видим, что ($, 6,) =(&,&,), т. е. для эле- 
ментов вида А& (соответственно А’) изометричность доказана. 

Так как оба представления цикличны, то множество таких элемен- 
тов плотно в % (соответственно 9%’). Мы можем поэтому по непрерыв- 
ности продолжить это соответствие на все & (соответственно 9%’). 

Мы видим, что циклическое представление с точностью до эквива- 
лентности однозначно определяется положительным функционалом (4). 
Возникает вопрос, для всякого ли положительного функционала суще- 
ствует представление, при котором этот функционал может быть запи- 
сан в виде (4)? Мы покажем, что на этот вопрос можно ответить утвер- 
дительно. 

Пусть нам задан положительный функционал }(х) в А. Введем 
с его помощью в Н скалярное произведение следующим образом. 
Положим 


* 
(2, у) =1(у'2). 
Будем считать х эквивалентным нулю, если 
ща =0: 
Два элемента мы будем называть эквивалентными, если их раз- 
ность эквивалентна нулю. 
Совокупность элементов, эквивалентных нулю, образует левый идеал 
в В. В самом деле, пусть х^0 и у- произвольный элемент. Тогда 
* * + 
1 ((у2)` уз) = 1 (2`уух) = 1 (25), 
где з =х’у’у. В силу неравенства (1), имеем 


|1 (22) < У Ра"=) УТ (аа) 
и, следовательно, ](21)=0, т. е. ут 0. Если 1—0 их, ^^. 0, то 
л.+4,^0, так как 
1((х, 2.) (5, + 2.) = (212) +] (2; 2,) + | (аа,) + | (зх,). 
Первое и четвертое слагаемое правой части равны нулю по определению, 


равенство нулю второго и третьего можно вывести опять-таки из нера- 
венства (1). Проверим, что выполнены аксиомы скалярного произведения. 
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[о 
ИС, у) = (у, 2) . Действительно, в силу того, что положительный 
функционал О имеем 


7 (у"т) = 1 ((у*х)") =} (2). 


(Хз ву, =) = (2, 2) + ь (9, 2). Очевидно. 
(т, 2) > 0. Очевидно. То, что (5, 2)=0 лишь при х 0, следует 
из определения эквивалентных нулю элементов. 

Полученное пространство обозначим через ©. Оно, вообще говоря, 
не полно. Его пополнение обозначим через 9. Представление будем 
строить в этом пространстве следующим образом: элементу а поставим 
в соответствие оператор Ав % по формуле Ах=ах. При этом нужно 
лишь проверить, что если т1,^1,, то Ах, ^^ Ах,. Это ясно, так как 
если 1, —2, —0, то а(х.—1,) 0 в силу того, что множество экви- 
валентных нулю элементов образует идеал. 

Покажем, что оператор А ограничен и, более того, что 


[А] <а|. (5) 
По определению, (Ах, Ал) =}(1*а'ат). Положим 
Ь (у) = {(2'уз), 


считая х фиксированным; },(у)—также положительный функционал. 
В самом деле, 


р (у*у) =1(2'у'у2) =1((узх)*уз)> 0 
Поэтому, в силу неравенства (2), 


р (а*а) < р (е) [а*а | <}, (е) Пат, 

©. 

1 (2'а‘ах) <] (12) [а 
или 

(Ал, Ма) < (а, за |8 
таким образом, 

А = вир (Ах, Ах) |а |, 
(2%) 

ие неравенство (5) доказано. Мы доказали, что оператор А, опреде- 
ленный на ©, ограничен, поэтому можно доопределить его на замыка- 
нии 9 множества $. Норма оператора А после его продолжения попреж- 
нему не будет превосходить |а |. 

Покажем, что отображение а—>А есть представление кольца В. 
Во-первых, очевидно, что если а-> А, 6—>В, то ла-+ 6 > ^А-+ЬВ 
и а6—> АВ. 

Покажем, что если а—>А, то а“ переходит в А”, иными словами, 
что (ах, у) = (2, а*°У). Но это действительно так, ибо (ах, у) = 1 (у/’ах), а 


(2, а*у) = } ((а*у)*=) = }(у*ал) = (ах, у). 


Покажем, что полученное представление циклическое. В качсотве 
вектора & возьмем элемент х=е. Тогда множество векторов А, есть 
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= 


в данном случае множество всех а, т. е. все ® и, следовательно, плотно 
в 9. Цикличность доказана. 

Далее, очевидно, что при таком выборе & мы имеем, по определению 
скалярного произведения, 


(Абь, &) = (а, е) = {(е*а) = } (а). 


Таким образом, мы построили представление кольца по наперед 
заданному положительному линейному функционалу } (2). 

Полученные нами результаты соединим в виде теоремы: 

ТЕОРЕМА 3. Каждому циклическому представлению кольца В 
с циклическим вектором Ё& отвечает положительный функционал 


[(а) = (А (а), 6), (6) 


где А (а) — оператор, отвечающий элементу а. Функционалом }(х) 
представление определяется однозначно с точностью д0 эквивалент- 
ности. 

Обратно, всякому положительному функционалу (а) отвечает 
циклическое представление такое, что }(а) определяется формулой (6). 

Если нам задано представление а—> А в пространстве ®, то каждому 
элементу Ё6% отвечает положительный функционал } (а) = (А (а) 5, $). 

Если мы заменим вектор $ вектором ^&, |^|=1, то [(а) от этого не 
изменится. 

Вообще говоря, непропорциональные векторы могут давать один 
и тот же функционал }|(а). Однако, если представление неприводимо, 
то имеет место 

ТЕОРЕМА 4. Пусть нам задано неприводимое представление 
кольца В. Положим (АЕ, Ё) = (а) и (АЕ, Е,) = (а). 

Если }, (а) = }, (а), то &=\Ё., где |Х|=14. 

Доказательство. Так как представление неприводимо и $, +0, 
то множество векторов А, всюду плотно в ®. 

Зададим оператор ( следующим образом: если & = А&,, то положим 
0$ = АЁ,. Докажем, что так построенный оператор сохраняет длины 
векторов. В самом деле, 


(0, 0$) = (АЕ,, А$,) = (А* АК, $,) = (А* Аб, $,) = (АЗ, Аб,) = Е 9, 


откуда следует, что оператор ( определен однозначно. Действительно, 
если А’5, = А”5,, то & = (А’— А”) =0 и поэтому ОЕ =0, т.е. А’, = А*5,. 
Ограниченный оператор ( доопределим, по непрерывности, на всем 9. 

Покажем, что оператор Й перестановочен со всеми операторами А 
представления. В самом деле, пусть А, — оператор представления и пусть 
вектор & имеет вид $ = 4$,. Тогда А. = А.А, т.е., по определению 0, 
имеем ГА = А,АЁ,. Но 

АЕ = А.О 48, = А, АЕ.. 


Таким образом, для векторов вида & = А, имеем А. = (А.Е. Ввиду 
того, что эти элементы всюду плотны, получаем АЙ = (А. Таким 
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образом, И перестановочен со всеми операторами неприводимого пред- 
ставления и, следовательно, в силу теоремы 14 $1, И=)Е. Но это 


означает, что 
Врые б Е 


$ 3. Обобщенная лемма Шура 


В теории представлений колец приходится пользоваться некоторыми 
теоремами, которые являются обобщениями известной леммы Шура 
© конечномерных представлениях. В дальнейшем всюду в этом пара- 
графе речь будет итти о представлениях одного и того же кольца А. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть а-> Х, и а->У,— представления в простран- 
ствах 9 и 5’ соответственно и пусть существует замкнутый линей- 
ный оператор Т из 9 в 9%' с областями определения и изменения, 
плотными в 9 и 9’ соответственно, такой, что * 


УТС ТХ. для всех аЕ В. (1) 


Пусть, кроме того, из Т=0 следует Ё=0. Тогда оба эти предста- 
вления эквивалентны. 
Доказательство. Взяв х от обеих частей (1), получим: 


Рае. УЖ" 


или, подставляя а вместо а”, 


И и АТ 
Отсюда, умножая обе части (1) слева на Т”, получаем 
РТХ. ОРУ РОХ. РР, 
так что 
ГТХ.ОХЕТ. (2) 
По известной теореме Неймана (°), 
Р=иИН, 


где Н = И ТТ —гипермаксимальный оператор; кроме того, из условий, 
наложенных на Т, следует; что И’ изометрически отображает $ на $’. 
Соотношение (2) означает, что Т*Т перестановочен с Х., откуда следует, 
что и Н=уУТ'Т перестановочен с Х.. Подставляя в (1) выражение 
для Т, получим 


УИНСИНХ,. (3) 


Пусть &— элемент из области определения Н. Так как Н и Х. пере- 


становочны, то Хо также принадлежат области определения Н и НХ, = 
—=хХ.НЕ. Поэтому, применяя обе части (3) к &, получим 


УНЕНУХ, НЕ, 


У И’=ИХ, (4) 


* АС В для неограниченных операторов означает, что В есть расширение А, 
т. е. область определения В содержит область определения А и в этой последней 


А и В совпадают. 
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на области изменения Н. Но, согласно уже цитированной теореме Ней- 
мана, замыкание области изменевия Н’ совпадает с ортогональным 
дополнением совокупности всех тех векторов &, которые удовлетворяют 
условию: 7 =0. В силу условия теоремы, эта совокупность состоит 
только из &=0, следовательно, замыкание области изменения Н есть 
все ®. 

В силу непрерывности обеих частей (4), отсюда следует, что это 
равенство имеет место во всем %. Теорема доказана. 

Следствие 1. Пусть а>Х, и а—>У,- неприводимые предста- 
вления кольца В вби 9, соответстввнно, и пусть замкнутый линей- 
ный оператор Т из &в $, удовлетворяет условию (1). Тогда либо 
Т =0, либо Х. и У, эквивалентны и Т имеет вид: Т=ьИ’, где в— 
скаляр > 0. 

Доказательство. Пусть Т =0, следовательно, в области опре- 
деления Г существует элемент & = 0 такой, что ТГ, -Е0. Из (1) сле- 
дует, что Х.ё, при любом аЕДВ есть также элемет области определения Г. 
Так как представление Х. неприводимо, то &, есть циклический элемент, 
следовательно, совокупность всех Х.,, аЕ А, плотна в ®. Таким обра- 
зом, Г имеет область определения, плотную в %. 

Так как ГХ.& =У.Г, и представление У, неприводимо, то область 
изменения Г также плотна в %,. Отсюда следует, что существует Т* 
и что равенство Г" =0 возможно только при $ =0. 

Применяя эти рассуждения к ТГ”, приходим к выводу, что область 
изменения Г” плотна в ®. Поэтому условие Т&=0 возможно лишь при 
6—0. 

Таким образом, оператор Т удовлетворяет всем условиям теоремы 1; 
следовательно, Х„ и У„ эквивалентны. 

Оператор Н перестановочен со всеми операторами Х„ неприводамого 
представления, следовательно, есть оператор умножения на некоторый 
неотрицательный скаляр р. Отсюда Р=ьИУ. 

Определение 1. Пусть дана система представлений а—> Х® 
в 95° кольца В, зависящих от индекса а. Прямой суммой этих пред- 
ставлений назовем представление а—Х. в %, которое строится сле- 


дующим образом: ® есть совокупность последовательностей = {Е} 
таких, что 


УР + 


(следовательно, каждая такая последовательность имеет не более счет- 
ного числа членов = 0) и ХЁ={Х@<. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть представление а—> Х. в ® есть прямая сумма 
неприводимых и попарно неэквивалентных представлений а —> Х® в $©®. 
Тогда всякий ограниченный оператор А в ®, перестановочный со всеми Х., 
имеет вид 


АЕ {Е}, (5) 


О 


где — скаляр. 
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Доказательство. Оператор А задается матрицей ВЕН 
где Ах, ., — ограниченный оператор из пространства ©“? в простран- 
а. 
ство 95°. Условие перестановочности А с Х, дает 


И Да С % (6) 


Согласно следствию 1, отсюда следует, что Ор а а. 
При «=а, из (6) следует, что А... перестановочен со всеми операто- 


а 
рами Х@) неприводимого представления, следовательно, есть оператор 
умножения на скаляр, который обозначим через м (см. теорему 1, $1). 
Отсюда следует, что А имеет вид (5) и теорема доказана. 

Следствие 2. Пусть ХФ, 59°), Х., 9 — те же, что и в теореме 2. 
Тогда всякое инвариантное по отношению ко всем Х, подпростран- 
ство 3} пространства $ есть совокупность всех Ё, удовлетворяющих 
условию 


<) 0 для всех аЕ У, 


где 3 — некоторое подмножество множества всех индексов я. 

Действительно, пусть Р — оператор проектировавия © на 3}. Так 
как 9{— инвариантное подпространство по отношению ко всем Х.„, то Р 
перестановочен со всеми Х,, следовательно; Рё = {7.°*=*}. Далее, Р*=Р, 
следовательно, /(“) =“); отсюда либо ^(®) =0, либо ^(® —=1. 

Пусть 9 — совокупность тех а, для которых ^®) =0. $} есть сово- 
купность тех и только тех &, для которых РЁ=&, т. е. тех и только 
тех {®}, для которых ^“°)=®) =&®) следовательно, тех Е“), для которых 
=) =0 при «Е. 

Следствие 3. Пусть ре $°), Хо, 9, 9 — те же, что и в след- 
ствии 2. Пусть, каково бы ни было в, подпространство 5} содержит 
вектор Ё={Е®} такой, что &°® = 0; тогда =. 

Действительно, в этом случае множество \ будет, очевидно, пу- 
стым. 

Следствие 4. Пусть ХФ), &®, Х,, 9— те же, что и в теореме 2, 
и пусть множество всех индексов и счетно. Тогда всякий вектор 
= {Е} такой, что ЕО при любом а, есть циклический вектор 
представления Х.- 

Действительно, пусть З}{— замкнутая оболочка всех Х.ё. Тогда 
$) — инвариантное подпространство 9. Согласно слелотвию 3, оно совпа- 
дает с ®%. 

До сих пор мы рассматривали прямые суммы попарно неэквивалент- 
ных представлений. Рассмотрим теперь другой крайний случай. 

Определение 2. Представление а—> Х, будем называть крат- 
ным неприводимому представлению а->Х@), если а-—>Х. есть прямая 


сумма представлений а—>Х“, эквивалентных одному и тому же пред- 


г 
ставлению а—> Х“ ). 


=> 
© 
[=] 
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ТЕОРЕМА 3. Всякая неприводимая часть представления а->Х., 
являющегося кратным неприводимому представлению а—> ХФ), экви- 
валентна представлению а—> х.- 

Доказательство. Пусть а—>Х.— неприводимая часть пред- 
ставления а —> Х, и пусть 9} — инвариантное подпространство, в котором 
рассматривается а-—>Х.. Рассмотрим элементы Ё= {{®} 9. Пусть 
а,—такое значение ©, для которого существует элемент & = {<} Е 9% 
такой, что &“® + 0. Положим &“°) =ч и {Е}... „=. Обозначим через 9, 
совокупность всех ( и введем норму, положив 


КР = УГ. 


«+40 


Тогда всякий элемент Е можно рассматривать как пару & = {1, $} 
и [5Р=яР-Р. 


Положим, далее, 


Ул в у“) В ХЕ) 


нь, 
Тогда 
Хи = {У, 25}, 


т.е. Х, есть прямая сумма представлений у. = х® и 7. 

Рассмотрим элементы ( такие, что при некотором я будет {9 $} Е. 
Обозначим замкнутую оболочку всех таких < через %,. Она является 
инвариантным подпространством относительно Й, в %,. Действительно, 
из {7, <} Е) следует, что также {Ул, 25} Е}. Если %, = (0), то 3} есть 
совокупность всех = {Е} таких, что &“°) —=0 при а = ®,, следовательно, 


Х, эквивалентно Х<®. Поэтому нужно рассмотреть тот случай, когда 
$: = (0). 

Рассмотрим элементы 3} вида {\, 0}. Они образуют в 3} инвариант- 
ное подпространство по отношению к а->Хоа. Так как представление 
а—>Хо. неприводимо, то это подпространство есть либо 9}, либо (0). 
Первая возможность исключается, ибо %, + (0). Поэтому должно быть 
7 = 0. Таким образом, 


из (71, 169%, (=0, следует, что 1=0. (и: 
Аналогично докажем, что 


из {1,5}, 1=0, следует, что с=0. (7.) 


Согласно выбору ®,, среди элементов {1, С} Е есть хотя бы один 
{71о› ›} Е такой, что 1, +0. Так как также {У ль, и} ЕЖ и У, 
неприводимо, то совокупность всех у таких, что {1,5} 63}, образует 


множество, всюду плотное в $). 
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Условие (7,) означает, что 9 можно рассматривать, как график 
[ 
линейного оператора Т из $“ в $:. Именно, для {1, }Е9) мы полагаем 


В 


Так как 3} замкнуто, то Т замкнут. Далее, из предыдущего следует, 
что его области определения и изменения плотны в 9“® и &/ соответ- 
ственно. Наконец, (7,) означает, что из Гу=0 следует я = 0. 

Итак, элементы $} имеют вид {1, Т1}. Так как }— инвариантное 


подпространство по отношению к Х., тои {У д, 2,7} Е, следовательно, 
имеет вид {У т, ТУ}, так что 


ТУ л= 2.Тт. (5) 


Другими словами, если 1 принадлежит области определения Г, 
то и Ул ей принадлежит и имеет место (8). Это означает, что Д.Г С- ТУ). 
Итак, оператор Т удовлетворяет всем условиям теоремы 1, следова- 
тельно, У, и 2, эквивалентны. Более того; Н =У/ Г"? перестановочен 
со всеми операторами неприводимого представления У.„, следовательно, 
есть оператор умножевия на скаляр р >> 0. Отсюда ТР =рИ’. 

Таким образом, каждый элемент из 3} имеет вид &= {\, рИ/’л}, 


где у пробегает все &“®, причем 
Х% — {У см, РИ’ м}. 


Каждому такому &={1, рИ’1} поставим в соответствие элемент 


1) = у! + рп. Это соответствие будет, очевидно, изометрическим отобра- 
жением $} на 5%. При этом отображении вектор 


а Е {Уст, РИ’У т} 
переходит в 


И1-+РУл= Ут. 


Следовательно, оператор Х. переходит в У, =хХ<®. Другими словами, 
представления Хо в % и Х°°) эквивалентны. Теорема доказана. 

Следствие 5. Лусть представления а> Х. в Зиа—7, в %, 
являются кратными неприводимым представлениям а— Хо’ та— у) 
соответственно. Если при этом а—>Х, и а—>У7У). эквивалентны, то 
ах и д" также эквивалентны. 

Доказательство. Из определения кратного представления сле- 
дует, что а—> Х®) можно рассматривать как часть представления а —> Х. 
в некотором инвариантном подпространстве 3} пространства ‚ай 

По условию, представления а —> Х. иа—> У„ эквивалентны, т. е. су- 
ществует изометрическое отображение $ на $9,, при котором Х. пере- 
ходит в У,. Нри этом отображении Е перейдет в некоторое подпро- 
странство % пространства ®,, инвариантное по отношению ко всем у: 
а представление ав некоторую часть И представления 
а-—У.. Эта часть, будучи эквивалентной неприводимому представлению 
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а неприводима, следовательно, по теореме 3, эквивалентна пред- 


0 
ставлению а-—> у ). 
0 7 (0 
Другими словами, представления а —> Хх) и а-—>71 эквивалентны, 
что и требовалось доказать. 


$ 4. Включение кольца с инволюцией в кольцо операторов 


Пусть нам задано кольцо В с инволюцией. Может оказаться, что 
кольцо можно упростить, оставив тот же запас положительных функ- 
ционалов, или, что то же самое, тот же запас представлений. 

Например, в $ 2 мы упоминали о кольце аналитических функций, 
заданных в круге. Всякий положительный функционал в этом кольце 
задается формулой 

ко 
1(2) = \ (0) 43 (0, 


— 


где с (1) —- монотонная функция. Но тот же запас положительных функ- 
ционалов имеется и в кольце всех непрерывных на сегменте (—1, + 1) 
функций. 

Более точно мы поставим вопрос следующим образом. 

Заменить норму |х| в кольце А возможно меньшей нормой |х|, 
при которой остался бы тот же запас положительных функционалов в В 
(т. е. то же множество циклических представлений). При этом новая 
норма должна быть такова, что 


© 


|. =1, у РЕ -[У|, А = |=], (1) 


|< |2 |. |У|:, |, ||, >0. 


В новой норме могут оказаться элементы х = 0, для которых |х|,=0. 
В этом случае мы объявим их эквивалентными нулю и перейдем таким 
образом к новому ксльцу. 

Далее, может оказаться, что в новой норме кольцо В не полно. 
Мы можем его тогда пополнить. Мы увидим также, что после введения 
новой нормы кольцо В станет изоморфным кольцу операторов в гиль- 
бертовом пространстве, а норма перейдет в яорму операторов в гиль- 
бертовом пространстве. 

ЛЕММА 1. Пусть в В введено множество норм | |, каждая из 
которых удовлетворяет условиям (1). Пусть в каждой из этит норм 
В может быть изоморфно, с сохранением инволюции и нормы, отоб ра- 
жено в кольцо операторов в гильбертовом пространстве. Пусть, далее, 
для каждого х зар|х|.< -- со. Тогда в норме | 1|, =зар|х|. кольцо В 

д 


может быть изоморфно, с сохранением нормы и инволюции, отоб ра- 
сено в кольцо операторов в гильбертовом пространстве. 

Доказательство. Пусть при норме |х|. кольцо реализуется 
как кольцо операторов в пространстве %.. 
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Рассмотрим пространство 9, являющееся ортогональной прямой 


суммой пространств Э.. Если через & обозначать векторы в %,, то 


а а 
векторами в 9 будут &={5}, где {2} отлично от нуля не более чем для 
счетного множества значений а и 


УЕ = < +. 


Скалярное произведение определяется формулой 


(5, 1) == р (5, а). 


[2 


Каждому а отвечает, по условию, в ®. оператор Х©), причем м. = @. 
В пространстве & элементу а отвечает оператор Х., определяемый 
следующим образом: 


Хы} = (ХЕ. 


Оператор Х. ограничен. Действительно, 


Е У авар | ХОраЗУ а. 


Легко видеть, что зир | Х@) |=|Х.|= |4]|,. Мы реализовали, таким обра- 
ы 


зом, кольцо’ А с нормой |а|, в виде кольца операторов в гильбертовом 
пространстве. 

ЛЕММА 2. Пусть в кольце И введена норма |х|, удовлетворя- 
ющая условиям (1), и пусть дано представление а—>Х. кольца В, 
непрерывное в этой норме *. Тогда |Х.|<а |. 

Доказательство. Так как это представление непрерывно, то 
мы можем продолжить его на пополнение А, кольца ВН. Мы получим 
тогда представление полного кольца А,. Для него, согласно теореме 2 
$2, имеет место неравенство |Х„|<|а|. Лемма доказана. 

ТЕОРЕМА 1. В кольце В можно ввести норму |х|, удовлетво- 
ряющую следующим условиям: 

1°. |х|, удовлетворяет условиям (1). 

2°. Всякое представление кольца В есть представление, непрерыв- 
ное в норме ||. 

3°. Если какая-либо другая норма | х|, также удовлетворяет усло- 
виям 1° и 2°, то |х|,<|1|, для всякого т. 

49. Кольцо В с нормой |х|, можно изоморфно, с сохранением 
инволюции и нормы, отобразить на кольцо операторов в гильбертовом 
пространстве. 


* Когда мы говорим, что представление а—>Х, непрерывно в норме |х |, 
удовлетворяющей условиям (1), то мы требуем также, чтобы из |а|, =0 следовало 
Х,=0, т. е. элементы, эквивалентные нулю в этой норме, переходили бы в 0. 
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Ясно, что условиями 1°, 2°, 3° норма |т|, определяется однозначно. 
Доказательство. Рассмотрим множество всех циклических 
представлений данного кольца * и обозначим каждое циклическое пред- 
ставление значком а. Пусть алементу а при этом представлении отве- 


чает оператор Х®). В свлу теоремы 2 $2, | Х®|<|а|. Положим 
=; 
|а|‹ будет нормой, удовлетворяющей условиям (1) этого параграфа. 
Положим, теперь, |а |, =зар|а|. При этом мы будем иметь |а|, <|а|, 
а 
так как |4 <|а|. 
Согласно лемме 1, кольцо А с нормой |а|, удовлетворяет условиям 


(1) и можеть быть реализовано как кольцо операторов в некотором 
гильбертовом пространстве %. 


Всякое циклическое представление кольца А непрерывно в норме 
|а|,. Действительно, пусть дано циклическое представление я... : 
Тогда 


[|= [2 |5 «вар [а |. =|а|,. 


Всякое представление разлагается в прямую сумму циклических 
и поэтому также непрерывно в этой норме. 


Таким образом, показано, что |а|, удовлетворяет условиям 41°, 2° 
и 4°. Покажем, что выполнено также и условие 3°. Пусть дана норма 


|2|,, удовлетворяющая условиям (1) и в которой все представления В 
непрерывны. Тогда, в силу леммы 2, имеем 

хе «а, 
т. е. |а|„ <|а|,. Следовательно, и 


||, = зир а. < [а]. 


Теорема полностью доказана. 
ТЕОРЕМА 2. Имеет место равенство 


| =зар И {(2"2), (2) 
где зар распространяется по всем положительным функционалам }, для 
которых |(е)=1. 

Доказательство. Каждое циклическое представление описы- 
вается ($ 2) некоторым положительным функционалом |. Найдем норму 
оператора Х., отвечающего элементу а в этом представлении. Мы имеем 


(Хот, Хот) = | ((а=)` аз) = }(т'а’ах), (х, 2) =] (22). 


Введем функционал },, (у) = } (2’ух), считая х фиксированным. /, (у) — 
положительный функционал, причем 
|. (е) =1(т'2), | Ха Е = зар (Хах, Х.2), 


* Мы берем лишь циклические представления, так как каждое разлагзется 
на циклические. 
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О и ооо оке ЕВЕ 


где зир распространяется по всем х, для которых (5, 5) =1; таким обра- 
зом, 


|Х. = пр | (а“а), 
где зар распространяется по всем х при условии },, (е) =1. 
Следовательно, | Х. < зир } (а*а), где зар распространяется по всем 
положительным функционалам } при условии }(е) =1. 
Если обозначить это представление индексом а, то 
[а < зар} (а*а) 
при условии: 7(е) =1 и }— положительный функционал. Следовательно, 
|| < вар [а < вар, /(а^а). 
Ке)= 
С другой стороны, 
‚ (аа) = (Хе, Хе). 
Поэтому, если } (ег) =1, то 
Г(а’а) <] Х. = а < зар [а =|а|:. 
Следовательно, т 
зир ] (аа) < а1,. 
Ке)=1 
Теорема доказана. 
Замечание Г. Все рассуждения этого параграфа остаются в силе, 
если в исходном кольце вовсе не было нормы, т. е. если оно опреде- 


лялось лишь аксиомами 1°, 2° и а), Ъ), с), 9). При этом вужно лишь 
дополнительно требовать следующего: для всякого х 
5мр ] (1'5) < + со, 

где зир распространяется по всем положительным }, для которых 
К(е) =1. 

Замечание 1]. Совокупность [ элементов, для которых |1|, =0 
(мы называем их эквивалентными нулю), образует двусторонний идеал. 
Эти элементы х характеризуются тем, что при любом представлении 


они переходят в 0 или иначе, что любой положительный функционал 
обращается на них в 0. 


Докажем, что [ действительно идеал. 
Пусть |5|, =0, у— произвольный элемент. Тогда 


зу < |2 [у |, =0, 
аналогично | ух |, =0. Далее, если |5|, =0 и |у|, =0, то 


Аз Бру < АП = +в Пур =9. 


Мы доказали, что [— идеал. При изучении представлений либо 
положительных функционалов мы можем заменить В кольцом вычетов 
по этому идеалу. Обозначим это кольцо вычетов через А’. Мы будем 
называть его приведенным кольцом. 

Замечание 111. Всякое представление кольца ИА непрерывно 
в норме |х|, и поэтому является непрерывным представлением кольца 

Но непрерывное представление А’ может быть расширено до пред- 


ставления пополнения А’. Пополнение А’ мы обозначим через А. 
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Итак, всякое представление кольца В есть также представление 
кольца В и обратно. 
Аналогично, всякий положительный функиионал на В может быть 


перенесен на В а обратно. 


$ 5. Неразложимые функциовалы и неприводимые представления 


В конечномерном случае всякое представление разлагается на непри- 
водимые. В общем случае а рг1огр неясно существование таких пред- 
ставлений. Мы, не касаясь вопроса о разложении представлений на непри- 
водимые, докажем в этом параграфе существование неприводамых 
представлений. Очень удобно это сделать в терминах положительных 
функционалов. 

Определение 1. Будем говорить, что положительный функцио- 
нал |, подчинен функционалу }(р <}, если существует такое ^, что 
^/— }, — положительный функционал. 

Построим циклическое представление а —> Х, (Х,— операторы в про- 
странстве $), отвечающее функционалу }: 


7 (а) НЕ (Хаб, в), 
где &,— циклический вектор. Пусть В — ограниченный положительно 
определенный оператор в гильбертовом пространстве %, перестановоч- 
ный со всеми операторами представления. Положим 
1 (а) 38 (Х.В,, &%). 

В частности, оператору В =Е отвечает сам функционал }. Мы утвер- 
ждаем, что }, (а) — положительный функционал и подчинен функционалу 
Г (а). 


В самом деле, }, (а) положителен. Действительно, 
7: (а`а) я (ХХ. В, &) = (Х.Вё., Ха) = (ВХ, Ха) >0, 
так как В — положительно определенный оператор. Далее, }, подчинен }{. 
Действительно, В ограничен. Следовательно, существует }. такое, что 
(ВА ($), т. ©. 
(9 —(8; > 0. 
Полагая $ =Х.,, получаем 
^ (Х.Хавь, $) ра (А.Х. &,)>0, 
т. е. \/ —], — положительный функционал. Это же означает, что }, под- 
чинен {. 

Обратно, пусть }, — положительный функционал, подчиненный функ- 
ционалу {. По функпионалу } построим циклическое представление ($ 2). 
Тогда функционалу }, отвечает полоэкительно определенный оператор 
В, перестановочный со всеми операторами представления. 

Докажем это. Мы знаем, что пространство © получается пополне- 
нием пространства ©, составленного из элементов В, причем скалярное 
произведение в $ задается формулой 


(2, у) =1(у'2). 
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Элементы же х, для которых (х, 1) =0, т. е. 1 (2`5) =0, мы будем счи- 
тать эквивалентными нулю. 

Рассмотрим в пространстве $ эрмитовскую форму }, (/"х). Мы дока- 
жем, что ], есть однозначно определенная, непрерывная в © эрмитовская 
билинейная форма. ], подчинено {. Это значит, что существует такое ^, 
что ^}— | — положительный функционал. Таким образом, имеем 

21 (2`2) — }, (2'2)>0, 
следовательно, 

А), 

Это доказывает, что равенство }(5'5)=0 влечет }, (1'5)=0, а значит, 
например, в силу неравенства 

|1 (у*2) № <}, (2"2) |, (уу), 
и равенство нулю выражения }, (у*х). 

Мы показали, что },(у“’х) однозначно определена, т. е. для 5—0 

р (у'’х) =0. р — ограниченная билинейная форма. Действительно, 

0 <], (2"2) <*1 (а"2). 
Следовательно, 

|1, (у*2) 1 <}, (2'2) }, (у*у) < ^{ (2'2) | (уу) = ^* (2, =) (у, У). 
В силу ее ограниченности, мы можем продолжить эту билинейную форму 
на пополнение 5, т. е. на пространство 9. Но ограниченной билинейной 
форме в $ отвечает ограниченный оператор В. Следовательно, суще- 
ствует оператор В такой, что 
1 (У*2) = (Вх, у). 

Докажем, что оператор В перестановочен со всеми операторами Х. пред- 
ставления. Для этого достаточно доказать, что 

(ВХох, у) = (Вх, Х.у). 


Но это действительно так, ибо 


(ВХот, у) = (Вах, 9) = ' (у’ат), 


‚ (Вз, Х:у) = (Ва, а*у) = |, (а*3)' =) = | (аз). 


Таким образом, доказана 
ТЕОРЕМА 1. Пусть }(х) — положительный функционал, а Х.— 
отвечающее ему циклическое представление, &,— соответствующий 


циклический вектор, т. е. 
те {= 

1 (а) = (Хол, 6). 
Тогда каждому положительному функционалу }, подчиненному функ- 
ционалу }, отвечает положительно определенный оператор В, пере- 
становочный со всеми Х., причем 

Е = 

Ь (а) = (ХВ, $). 
Обратно, каждому ограниченному положительно определенному опе- 
ратору В, перестановочному со всеми операторами Ха, отвечает поло- 
исительный функционал, подчиненный функционалу ]. 
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В частности, самому ](х) отвечает единичный оператор. Рассмотрим 
теперь линейные комбинации положительных функционалов, подчинен- 
ных функционалу }(7т). Мы назовем их функционалами, подчиненными 
положительному функционалу }(5). Им отвечают произвольные ограни- 
ченные операторы, перестановочные с операторами Х, представления. 

Действительно, любой оператор, перестановочный с операторами 
Х., можно представить как линейную комбинацию положительных. 
Таким образом, 

В совокупность функционалов, подчиненных положительному функ- 
ционалу }, мы можем ввести‘операцию умножения так, что она ста- 
нет изоморфной кольцу операторов, перестановочных с операторами 
Х. представления, порожденного функционалом }(т). Сам | играет 
при этом роль единицы кольца. 

Мы превратили совокупность С; функционалов, подчиненных фувк- 
ционалу |, в кольцо с инволюцией. При этом: 

1°. Функционалу } отвечает единица кольца. 

2°. Операция » определена так: {=}, причем под функционалом 


1(2) понимается функционал }(=*). 
3°. Умножение связано с х обычным требованием: 


(АЬ)" =ВР. 


Определение 2. Положительный функционал | называется 
неразложимым, если всякий подчиненный ему функционал }, кратен 
ему, т.е. /, (2) =А/ (2). 

ТЕОРЕМА 2. Пусть }— положительный функционал. Для того 
чтобы отвечающее ему представление было неприводимым, необходимо 
и достаточно, чтобы | был неразложимым. 

Доказательство. Всякому функционалу },, подчиненному 
функционалу }, отвечает оператор, перестановочный со всеми операто- 
рами Х, представления. При этом самому функционалу } отвечает еди- 
ничный оператор. Неприводимость представления эквивалентна тому, что 
всякий оператор В, перестановочный с операторами представления, кра- 
тен единице (теорема 1, $ 1), т. е. тому, что всякий функционал },, 
подчиненный функционалу }, является кратным ]. 

Перейдем теперь к доказательству существования неприводимых 
представлений. В силу только что доказанной теоремы, для этого доста- 
точно показать существование неразложимых положительных функцио- 
налов. 

Совокупность положительных фувкционалов ] (2) таких, что } {е) <1, 
образует выпуклое множество. В самом деле, если |, (5) и }, (5) голо- 
жительны и }, (е) <1, }, (е) <1, то 


1 (2) =а], (2) + ВУ, (2), (х>0,В>0, а-в=1) 


удовлетворяет тем же условиям. Поэтому существование неразложимых 
положительных функционалов непосредственно следует из теоремы 
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М. Крейна и Д. Мильмана (°). Более того, пусть х— элемент кольца 


такой, что |х|, = 0: Тогда существует положительный функционал } 
такой, что 


(22) +0, [(е)=1. 


С другой стороны, по той же теореме М. Крейна и Д. Мильмана, 
совокупность всех положительных функционалов }, удовлетворяющих 
условию ](е) <1, есть наименьшее регулярно замкнутое выпуклое мно- 
жество, содержащее все неразложимые положительные функционалы, 
удовлетворяющие условию } (е)< 1. Поэтому существует также неразло- 
жимый функционал },, удовлетворяющий условиям 


Ь (#)<1, 1» (2"2) + 0. 


Таким образом, доказана 


ТЕОРЕМА 3. Пусть х— элемент кольца В такой, что |#|, +0. 


Тогда существует неразложимый положительный функционал |, удовле- 
творяющий условиям 


№ (е) <1, [| (2“2) + 0. (1) 

Согласно теореме 2 этого параграфа и теореме 3 $ 2, эту теорему можно 
сформулировать следующим образом: 

ТЕОРЕМА 4. Пусть х,— элемент кольца В такой, что |1.|, 0. 


Тогда существует неприводимое представление а —> Х., кольца В такое, 


что оператор Хх, в этом представлении, соответствующий элементу 
х., отличен от нуля. 


Действительно, условия (1) можно переписать в виде 
[8% р. о == ©. 


Последнее неравенство означает, что Хх, Е 0. 


$ 6. Случай коммутативных колец 


Вся картина становится особенно простой в том случае, когда В — 
коммутативное кольцо. 


ЛЕММА 1. Если В коммутативно, то кольцо В изоморфно кольцу 
всех непрерывных функций т(М) на некотором бикомпактном про- 
странстве; при этом 1" (М) == (М). 

Доказательство. Кольцо В есть *-кольцо, т. е. 

[951 =|2|:|2°|.. (1) 

В самом деле, |х|, =зар У! (х’т), где | — положительный функцио- 

7 


нал и } (2) =1. 
Согласно неравенству (2) $ 2, мы имеем 


ор 7а”э) <У Гат, 


итак, |2 <|15'|,. С другой стороны, всегда 
Е ИЕ С ЗАРЕ ЗЫ ЛЕА 


+ 
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Согласно лемме 4 в (?), коммутативное кольцо, в которое введена инво- 
люция и норма, удовлетворяющая (1), изоморфно кольцу всех непре- 
рывных функций на бикомпактном множестве $}. Это множество 9}, 
есть множество максимальных идеалов кольца В. 

Определение. Максимальный идеал М кольца В называется 
симметричным, если для любого тЕА имеет место 2*(М)=х(М). Если 
М — максимальный идеал, то через М* мы обозначим максимальный 
идеал такой, что х* (М*) == (М). Легко показать, что для всякого М 
существует М”. Симметричный максимальный идеал — такой, для кото- 
рого М*=М. 

Можно доказать, что множество симметричных максимальных идеа- 
лов кольца А образует замкнутое подмножество в множестве всех 
максимальных идеалов кольца А. 

ТЕОРЕМА 1. А изоморфно кольцу всех непрерывных функций 
на множестве 3}, симметричных максимальных идеалов кольца В. 

Доказательство. Для того чтобы доказать теорему, достаточ- 
но доказать, в силу леммы 1, что множество максимальных идеалов 
кольца А гомеоморфно множеству симметричных максимальных идеалов 
кольца В. 

Каждому максимальному идеалу кольца В отвечает симметричный 
максимальный идеал кольца В. 

Действительно, пусть нам задан гомоморфизм кольца Й в тело 
комплексных чисел. Этот гомоморфизм есть одновременно гомоморфизм 
кольца В’, являющегося частью В. Но В’ есть кольцо вычетов коль- 
ца А. Поэтому этот гомоморфизм есть одновременно гомоморфизм 
самого А в тело комплексных чисел. 

Таким образом, этим определен максимальный идеал кольца В. 
Этот максимальный идеал симметричен, так как все максимальные 


идеалы кольца А симметричны. Непрерывность соответствия между 
идеалами вытекает непосредственно из определения топологии в мно- 


эжество максимальных идеалов [см. (*) $ 7]. 
Обратно, пусть М — симметричный максимальный идеал кольца ДА. 


Рассмотрим функционал 
[(2) =т(М). 


Этот функционал положителен. Действительно, 


(т) = 1" (М) (М) =|=(М)|>0, }(е)=е(М)=1. 


Поэтому этот функционал равен нулю для элементов, для которых 
|2, =0. Кроме того, этот функционал непрерывен по норме |х|, и может 


быть перенесен поэтому на ДА. 
Таким образом, между симметричными максимальными идеалами 


М кольца В и максимальными идеалами // кольца А можно установить 
взаимно однозначное и непрерывное соответствие. При этом, если обозна- 
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чать одной и той же буквой х элемент из А и отвечающий ему элемент 
из И, то имеет место 

ТЕОРЕМА 2. Всякий положительный линейный функционал }(х) 
на коммутативном кольце В моэкет быть представлен, и притом 
единственным образом, в виде 


(2) = | 2(М) аз (4), (2) 


где с (А) — положительная вполне аддитивная функция множеств на 
множестве 53}, симметричных максимальных идеалов кольца В. 
Доказательство. Всякый положительный функционал на В 


можно распространить на А (замефание ПТ в $ 4). Он превращается 
тогда в положительный функционал на совокупности непрерывных 
функций на бикомпактном множестве $3}. Такой функционал записы- 
вается формулой (2), гда с(А)— неотрицательная, вполне аддитивная 
функция множеств. Функция множеств с(А) при этом определяется 
однозначно. 

Обратно, если с (АД) — неотрицательная функция множеств на мно- 
жестве симметричных максимальных идеалов, то (5), задаваемый 
формулой (1), будет положительный функционал. Действительно,, 


(2) = | д* (М) = (М) ав (А) = \ 12 (М)? 43 (4)>0. 


Теорема доказана. 

Из формул (1) следует, что` всякий неразложимый положительный 
функционал имеет вид } (1) =5(М.), где М, — фиксированный симмет- 
ричный максимальный идеал. 

Доказанная нами теорема означает, собственно говоря, что каждый 
функционал разлагается, и притом однозначно, на положительные, 
неразложимые далее функционалы. При этом от А мы потребовали 
коммутативности. Это условие является существенным, как это видно 
из следующей теоремы. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть всякий положительный функционал, заданный 
на кольце В, разлагается единственным образом по неразложимым 


далее положительным функционалам. Тогда приведенное кольцо В 
коммутативно (т.е. ху— ух есть элемент, эквивалентный нулю в В). 

Доказательство. Рассмотрим каксе-либо неправодимое пред- 
ставление а->Х., где Х,— оператор в пространстве %. Докажем, что 
$ одномерно. Предположим противное. Тогда в $ существуют по крайней 
мере два линейно независимых вектора &, и &,. Положим 


|: (а) = (Ха, 6), р (а) = (Хек», 8), 
1®=- (Хх. +Ьу+ь), БФ=У.-Ь,ь-ь) 


и пусть 
ф (а) =}, (а) + 1, (а) = 1 (а) + Л, (а). 


2 (а) — положительный функционал. 
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По теореме 2 $ 5 функционалы |, (а), }, (а), |! (а), |, (а) неразло- 
жимы. Поэтому }(а) разлагается двумя способами на неразложимые 
функционалы. Эти способы различны. Действительно, векторы %,, &», 
Е -&,, 8, —Ё непропорциональны. 

С другой стороны, согласно теореме 4 $ 2, в случае неприводимого 
представления функционалом вида (Х.ё, 8) вектор $ определяется с точ- 
ностью до множителя однозначно. 

Итак, всякое неприводимсе представление А одномерно, т. е. ком- 
мутативно. Так как всякий элемент, переходящий при всех неприводи- 
мых представлениях в вуль, эквивалентен нулю, то ту— ух эквивален- 
тен нулю, т. е. приведенное кольцо коммутативно. 

Пример. Обозначим через А. совокупность функций, заданных на 
полупрямой О < и < о, таких, что 


А = |172) [56 2 ди < + <. 
| 


Определим в А, умножение |=} х],, где [(и) определяется 
формулой 
> и 
ги) =\ \ (5) 1, (0454. 
0 [&-—- 
Обозначим, далее, через А, совокупность всех элементов вида Хе+ }, 
где е— формально присоединенная единица, а [Е В,. 


Можно проверить, что А, превращается при этом в нормированное 
кольцо. $. 


Определим операцию *, положив 


р (в) = @), (е+ р =е+рг. 
Легко проверить, что мы получили при этом коммутативное кольцо 
с инволюцией. Найдем максимальные идеалы этого ксльца. Рассужде- 
ния при этом совершенно аналогичны тем, которые проводятся в (°). 


Так же, как и там, мы приходим к тому, что максимальные идеалы 
определяются гомоморфизмом 


1— 145) $65) 45, 


0 


где $Ф(5) определяется из соотношения 
1+ $ 

$990 = \ у аи. 
|1—#] 


Решениями этого уравнения служат функяин 
Е 2 31а 65 
$ (5) = ) 
© 
где р— произвольное комплексное число. Для того чтобы гомоморфизм 


был определен для всех элементов из В., необходимо и достаточно, 
чтобы р=р, + 10., где [р [< 2. 
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Итак, каждый максимальный идеал кольца определяется числом 
р=р, +1,, где |р,|<2. При этом ри —р определяют один и тот же 


максимальный идеал. 
Пусть Мр— максимальный идеал, определяемый числом р. ‘Тогда 


максимальный идеал М” определяется числом р. Следовально, симмет- 
ричные максимальные идеалы определяются из условия Р=р, либо 


= —р; таким образом, симметричные максимальные идеалы будут 
либо при р вещественном, либо при чисто мнимом. Соответствующие 


гомоморфизмы задаются формулами: 


(®>) 


т 


где р вещественно, и 


со 


а, 
0 


где О<рх2. 
$ 7. Групповые кольца 


Как частный случай изучавшихся ранее колец, мы рассмотрим так 


называемые групповые кольца. Это дает нам возможность получить 


некоторые результаты, относящиеся к представлениям групп. 
Пуеть С — локально бикомпактная группа. Для простоты изложения 
мы будем предполагать, что правая и левая инвариантные меры на С 


совпадают между собой. 
Рассмотрим кольцо А’, элементами которого служат суммируемые 


функции 1(2) на группе. 
Умножение задается формулой 


2х, = | 2, (881) 2, (81) 46,. 
* определим равенством: 
2° (8) =2 (8). 
Норма | х| элемента х полагается равной 
[21 } 12 (6) 148. 
К этому кольпу добавим формально единицу (если группа не дискретна) 


так, что окончательно элементы кольца изображаются символом лет, 
где е— формально присоединенная единица. При этом умножение, 


естественно, задается формулой 
(Х,е, - 21) (Л,е, э- х,) == А: ^ье т (^, 2, Е №2, а АА), 


а » и норма распространяются так: мы полагаем 
[ле =|=|^1+|=|, 0е+=)*=^е-+ =”. 
Полученное кольцо обозначим через В и назовем групповым кольцом 


группы С. 
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ТЕОРЕМА. 1. Каждому представлению а+\е—>Х,-+^Е груп- 
п0в0го кольца отвечает непрерывное унитарное представление в —>Т. 
группы. Обратно, каждому измеримому представлению группы отве- 
чает представление а—>Х. группового кольца. Эти представления 
связаны между собой формулами 


Х.= \ а (8) Т, ав. 


Докажем теорему для циклического представления. Такое пред- 
ставление, как мы знаем ($2), может быть реализовано следующим 
образом: пространство $ получается пополнением пространства $, век- 
торами в котором служат элементы 2, у,... из В. Скалярное произве- 
дение задается формулой 


7(у"х) = (т, у), 
где }— некоторый положительный функционал. Элементу а отвечает 
оператор Х,:Х.х=ах. Мы доказали, что при этом |Х.|<|а|. Элементу 
2, мы ставим в соответствие оператор Г»х=у, где функция у(8)= 
=2 (6858). 
Докажем, что этот оператор унитарный. Заметим, что имеет место 
следующее равенство для элементов из А: 


(Тоу)* Ти = у’. 
Действительно, 


у"т = \ у (518—*) х(е,) 4Е. 


Поэтому скалярные произведения при применении Г не меняются. 
Так как, сверх того, оператор Т, отображает наше множество функций 
на себя, то ясно, что продолженный на все % оператор ТГ. будет уни- 
тарным. Покажем, что представление непрерывно. Заметим для этого, 
что функционал } непрерывен (как и всякий положительный функцио- 


нал); с другой стороны, 
|Ти— |= \ |Тох— | 48 —>0 при &,—>е, 
следовательно, 
(Тя — <)* (Т.5— х)]| —>0 при 8, —е. 
Это означает, что 
(Т2—2, Т,2—2) —0 при в, —>е. 


Этим доказана непрерывность в единице группы, а следовательно, 
и в любой другой точке. 

Нам осталось показать, что порожденное представлением &—>Т, 
представление кольца будет тем, из которого мы исходили. 

Пусть а(8) —суммируемая функция. При представлении кольца В 
ей отвечает оператор 4Ах=ах х. Наша цель — доказать, что 


Вт \ а(2) То гав, 


НОРМИРОВАННЫЕ КОЛЬЦА С ИНВОЛЮЦИЕЙ 473 


или, в скалярных произведениях: 


(Ах, у) = \ а(8) (Тот, у) ав, 


| (уаз) = \ а(в) (УТ, 2) 4в. 


Ввиду непрерывности функционала и операции Т,, мы можем правую 
часть равенства переписать так: 


1 (у (в) Т, зав) = (у’аз). 


Наше утверждение доказано. 

Мы доказали, что всякому представлению группового кольца отвечает 
представление группы. Легко показать обратное. В самом деле, пусть 
’ дано унитарное представление группы: 8 —Т.. 

Предположим, что функция Т, слабо непрерывна, т. е. для всяких 
бит (Т,, 6, 1) —непрерывная функция. Положим 


А= \ а (6) Ту, 48. 


Этот оператор существует, если только функция а(2) суммируема. Мы 
получаем представление группового кольца. Легко видеть, что ему обратно 
отвечает представление Т,, если только представление циклично *. 

Сделаем еще одно замечание по поводу доказательства теоремы. При 
построении Ту мы не использовали представления расширенного кольца А, 
а лишь представление исходного кольца А” без присоединенной единицы. 
Поэтому, так как пространство $ строилось пополнением пространства ®, 
составленного из элементов кольца А, то нужно показать, что кольцо А” 
нерасширенное приведет нас к тому же самому пространству 9. Для 
этого докажем, что элемент е есть предел, в смысле введенного скаляр-’ 
ного произведения, элементов х кольца А’ 

Отнесем каждой окрестности У единицы группы С функцию е, (2), 
удовлетворяющую следующим условиям: 


е, (#)>0, е,(2)=0, если 8 ЕТ, 
еь (в) =е, (в), Це, (в) ав =1. 
Такую систему функций назовем единичной системой. Легко показать, 
что единичная система обладает следующим свойством: 
| ххе, —т|->0 при в—>е 


(предел понимается по частично упорядоченной системе окрестностей, 
заданных в смысле их естественного упорядочивания). Имеем 


* В случае сепарабельного пространства $ этот результат можно усилить. 
Именно, из предыдущих рассуждений следует, что если функция (Т, Е, 1) измерима 
для всех Е, 1Е%, то почти всюду на С представление & - Т’, совпадает с некоторым 
непрерывным представлением. 


474 И. М. ГЕЛЬФАНД и М. А. НАЙ МАРК 


1(е, х) —>}(<) для любого ЕЙ, 


т.е. (е,, ) —> (е, х) для любого х. 
Так как, кроме того, 


(е„› е,) = 1 (еье,) < | (е) [еье,|= } (е), 


т. е. длины. векторов е, ограничены, то е, слабо сходятся. Обозначим 
этот слабый предел через &. Мы будем иметь 


(=, 2) =(е, 2) для любого т. 


В частности, 


(е„› 5.) — (е„, е) = 7 (е,) 


и поэтому [(е,) имеет предел. Таким образом, отщепляется вектор 
—е, ортогональный ко всем элементам т. Он для представления 
не существенен, т. е. в этом одномерном пространстве каждый элемент х 
дает нам нулевой оператор. Отбрасывая это одномерное пространство, 
мы получаем требуемый результат. Для того чтобы не было этого 
«паразитического» одномерного подпространства, необходимо и доста- 
точно, чтобы 


Био / (6) = 1 (е). 


Применяя теорему 4 $ 5 к групповому кольцу А и пользуясь только 
что доказанной теоремой 1, мы получим основной результат И. М. Гель- 
фанда и Д. А. Райкова в (*) о полноте системы неприводимых пред- 
ставлений локально бикомпактной группы. 

Пользуясь выражением (6) $ 2 для положительного функционала и тео- 
ремой 1 этого параграфа; получаем, что всякий положительный функ- 
ционал в групповом кольце А определяется формулой 


е-ад=^с+ \а(®) (ТБО ав, 


где в —>Т,— непрерывное унитарное представление группы С, а функция 
$ (2) = (Т.&,) является непрерывной положительно определенной функ- 
цией на группе С [см. (*)]. 

Обратно, всякой ограниченной измеримой положительно определенной 
функции ф(8) отвечает положительный функционал в групповом кольце, 
определенный формулой 


(а) = \ а (8) 9 (в) ав. 


Отсюда, в частности, следует, что всякая ограниченная измеримая поло- 
жительно определенная функция почти всюду на С совпадает с некоторой 
непрерывной положительно определенной функцией [см. (*“)]. 

Положительно определенные функции послужили отправным пунктом 
в (*) при построении унитарных представлений локально бикомпактной 
группы. 
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$ 8. Пример несимметричного группового кольца 


Как известно, групповое кольцо компактной или коммутативной 
труппы симметрично [см. (')]. Оказывается, однако, что для локально 
компактной группы это, вообще говоря, уже неверно. 

Приведем пример локально компактной группы, групповое кольцо 
которой несимметрично. 

Пусть С —группа комплексных матриц второго порядка с детерми- 
нантом единица. Обозначим через % ее подгруппу, состоящую из уни- 
тарных матриц. 

Двусторонним классом смежности С по %& называется, как известно, 
совокупность элементов вида й, ей., где г фиксирован, а й, и й, про- 
бегают все 9. Так как подгруппа © компактна, то множество элементов 
вида й, ей, имеет конечную меру, если только множество элементов 8 
имеет конечную меру. 

Рассмотрим совокупность А, функций } (2), суммируемых и постоян- 
ных на двусторонних классах смежности С по 9%. Совокупность В, 
элементов вида ле-+}, {Е А,, образует подкольцо группового кольца В. 
Действительно, пусть }, (2) и |,(2) принадлежат А,. Надо доказать, 
что функция } =} хр}, также принадлежит А, т. е. постоянна на дву- 
сторонних классах смежности С по ®. Но 


ею = (ава) 1. (во) ав, = 


= 1 (вв; 1, (в. ав, = | р (вв; 1, в.) ав. = Не) 


и аналогично } (#8) = | (2). 

Кольцо А, коммутативно. 

Для того чтобы доказать, что групповое кольцо несимметрично, 
докажем сначала, что А, Несимметрично. 

Займемся поэтому более детально кольцом А,. Каждая матрица & 
может быть представлена в виде = йа, где #й— унитарная, а а— поло- 
жительно определенная эрмитова матрица. Всякая эрмитова матрица 
может быть записана в виде а=й, А, где й, — унитарная, а 6 — диаго- 


я 


нальная матрица. Ввиду унимодулярности группы, 6 имеет вид: 


и 


Таким образом, в каждом классе С по % имеется диагональная матрица 


ло сс 
0 2) ‚› причем легко видеть, что в каждом классе вместе с матрицеи 
А! 


9 0 
[о а имеется также матрица (о я) и сверх этого никаких других 
диагональных матриц нет. 
Итак, каждый двусторонний класс характеризуется числом ^, причем 
\ и ^"* определяют один и тот же класс. Нам удобнее вместо /. рас- 
сматривать 1=шА. Тогда и —{ определяют один и тот же класс. 


476 И. М. ГЕЛЬФАНД и М. А. НАЙМАРК 


Таким образом, функции из А,, т. е. постоянные на двусторонних 
классах, мы можем рассматривать как четные функции от #. 

Найдем теперь закон умножения и норму в В,. Для этого заметим, 
что пространство левых классов смежности С по ® есть совокупность 
положительно ‘определенных матриц с детерминантом единица. Преобра- 
зования левых классов сводятся при этом к преобразованию соответ- 
ствующих квадратичных форм. 

Можно показать, далее, что эта группа преобразования есть группа 
преобразований трехмерного пространства Лобачевского; при этом точкам 
пространства Лобачевского взаимно однозначно состветствуют левые 
классы смежности. Двусторонний класс смежности есть совокупность 
левых классов; поэтому ему отвечает множество точек в пространстве 
Лобачевского. Для того чтобы найти это множество, заметим следующее: 
элементы нашей группы мы можем рассматривать как преобразования 
левых классов смежности, состоящие в умножении каждого из классов 
справа на данный элемент & группы. При этом элементы из %, и только 
они, оставляют единичный класс инвариантным. 

Таким образом, подгруппа % состоит из движений пространства 
Лобачевского, оставляющих на месте фиксированную точку простран- 
ства. 

Так как двусторонний класс смежности получается из левого умно- 
жения справа на все элементы из ©, то в пространстве Лобачевского 
ему соответствует сфера с центром в фиксированной точке. 

Таким образом, функции на группе, постоянной на двусторонних 
классах, отвечает функция в пространстве Лобачевского, постоянная 
на сферах с фиксированным центром. При этом интеграл функции 
по группе лишь постоянным множителем отличается от интеграла функ- 
ции, ей соответствующей в пространстве Лобачевского. Следовательно, 


норма такой функции равна \ 11 (©) | 4=, где ав — влемент объема в про- 


странстве Лобачевского. Если обозначить через 2 радиус сферы, то норма 


со 


такой функции равна ИФ (0) 4, где х(Г) —площадь поверхности 
сферы. ' 

Перейдем теперь к вычислению закона умножения функций }(#), 
отвечающего свертке функции на группе. Для того чтобы не вычислять 
произведения непосредственно, воспользуемся следующими соображениями. 

Максимальные идеалы коммутативного кольца А, задаются гомо- 
морфизмами 


1— } Ка, (дэ (даь, 


где @а,(1)—так называемые сферические функции данной группы. 
2 511 рё 
38 2: 
каждому р отвечает свой гомоморфизм, т. е. свой максимальный идеал. 


В работе (*) эти функции вычислены. Они равны . При этом 
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При гомоморфизме произведение функций переходит в произведение чисел. 
Поэтому, если } = х],, то 


1 (ша (и) # (и) ди — (1. (в) аь (и) $ (и) Чи - © 1, (и) (и) (и) аи. 


Для того чтобы выразить } через }, и },, положим 
лы-лы ть, Ро, 70-1 Ц) 


Тогда гомоморфизм задается формулой 


251 
ты те к. 
Мы сумеем удовлетворить условию (1), если положим 


< 1+и 


=) } ПОР фаза. 
0 [1-м 
Действительно, 


а \ \ Ра аи = 


Им 


= Лоо И ава ор 
оо 0 


ее ое т Пе пе а 
0 0 


Отсюда следует, что 


со 1и 
Ри) =) \ Я $7.) 44. 
О 11-щ 


Действительно, обозначим 


со фи 


} Лола 
0 [1-м 
через # (и). Надо доказать, что & (и) =Ё (и). Но 


(м) о р \ (и) т ия 
0 0 


В силу полноты системы функций з1п ри, отсюда следует, что } (и) = 8 (и). 

Найдем теперь все максимальные идеалы нашего кольца. Будем для 

этого в дальнейшем элементы кольца отмечать функциями }(и). Через 
— 

функцию } норма выражается формулой 


со 


\ 17 (и) | В 2и ди, 


0 
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так как 
Киса) | (а) аш = Пе (и) 36 2и а = ( 17 (@) [В 2в аи. 
0 0 0 


Поэтому введенное здесь кольцо изоморфно кольцу, рассмотренному в $ 6. 
В этом же параграфе были рассмотрены максимальные идеалы кольца А.- 
Они задавались формулой 


7) = ри и, 


>98 


где ›— комплексное, число р=р, | #,, причем |р,|<2. 
Примечание. Отсюда следует, между прочим, что остальные 
сферические функции, отвечающие данной группе, задаются формулой 


2 $В ри 
вв’ 0<Р<2. 


Так как переходу от элемента } к }’ отвечает замена 7 (а) на } (#), 
то ясно, что в кольце есть несимметричные максимальные идеалы и, сле- 
довательно, кольцо несимметрично. 

Покажем теперь, что и групповое кольцо А, несимметрично. 

Для этого заметим, что если элемент } + ^е принадлежит псдкольцу А, 
и имеет обратный, то этот обратный также принадлежит Д.. 

Действительно, пусть элемент о-е кольца ИЯ есть обратный эле- 
мента }--еЕД.. Докажем, что ф-еЕД,, т. е. что функция $($) по- 
стоянна на двусторонних классах смежности по 9. Мы имеем 
(+ех (ее) =е. 

Отсюда 
ар 


$ (2) = -®-—\ (881) $ ($1) ва. 
Но тогда при РЕХ 
2 (вв) = — (8) — \ 1 (баз?) (в) ав = 
=-Н®9- | 1682) (в) 48, = (8), 


ибо {Е А,. Таким образом, функция (2) инвариантна при левом сдвиге 
на РЕФ. Аналогично, пользуясь равенством 
(фе) х({-е) =е, 


докажем ее инвариантность при правом сдвиге. Следовательно, 
й 
Ф Е Ща ф -Е е Е В 


Пусть теперь хЕД, и (е+ 1*1)' не существует в А.. Такой эле- 
мент х найдется, так как И, несимметрично. Но тогда (е + 2*х)-* 
не существует также и в В. Несимметричность группового кольца В 
доказана. 
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В работе (®) показано, что в коммутативных локально бикомпактных 
группах имеет место теорема Бёрлинга. Приведенный выше пример 
показывает, что в некоммутативных локально бикомпактных группах 
эта теорема, вообще говоря, не имеет места. 

Пусть В — нормированное кольцо с инволюцией. Будем говорить, что 
в А имеет место обобщенная теорема Бёрлинга, если для всякого линей- 
ного функционала }(2) в кольце А существует неразложимый положи- 
тельный функционал, который является слабой предельной точкой 
функционалов } (та), аЕВ. 

ТЕОРЕМА. Для того чтобы в кольце В имела место обобщенная 
теорема Бёрлинга, необходимо и достаточно, чтобы В было симмет- 
ричным кольцом. 

Доказательство необходимости. Пусть А — несимметричное 
кольцо. Тогда существует элемент х, такой, что (е {+ 2.1.) ' не суще- 
ствует. Следовательно, е-+ 2:2, принадлежит хотя бы одному макси- 
мальному правому идеалу [, кольца А. Так как еЕГ,, то существует 
линейный функционал }(х) такой. что }(е)=1, }(х) =0 для всех хЕГ,. 
Так как при тЕГ,, аЕВ также заЕГ,, то }(ха) =0 для всех хЕГ,. 
Поэтому и всякая слабая предельная точка },(т) функционалов 
Ёь (1) =]1(ха) обращается в нуль на /,.. 

Пс предположению, теорема Бёрлинга имеет место, т. е. среди этих 
предельных точек есть положительный нормированный неразложимый 


функционал }, (т). Следовательно, и этот функционал обращается в нуль 
на /Г,. В частности, 


+ (е+ 34) =0 


т. е. 


1-1 (2555) =0, 


что невозможно, ибо }(5.х.) > 0. 

Доказательство достаточности. Пусть }(5) — некоторый 
линейный функционал. Обозначим через Г, совокупность всех элемен- 
тов ХЕВ таких, что [(та) =0 для всех аЕВ. Очевидно, [.— правый 
идеал в кольце А; согласно (7) (см. также (°)), существует положитель- 
ный функционал }, (51) такой, что 


}, (е)=14, }(25*)=0 щля 2ЕГ,. (2) 


Совокупность всех функционалов, удовлетворяющих этому услсвию, есть 
слабо замкнутое ограниченное выпуклое множество в сопряженном к В 
пространстве. Согласно теореме Крейна-Мильмана (*), это выпуклое 
множество содержит хотя бы одну крайнюю точку },; |, есть неразло- 
жимый положительный функционал, удовлетворяющий условиям (2). 
Отсюда следует, что | (1)=0 для всех тЕГ,, т. е. (1) есть слабая 
предельная точка функционалов. }, (та). 

Нетрудно показать, что если теорема Бёрлинга в формулировке (°) 
имеет место в группе, то в групповом кольце имеет место обобщенная 
теорема Бёрлинга. Ингересно выяснить, имеет ли место обратное. 
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Из сказанного выше следует, что в унимодулярной группе второго 
порядка теорема Бёрлинга не имеет места. Рассуждения, аналогич- 
ные рассуждениям этого параграфа, показывают, что в любой ком- 
плексной полупростой группе Ли теорема Бёрлинга также не имеет 
места. Это связано с наличием так называемой дополнительной серии 


представлений этих групп. (Ср. примечание на стр. 478.) 
Примечание при корректуре. После того, как эта работа 
была сдана в печать, появилась статья 7. Е. Зеса!’а в Ви. Ашег. МаёВ. 
б0с., 53 (1947), 73—88, в которой содержатся некоторые из результа- 
тов этой работы. 
Поступило 
7. УГ. 1947 
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НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ 


_ (Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Дифференциально-геометрическими средствами изучается стацио- 
нарный поток идеальной несжимаемой жидкости под действием консер- 
ватизных внешних сил. 


Введение 


$ 1. Подвижной репер и дифференциальные операторы. 
1. Подвижной репер и основные формы Пфаффа. 
2. Градиент. 
3. Дивергенция. 
4. Ротор. 


$ 2. Уравнения гидродинамики. 
1. Уравнение неразрывности. 
2. Компоненты вихря. 
3. Уравнение ГапЪ-Громеки. 
4. Уравнение Гельмгольца. 


$ 3. Семейство поверхностей полной энергии. 
1. Основные уравнения. 
2. Линии тока на поверхностях полной энергии. 
3. Постоянная величина скорости. 
4. Бесчисленное множество потоков. 
5. Тройно-ортогональная система. 
6. Семейство параллельных плоскостей. 


$ +. Конгруенция линий тока. 
1. Общие уравнения 
2. Минимальная конгруенция. 
3. Прямолинейная конгруенция линий тока. 
4. Постоянная величина скорости. 
$ 5. Винтовой поток 
1. Семейство поверхностей токов. 
2. Семейство плоскостей или сфер. 
3. Конгруенция линий тока. 
4. Постоянная величина скорости. 


Для стационарного потска идеальной несжимаемой жидкости как 
линии тока, так и линии вихря представляют собой неизменные кон- 
груенции линий; существует, как известно, однопараметрическое семей- 
ство поверхностей, на каждой из которых располагается одно семей- 
ство линий тока и одно семейство вихревых линий, если те и другие 
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не совпадают; эти поверхности условимся для краткости называть 
поверхностями полной энергии. 

В области непрерывности потока указанные конгруенции и поверх- 
ности могут быть исследованы обычными в дифференциальной геометрии 
методами; в результате мы получим, так сказать, геометрию стацио- 
нарного потока, представляющую значительный интерес для выясне- 
ния геометрической картины потока (в области его непрерывности), 

Я ограничиваюсь пока рассмотрением стационарного потока нески- 
маемой жидкости, так как в этом случае проще всего отделить кине- 
матические и геометрические элементы потока от динамических; это 
обстоятельство позволяет поставить ряд кинематических и геометри- 
ческих задач относительно потока. Разумеется, полученные здесь резуль- 
таты могут служить руководящей нитью в более общем геометрическом 
исследовании потока любой изменяемой непрерывной среды. 

Имея в виду указанную цель, я считаю наиболее удобным вос поль- 
зоваться методом Картана, т. е. отнести пространство потока к под- 
вижному триедру, определяя перемещения последнего соотвествующими 
формами Пфаффа. Установив для этого случая выражения градиента, 
дивергенции и ротора, легко затем получить гидродинамические ура- 
внения, отнесенные к подвижному произвольному реперу. В дальней- 
шем для геометрического исследования потока и решения ряда задач 
мы можем выбирать репер, связывая его с теми или иными инвариант- 
ными конгруенциями или инвариантными семействами поверхностей 
потока. 

Несомненно, что некоторые из рассмотренных здесь задач могли бы 
быть решены довольно просто с помощью обычных гидродинамических 
уравнений, однако однообразие метода представляет интерес и, кроме 
того, выбранный геометрический метод референции уже сам по себе 
наводит на постановку целого ряда разнообразных проблем. 


$ 1. Подвижной репер и дифференциальные операторы 


1. Свяжем с каждой точкой пространства (трехмерного), опреде- 


ляемой относительно некоторого начала 0 вектором М, триедр единич- 
ных векторов [,, [,, [,; тогда для произвольного элементарного пере- 
мещения мы имеем 


аМ = ®*1., а, =оШь, (1) 


а 
где «,— формы Пфаффа. Между последними всегда можно выбрать три 
линейно независимых формы; таковыми будут, например, формы «1, 


з 3 
0, ®ё, так что 


112,3 Ч 
0.0208 = 0; 


здесь в левой части у нас имеется внешнее произведение указанных форм. 

Так как в дальнейшем мы почти исключительно будем иметь дело 
с внешними произведениями форм Пфаффа, то для краткости будем 
опускать обычный знак внешнего произведения — квадратные скобки. 
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РВведенные выше формы Пфаффа должны удовлетворять известным 
условиям интегрируемости системы (1), именно «условиям структуры»: 


1) — ща 
(«= оу, (2) 
где в левой части имеется внешняя производная соответствующей формы. 
Будем считать выбираемый триедр ортогональным, тогда 


Е Но 
в; =0, ет о/ =0, 


и для краткости примем обозначения: 


®, = Фз = —= Ре®о, 
а В ее а 

®; = %, == 4‹®о, 
С У Е <ь 

== ФР 75, 


вектор 
= рГ, + 91, "1, (3) 
будет, как известно, вектором мгновенного вращения репера для выбран- 
ного перемещения АМ его вершины. Отметим, что для ортогонального 
репера вторая группа уравнений (1) и уравнения структуры будут: 
а1, = 71, — 41, (95) = го — 99%, ИВ 
а1, = р1:— 711, (9) = ро — 7%, 9’ = рт, (4) 
а1,=41, — Р1ь, (%)’=4%,— роз, г’=ар. | 
2. Пусть градиент какой-либо функции ф изображается по взаим- 
ным векторам /[*, 1?, [° выбранной основной тройки Г,, [,, [, в виде 


отаёф = 4.1“; (5) 
тогда он должен удовлетворять условию 
А-1° М = а$ (6) 
или 
Ао“ == а. 


Умножая последнее соотношение внешним образом поочередно на 
внешние произведения 65’, 9207, 0, мы определим коэффициен- 
ты А,, А,, А, и тогда выражение градиента функции через основные 
формы Пфаффа и 4х получится в виде 
По оз 4% + 12080 4% -- Т3орой а 


3 (7) 


12 
2042040 


ота4ф = 


3. Обозначим через 4“ элемент объема, а через 4 — вектор эле- 
мента поверхности; дивергенцию какого-либо вектора У мы можем полу- 
чить с помощью теоремы Гаусса-Остроградского: 


баз 7-7, (8) 


применив ее к объему параллелепипеда, образованного в какой- 
либо точке пространства векторами трех произвольных элемен- 


тарных перемещений 4.,М, 4,М, а, М. 
Нетрудно видеть, что элемент объема будет 


4 =4М а,М а.М = оо" Г.Т, Г; (9) 
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элемент поверхности в точке М, образованный векторами а,М и а,М, 
будет 
4с,. =а4,М х а.М; 


противолежащий же ему элемент поверхности в точке М-+4,М будет 
45, -Е а, (4с,з). 


Для замкнутой поверхности, ограничивающей элемент объема 4*, мы 
должны иметь 


аз. + 4, (4с.з) я с. = ас. + а, (45.1) 52 ас, = аз, ея 4, (4, .) яЕ с. = 0, 


откуда 24 = 6 
а, (4с..) + а, (4с.,)-- а, (4с,,) = 0. (10) 


Развертывая соотношение (8) для указанного объема 4^, мы получим 
17 4« = (+ а) (@в,, + а, 4в,.) + И ав., + (7 + а.) (ав. + а,ав..) + 
+ Я 4в,,+ (7+ а.) (@5,, + а, в,.) У ас, 
или после упрощений 
УТ 4* = а, У 4,М а,М + 4,7 а,М а,М --а.уа,Ма,М. (11) 


Положим теперь 


У =У“1.; (12) 
тогда 
У = (а7* Е У") Г, (13) 
и формула (11) примет вид: 
ду а а 
ото: 1 У = | 4.73 + УЗ 6 в |+ 
з 


1 2 
4. -Н У в, 6 


2 3 1 3 1 2 
4,7 -- Уз 6 6 а,У*-- УВоз 6 
2 3 1 з 1 2 
| 4. У} в | 4.У- У 9 о |; 
2 з 1 1 не 1 2 
ау - УЗор 6 9 а,У* -- Уз зв 


; : 
здесь через «1 мы временно обозначим 6$, взятую для перемещения 4;. 
Производя перегруппировку членов в правой части полученного соот- 
ношения, мы окончательно найдем: 
‘ое ЧУ У = (471+ 85) ом 
+ (а? + УВой) оз" + (аУ* + У) воз, (14) 
где в правой части теперь мы имеем внешние произведения указанных 
форм Пфаффа. 
Для ортогонального репера соответствующая формула примет вид 
010207 УТ = (471 —У*"+ Уз4) 02а -- 
+ (Уз — Узр-- Ут) оз + (43 — 34 + Ур) оз. (14*) 
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4. Аналогичным образом мы можем найти выражение ротора какого- 
либо вектора И с помощью формулы 


(Тьма = — 7х 45. (15) 
Применяя ее к вышеуказанному объему (9), получим 
— гоф У 4 =(Г + а) х (@в,, + а, ав,,) + У х ав., + 

+ (У -+а,У) х (ав. + 4,4в.,) "У х ав, + 

+ (И -+а,У)х (аз, + а.4в,,) + У х ав,, 
или, на основании соотношения (10), 

—тоф У 4 =а Ух (а,М ха,М) + а,Их (а,М ха. М) + 
+ а,И х (а.М ха.М). 


Преобразуя известным образом последовательные векторные произведе- 
ния, мы найдем 


— гоТ 4^ =а,М (а!а,М)—а,М (а.Та,М) + а,М (а.Та,М) — 
—а,М (а,Та,М) + а,М (а.Та,М) —а,М (а.Та,М), 


где в скобках заключены скалярные произведения. Предыдущий резуль- 
тат, очевидно, можно представить в условно сокращенной форме ` 


гоё 4х = 4,М {(аУ* + Уве) в} „Г.Г, + 
+ а,М ((а* + Узи) о} „Гы, + 4.М ((аУ" + УЗ) в}, „ГьГ, 
где индексы скобок обозначают номера смещений 4,, а,; 4., по кото- 
рым надо составлять внешние произведения форм Пфаффа. 
Окончательное выражение ротора представится в следующем виде: 
гоф Т 4х = — [0508 (аУ" + вт) (16Г,), (16) 
где в правой части содержатся лишь внешние произведения форм 
и должно быть произведено суммирование по каждому индексу; в част- 
ности, для ортогонального репера получим 
— гой ах = 1, {6308 (У? — Узр Уз) + вл (ау? — Уза-- У?р)} + 
+1, {оо (аз — УЧ Иер) + зо; (47 — Уз +734) + 
+ 1, (оо (ау*— Ут + У?) + оз (ду — Ур У"). (16*) 


$ 2. Уравнения гидродинамики 


1. Полученные выше формулы для градиента, дивергенции и ротора 
позволяют преобразовать основные уравнения гидродинамики, относя 
стационарный поток к произвольно выбираемому реперу; в частности, 
конечно, преобразованные уравнения дадут уравнения гидродинамики 
в произвольной криволинейной системе координат. В дальнейшем мы 
будем брать ортогональные реперы. 
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Уравнение неразрывности потока несжимаемой жидкости предста- 
вится в виде 


(ау: — Ут + Уз4) доз - (аУ? — Ур Ут’) вю + 
+ (47° — УЗ Е У:р) о} = 0, () 
если вектор (12) считать за вектор скорости. 
Выберем [, по направлению касательной линии тока, тогда 


Т=УГ,, (17) 
где У — величина скорости; в этом случае формула (ТГ) дает 
ау 
АР зо = (р, — 4.) ото 
или 
ат? 
Е Зе (18) 
20=0 


Но р, —4, есть средняя кривизна линий тока, таким образом соотно- 
шение (18) обозначает, что: 

в каждой точке потока логарифмическая производная от величины 
скорости по направлению линии тока равна средней кривизне кон- 
груенции линий тока. 

Конгруенцию линий, для которой р, — 4, =0, назовем минимальной 
конгруенцией; формула (18) показывает, что 

если величина скорости потока постоянна вдоль каждой линии 
тока (меняясь от одной линии тока к другой), то конгруенция линий 
тока есть минимальная конгруенция. Наоборот, если конгруенция 
линий тока минимальная, то величина скорости потока сохраняется 
вдоль каждой отдельной линии тока. 

Так как дивергенция вихря тоже равна нулю, то аналогичные тео- 
ремы существуют по отношению в величине витря и конгруенции 
вихревых линий. 

2. Пусть вихревой вектор ® по ортам репера изображается в виде: 

Л 


- =_1 
Ф = го = © ° а, (19) 


тогда формула (16*) определит двойные компоненты вихря: 
— олово. от = оо (ду? — Ур + Уз) + вла (ау? — за ++ Ур), 
— 6100) - 6? = ©, (4? — /14 -- Ур) + оз (4Т:— У*т-- У34), (11) 
— 610308. 90° = 020 (471 — Ут У?4) + во? (аУ* — Узр-- У\1,). 
Предположим опять, что /[, имеет направление по касательной 
линии тока, тогда последняя из предыдущих формул дает 


03 4 


т — (р. 4); (20) 


но полная кривизна К, и гауссова кривизна К, конгруенции линий*, 


* Геометрические свойства векторного поля (или конгруенции линий), кото- 
рыми я пользуюсь в этой работе, разобраны в моей статье «Геометрия векторного 
поля», Изв. Ак Наук СССР, сер. матем., 10 (1946), 73— 96. 
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огибаемых векторами поля ([,), имеют выражения 


1 
К, = р:4. — Рз@1› Ку= р:4, — р.4\— + (р. +9»), 


так что 


УЕ. 1 
УЕ, К, = | Р1-{ 9» . 
Итак, отношение проекции вихря на. касательную линии тока 
к величине скорости есть некоторый геометрический инвариант кон- 
груенции линий тока, определенным образом связанный с полной 
и гауссовой кривизной ‘последней. 


3. Будем предполагать, что внешние силы Р, действующие на жид- 
кость, консервативны, т. е. имеют потенциал (И, так что 


величину 


Л 
Е АО, (21) 


будем называть полной энергией частицы; в таком случае уравнения 
ашЪ-Громеки, как известно, можно записать в векторной форме: 


стаа Н =27 хо. (22) 


Умножая это соотношение скалярно на произвольное перемещение 
АМ, мы получим 
аН=2У5ам (111) 
или 
Ио 
аН=| У* 9 %|. (®) 


И 9 0 


Из уравнения (ПТ) можно получить более полные и отчетливые 
предложения, которые соответствуют обычной теореме (или «интегралу») 
Бернулли. Это уравнение прежде всего показывает, что функция Н 
постоянна для любого перемещения точки потока, а следовательно, 


во’ всем пространстве потока, если У Хо =0, т. е. либо для безвихре- 


вого потока (в =0), либо для винтового потока (в котором вихрь имеет 
направление скорости или, что то же самое, вихревые линии совпадают 


с линиями тока); случай У =0, как случай покоя, мы оставляем в сто 
роне. 

Далее, правая часть формулы (ПТ), а следовательно, и левая, 
в любом потоке обращается в нуль для специальных перемещений, 
направление которых совпадает либо с направлением скорости, либо 
с направлением вихря, либо © любым направлением, компланарным 
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тому и другому; все такие перемещения лежат на поверхностях семей- 
ства («постоянной энергии») 


Н =с01$%, (23) 


которые характеризуются тем, что ва них располагаются все линии 
тока и все вихревые линии. Таким образом, каждая из поверхностей (23) 
содержит одно семейство линий тока и одно семейство вихревых линий. 

4. Гидродинамические уравнения Гельмгольца можно изобразить 
одним векторным соотношением: 


(И этаа) ® = (® стад) Й, (24) 
где скобками обозначено скалярное произведение вектора на оператор 
«набля». 


Развертывая указанные скалярные произведения по формуле (7), 
мы получим 


26 :4® = 6-Й, (24’) 


где через 6; и 6. для краткости обозначены билинейные внешние формы 


9: = У'во, -- У?озю, + Го, \ т 
9-- = о'юуо, -- озу -- 0391. )} (25) 


о0* 
Из условия (19) следует 
24 = (49° + 95) [.; 


таким образом, уравнение (24’) распадается на три обобщенных урав- 
нения Гельмгольца в произвольной системе референции: 


8; (ао -- обод) = 0, (а/*-- УВшЕ) = Э) (ТУ) 
в частности, для ортогонального репера мы получим три уравнения: 


9; (451 — т 934) = 6. (47 —Т* + Уз4), \ 
9; (49° — о°р- ®*^) = 6. (аУ* — Ур Ут), (ГУ**) 
9; (4%* — ®14 + о*р) = 6. (4У* —ТР19 + Ур). | 


Разумеется, уравнения Гельмгольца (например, в последней форме) 
мы могли бы получить непосредственно из уравнения (П1*), дифферен- 
цируя его внешним образом и используя соотношения 


ФуУГ=0, Фуо-=0. 


Из сказанного выше ясно, что при исследований стационарного 
потока мы легко можем освободиться от его динамических элементов 
(силового поля и поля давлений), сохраняя только кинематические 
(поле скоростей, поле вихрей) и геометрические его элементы, двумя 
путями: либо введя в рассмотрение семейство поверхностей, на которых 
располагаются линии тока и вихревые линии, либо взяв уравнения 
Гельмгольца, как условия интегрируемости уравнения (111*). 
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$ 3. Семейетво поверхностей постоянной полной энергии 


1. Считая поток вихревым. а потому имеющим семейство поверх- 
ностей, содержащих все линии тока и все вихревые линии, выберем 
за поле векторов (Г,) поле нормалей к этому семейству поверхностей. 
Дифференциальное уравнение последнего будет 


Г, аМ == оз = 0; (26) 
так как оно должно быть вполне интегрируемо, то 
(®3)' оз =0 (27) 
или 
ра, =0; (27°) 


это условие обозначает, что линии кривизны поля (Т,) ортогональны 
и будут линиями кривизны на поверхностях (26). 
Форма ‹, удовлетворяющая условию (27), должна быть вида 


Э—— 

5 === С ас, (28) 
т. е. она должна отличаться от полного дифференциала лишь некото- 
рым множителем; при этом, в силу уравнения структуры, 


ас р 
к 08 = 00, — рог. (29) 


Так как линии тока и вихревые линии лежат на поверхностях (26), 
то мы можем положить 
У=УИ (1, сова -{ Г, п о), 2% = гоё У = «1, + 9?/,, 0=0. (30) 
Уравнение ГашЪ-Громеки показывает, что ИН должно быть некото- 
рой функцией параметра с: 
Н =} (с) (31) 
и тогда оно дает 
СУ (—о' мпо- о? с08 в) =} (с). (32) 


Уравнения компонентов вихря будут 


5 ат . 
— 01070. оо: [эт оу + 0080 (а +) } + озю, (4 08 < — ряп д), 
©? арг . о т 
— 906 у =, | — 605 ст; $ Япо (46+ 5} — 010, (4 608 < —рпод), 
а : 
= 203 { — совету {то (42+) + 
оз [п о‘у; +0080 (44+1)} ; 


наконец, уравнение неразрывности принимает вид: 


{оз 77 — по (@+")} 0208 + | от + со б (+7) } 031 -- 


+ (рп <— 4 00$ в) в = 0. 
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Положим для краткости 


Г, = р, вп? ‹+ (р, — 4,) 81п с ©03 < —4, с08? в, 
М = р, 311 <— 4: 008 6; 


нетрудно убедиться; что Г, будет нормальной кривизной линии тока; 
далее; если мы рассмотрим конгруенцию линий, ортогональных 
к семейству поверхностей (28) (т. е. огибаемых векторами поля ([,)), 
то вектор кривизны такой линии будет 


(2). =. -РЫн 


его проекция на ваправление скорости равна 


у . 
(4»1, — Рз[з) а =: 


Удовлетворяя всем указанным выше гидродинамическим уравнениям, 
мы должны принять: 


у +19 + (4), 
(33) 
4 -{- г= (1-Е № вп с) + — (8+ М с0$ в) в - ®, 


где &, п, (— новые неизвестные (функции), которые должны быть вы- 
браны так, чтобы удовлетворялись условия интегрируемости уравне- 
ний (33). , 

Эти уравнения представляют собой основные кинематические урав- 
нения потока в данной референции и могут служить исходными 
уравнениями при изучении потока и допустимого семейства поверх- 
ностей (26). 

Мне представляется, что было бы весьма интересно решение двух 
основных проблем (не легких!): 1) установить общую геометрическую 
характеристику такого семейства поверхностей, на которых могут рас- 
полагаться как линии тока, так и вихревые линии какого-либо потока, 
и 2) найти такое семейство поверхностей, на котором можно построить 
бесчисленное множество потоков. 

2. Возвращаясь к системе (33), предположим, в частности, что 
с =0, т. е. что векторы [, выбраны по касательным к линиям тока; 
можно сказать, что в этом случае мы считаем на поверхностях посто- 
янной энергии заданными линии тока. 

При с‹=0 второе из уравнений (33) дает 


> 
п ИО 


а потому первое уравнение принимает вид: 
а7 р 
у, т (4+ бут) в". (34) 


Дифференцируя внешним образом это уравнение, мы получим условие 
его интегрируемости: 
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(44, — ах,) Фо + ат: — 44,9% + (9, — г») (то, — 93) + 
+, (рей — тол) — 4, (461 — роз) — буз ((4, — г.) 1 — г} 8—0; (35) 


это последнее, вообще говоря, определяет У?, следовательно, на каж- 
дом семействе поверхностей полной энергии и заданных на них линиях 
тока мы получим вообще два потока с равнопротивоположными 
скоростями. 

3. Условие (35) не будет определять У? в том случае, когда 


4: — гз = 0, г, =0, (36) 


но эти равенства показывают, что АТ =0 на каждой поверхности 2 = 0 
и наоборот, если @4Га*=0, то должны выполняться условия (36) 
и тогда соотношение (35) не определяет У?. 

Итак, на семействе поверхностей полной энергии с заданными 
на них линиями това можно построить бесчисленное множество пото- 
ков (с одним существенным произвольным постоянным) только в том 
случае, когда величина скорости постоянна на каждой поверхности 
постоянной полной энергии (и обратно). 

При условии (36) соотношение (35) дает 


(9:0°)' =0. (37) 


Первое из условий (36) обозначает, что средняя кривизна векторного 
поля ([,) равна нулю, т. е. конгруенция линий токов есть минималь- 
ная конгруенция. 

Второе из условий (36) обозначает, что линии тока на поверхностях 
постоянной полной энергии будут геодезическими линиями, поэтому 
главные нормали линий токов направлены по нормалям поверхностей 
полной энергии. 

Так как 

гад ФАМ =а$, 


то условие (37) можно истолковать как условие того, что вектор 4,1, 
есть градиент семейства поверхностей полной энергии. Но вектор кри- 
визны линий тока (9 =, =0) будет 


АР, [, — 4»[з; 


таким образом, в нашем случае вектор кривизны линий тока должен 
быть градиентом соответствующей поверхности полной энергии. 

Итак, для того чтобы величина скорости потока была постоян- 
ной на каждой повертности полной энергии, необходимо и достаточно 
выполнение двух условий: 

1) конгруенция линий тока должна быть минимальной, 

2) в каждой точке потока вектор кривизны линии тока должен 
быть градиентом соответствующей поверхности полной энергии. 

Минимальную конгруенцию, в которой векторы кривизны линий 
являются градиентами некоторого семейства поверхностей, назовем 
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специальной минимальной конгруенцией; если векторы кривизны линий 
минимальной конгруенции допускают семейство ортогональных поверх- 
ностей, то такую конгруенцию назовем полуспециальной минимальной 
конгруенцией. Обе эти конгруенции представляют собой интерес в гео- 
метрии потока и к их более подробному исследованию мы вернемся 
в дальнейшем. 

4. Поставим теперь следующую частную задачу: предполагая, что 
скорость постоянна на каждой поверхности полной энергии, определим 
семейство последних так, чтобы на нем можно было построить бес- 
численное множество конгруенций линий токов. Воспользуемся основ- 
ной системой (33); так как предполагается, что 


Ув: =0, 
то необходимо 


Е=1 =0. 


Мы можем считать, что [, и [, выбраны по линиям кривизны по- 
верхностей (26), поэтому 


р. =9. =0. (38) 
Итак, система (33) примет вид: 
а7 - * 
у =( Р. п" — 4, 008' с + бт) ФЗ, 
4 г= (р, пс — 4: с0$ 9) (311 0%, — с0$ с) - (8; (39} 


условия ее интегрируемости будут: 


311? в {рь®? - р, (4%: — ро?)} — 25811 с с03 сп — 
— {94,6% + а, (49% — ро:)} с03* с + 25 з1п с с03 в (311 001 — с08 с 62)? = 0, (40) 
810? с { (ар — 9") ®. — Рз9®о + 24 + рзою: } + 
+ 25 (р, с08 с + 4, 1п с) (ву 811 с -|- 91? с08 с) 
+ с08° 3 {(44»ь + рэг) з + 4; роз + Ра - аз} + Фо 
- #11 с 08 с { ( — @р, + 4зГ) в, — (44, + рьг) в; — рзро, + 
Ех 939%, — 2р,9:®%*} =0, (41) 
где для краткости принято $=р, + ц.. 
Последнее из этих условий умножим внешним образом на «3, тогда 


310? о {(@р» — 4») оз -- р4®о + ро} + 
+ 608° в {(44; + рзг) во, -- раФо + 939,06. } — 
— $10 < 6085 { (р, — 4.Г) в, + (44, + Рог) вуз -- 2р.д юг} =0. (41°) 


Как соотношение (40), так и (41’) не должно давать конечных 
уравнений для функции с на заданном семействе поверхностей, откуда 
мы получаем ряд условий, к которым надо присоединить и уравнения ` 
структуры. Всем этим условиям, как нетрудно убедиться, можно удовле- 
творить только предположениями: 


Ррз = 4: =0, т = 0, Рз4: = 0; 
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оба случая р, =0 или 4, =0, очевидно, симметричны. Считая, например, 
р. =0, мы получим следующую систему: 


р=г=0, 9=4:0, аГ=-—94[, аГ,=0, а1,=а1, 
44:6, 4109, =0, 44.9: =0, 
ат _ 


С с05* в +6) 9, 45=(%°. 


Решая эти уравнения, найдем 


обеде мб 
> ‚ 5 4: а= @6, 
Г, = —# 00+ 0080, 1,=], [,=1603 0 Ёп 0, 
эт _ 1 . — ; 60$ 0 о ие г 
о) 


где с — произвольная функция параметра 4,. Отсюда следует, что семей- 
ство поверхностей полной энергии состоит из соосных круглых цилин- 
дров (4, = сопзё), линии тока будут винтовыми линиями на них, причем 
их наклон к образующим, будучи постоянным на каждом отдельном 
цилиндре, меняется от одной поверхности к другой по произвольно 
выбранному закону. 

5. В качестве еще одного применения наших основных уравнений 
поставим задачу: определить стационарный поток, для которого семей- 
ство поверхностей полной энергии, некоторое семейство поверхностей 
токов и некоторое семейство вихревых поверхностей об разуют тройно- 
ортогональную систему. 

Пусть векторы репера выбраны по нормалям поверхностей тройно- 
ортогональной системы; тогда л 


Т=УЛ, 20 =2%Г, 
и каждое из уравнений 
01 =0, 9=0, в=0 


изображает одно из семейств тройно-ортогональной системы; в таком 


случае 
(64) =0, (6%) =0, (0)’ в 0 
или 
РЕГ 0. (42) 
Уравнение (32) дает 
20 = . р 


величина скорости будет удовлетворять уравнению (34), условие инте- 
грируемости которого представится уравнением (35). Умножая послед- 
нее внешним образом на ®: и принимая во внимание условие (42) 


и уравнения структуры, мы получим 
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т. е. линии тока— геодезические на поверхностях ®. =0, а потому они 
и плоские, ибо они одновременно и линии кривизны. 
При г, =г.=0 уравнение структуры г’=ар дает 
рз4, =0 
п мы должны последовательно разобрать два предположения: либо 
р. =0, либо 4, =0. 


Случай 1. р.=р.=4.=т.=т.=0 (4, = 0). 
При этих условиях соотношение (35) дает два уравнения: 


2 2 2!’ 
(44, — аг,) АСЯ + 44.0%. | — 91" (4—7) ‹=0, | (44) 
(44, — ат.) во, = 0, 
а уравнения структуры будут: 


{Ч р» + 57: — (рз — @з71) во} в, = 0, 
44% + 44,6% + (41 + 4:) вв. =0, (45) 
{Чт (7; — р:4,) 6, — Р» (Г» + 43) ®,}  =0. 
На основании уравнений структуры, мы можем положить 
ар» #4 + Р, (7: %% — Р.Ф) = 5, х 
(46) 
аг, — рза + г, (1.®%; — Р.®,) = "оз, 
но, в силу второго из уравнений (44) и второго из уравнений (45), мы 
имеем 1=0. Дифференцируя же внешним образом второе из уравнений 
(46), получим &=0 и тогда условия интегрируемости обоих уравне- 


ний (46) будут выполнены. 
Положим теперь 


=, р; 
уравнения (46) дадут 
4= 4$, зш фо: — с03 фе = 45. (46’) 


Введем два новых ортогональных вектора: 


1= 1, зпф— 1, с08ф, 5=1, с08Ф-- 1, Чи 9; (47) 


тогда первая группа урэвнений (4) прамет вид 
— Ф? «8 — 
т=-^ 1, 4,=—-1, %=0. (48) 


Форма ®, вполне интегрируема; она должна приводиться к виду Ва6; 
система (48) показывает, что: 


1) т, Г, суть функции параметра 6 и 
В 
2) отношение — тоже есть функция только от 6. 


Положим в таком случае 


эы о 
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тогда из уравнений (48) получим 


1, = —# 51 0+ ] с0о30, м=Есо8 0+ ут, =, (49) 
где 1, ], К— постоянные орты. 
Нетрудно видеть, что форма 
А=о, со ф-{ 02 п ф 
есть полный дифференциал, ибо 
А’ = а ( — 1п фо; -{ с08 фе?) + 4 (11 фо: — сов фо?) ==0. 
Полагая поэтому 
9, с08 ф -{ 95 811 ф = 42, 
мы получим 
М =с (#03 6 + уз1п 6) + 2, 
т. е. поле потока отнесено к цилиндрическим координатам с, 6, 2. 
Итак, векторы репера Г,, [,, [, определяются формуламн (47), (49), 
основные же формы репера будут: 
Ф, = $1 ф 45 | с08 $ 42, %}=646, %*= —с08ф 45 пф 42, 
р=совф 480, 4=4ф, г=зтф 46. (50) 
Так как каждый из векторов /[, и Г, всегда в одной плоскости 


с постоянном вектором Сы, то ортогональные семейства вихревых по- 
верхностей и полной энергии состоят из поверхностей вращения, име- 
ющих общую ось, именно, ось 02; семейство поверхностей тока, ортого- 
нальное двум предыдущим, изображается уравнением 0 = сопз%, т.е. оно 
представляет собой пучок плоскостей, проходящих через ось 02. Чтобы 
получить окончательные уравнения, определяющие ф, У, ® в более 
удобной форме, мы восстановим основные гидродинамиаческие уравнения 
с формами (50). 
Уравнение неразрывности будет: 


{с АТ (— со; ф 4 + чт ф 42) + Увшф 442+ 
+ с 4 (1п ф 43 -{ соз фа2)} 48 =0 


или 
{ —а (57 сов ф) ас + 4 (31 з1ш $) 42} 48 =0; (54) 
уравнения компонентов вихря дают 
аф 4с 42 == 0, 1 
{25 4с 42 + аУ (п ф 45 + со $ 42) — р 
— У4ф (— с08 ф аз + вт ф 42)} 48 =0, р 
АУ 4с аз =0. | 


Уравнение ГапЪ-Громеки принимает вид 
аН =2Уо (— со; фас + эт ф а2); (53) 
наконец, приравняв нулю дивергенцию вихря, мы получим 
24 ас 4: = 0. (54) 
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Из этих уравнений прежде всего следует, что функции ф, Г, ® 
зависят только отси 2, но не зависят от параметра 0. В силу этого, 
как уравнение (54), так и среднее из уравнений (52) можно проще 
написать в виде 

— а (сУ соз Ф) ас - 4 (сТ чп 3) 42 =0, (51°) 
2% ава а (У вт $) ас а (У соз 5) 42 =0. (52’) 


Условие интегрируемости уравнения (53) будет: 


4% ( — сов ф до + т 42) — "1 ас 42 =0. (55) 


Соотношения (53) а (51) показывают, что Ух и Ус суть интегрирующие 
множители уравнения 


08 == — 08 ф 43 + 1 ф 42=0; (55) 
поэтому 


= =1(), (57) 


где с = сопз%, есть интеграл уравнения (56). т. е. уравнения семейства 
поверхностей полной энергии. Полагая 


— Уве, ЗУзтф= =, (58) 


мы удовлетворим условию (51°); эти уравнения определят нам У! и 59; 
функция ®, определяемая условием (57), удовлетворяет уравнению (55). 

Итак, остается уравнение (52’), которое равносильно уравнению 
с частными производными: 


с 9) (+ =) — 25} (в) =0 (52*) 


в 95 


и оно будет определять функцию с =с (с, 3). 
Перейдем теперь к рассмотрению второго из отмеченных выше 
случаев. 
Случай П: 
Ри = 4, = 4: = г: = г =0. 
Уравнения структуры при этих условиях будут: 


4р., | р:®, + (р: + Рз— ЧэГ+) Фо®ь + р.4:® 30; Ратз® о: = 0, 
44:55 + р. (4+ + г») о + 4:50, =0, (59) 
ат, + р. ( (43 + г») Фо Фо + го, = 0; 


на основании двух последних уравнений, мы положим 


44: = 43%, — Р: (4+ + г») 6 5, я 
@г, = — то + оз + р: (4. +- т) ) 


и тогда уравнение (35) даст 


Е ра (4# + г.) — 57 (4, — г,), 1= — Рз (48 г,). 
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Внешнее дифференцирование уравнений (60) приводит к условиям: 
(4» ть) ( — Чрьоз - ар,оз) ры (ф-т, ое | 
Ч {р (а, 7) (до оз О, 

(Ч, + г.) (— Чр.оз - ар.) + РТР азиз — ру, (а, т,) вал — 
— Рз (4з + З4зт» + 2т,) вв, =0); 


(61) 


отсюда прежде всего следует, что 


Рз (4з + г») =0 


Случай р, =0 нами разобран, если же 4. т, =0, то уравнения (60) 

или (61) дают 
Ча п — 0, 
оке азии: 

Если же 4=г=0, то 17, =003, следовательно, линии тока пред- 
ставляют собой прямые постоянного направления, например, { или 
оси ох. 

Примем р= 4ф; тогда 

Г, = 7 созф--Ёзшф, [,= — | т ф- йс08 $; 


полагая затем 
М = - у] -+ 2, 


мы получим уравнения поверхностей токов и поверхностей полной 
энергии соответственно в виде: 


2 =; 608 ф ау - зш ф 42-==0, 
Т.аМ == ®? == — з1п ф 4у -{ с0з ф а2 = 0. 
Условием интегрируемости этих уравнений будет соотношение 
4х ау 42 =0, 
показывающее, что ф есть функция (произвольная) от у и 2, но не 


зависит от х. 
Таким образом, в данном случае наша тройно-ортогональная система 


поверхностей состоит из семейства параллельных плоскостей (вихревые 
поверхности) и двух ортогональных семейств цилиндров с осями, перпен- 
дикулярными  плоскостям первого семейства (поверхности тока 
и поверхности полной энергии). Уравнение (34) здесь дает 


= + 7 (с) =с0п8% 


и, следовательно, величина скорости постоянна на каждой отдельной 


поверхности полной энергии. 
6. Рассмотрим теперь случай, когда семейство поверхностей пол- 


ной энергии представляет собой семейство параллельных плоскостей 


(2 = с0пз%); тогда 


Н =} (2); 


6 Известия АН, серия математическая, № 5 
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мы можем в таком случае выбрать Г,, [,, [, по неподвижным ортам 
, ]› К декартовой системы и, следовательно, р = а==г = 0. 
Уравнения (33) примут вид 


ат И 
у =: 42 14+ у; 4, 


(62) 
4 =ч14х—ау- (аз; 
положим 
У? 
н=5. +0=1(2); 
тогда первое из уравнений (62) примет вид 
40 - У? ($ 4х +тау)=0, (62”) 


откуда следует, что О не зависит от 2. 
Из уравнения (62’) мы имеем 
40 Иа 
Е = ре 90 р 7 = 5 99 Е 
0$ т? ду 


Подставим эти выражения в условие интегрируемости второго из урав- 
нений (62); тогда 


Но последнее соотношение при условии } +0 может выполняться 
только в случае О = соп8& = О.- 
Итак, общее решение представится в следующем виде: 


=» 2+0=0, в=(), 


__ 4(У 9 с) ь: — 97 608 9) 


У =У (Е 605 с ] 1 с), = Е т } 


ф* = 0, 


где }(2) и с(2) — произвольные функции. В каждой плоскости 2 = соп8% 
и линии тока и вихревые линии будут пучками параллельных прямых, 
причем вихревые линии пересекают линии тока под постоянным для 
этой плоскости углом. 


$ 4. Конгруенции линий тока 


1. Предположим, что поле векторов ([,) огибает конгруенцию 
линий тока, и примем 


И Е. 


Последнее соотношение даст нам три уравнения: 


«1 ты 4Т оз 
а=у=р.+ У} о ) | 
пре 4х8 
авы, р (63) 


у=- (р +9); | 
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уравнения Гельмгольца будут: 
(4%*- «49 — г) 916; = 6-4, 
(а ®'^—®?р) Оо = — 9-р, 


к. (64) 
(46° + ®*р — 914) вю: = 0 7? 
(9: = ф\юзф, + Фо, - о? ото); 
наконец, уравнение неразрывности примет вид: 
ау 
ов — РФ, + у в. = 0. (65) 


> &3 
Последнее из уравнений (63) показывает, что отношение у Равно одному 


из геометрических инвариантов. конгруенции линий токов (именно, 
двойной третьей кривизне с обратным знаком); отсюда тотчас вытекает 
известное предложение: чтобы конгруенция линий токов допускала 
ортогональное семейство поверхностей, необходимо и достаточно, чтобы 
вихревые линии были ортогональны к линиям токов. Из уравнений (63) 
и (65) мы получим 


= (Бе + (а— р) + (р, —4,) 9; (66) 
два первых уравнения. (64) дают 
(4а— 6") во? = {а(—р,-{ 24,) - 64, } в0? 0, 
(46 аг) вю, = { — ар 6 (— 2р, + 4,)} в; | 


третье уравнение системы (64) после подстановки значения ®* примет 
вид 


(67) 


1) 
0 
1 
0 


а4:— р. -+Т=0, (68) 
где 
а (р, + 4.) 103 = 2Тозозо 
Итак, для выбранной референции мы имеем основную систему 
уравнений (66), (67), (68). Внешнее дифференцирование уравнения (66) 
дает: 


(44: — 46) в + (4а— ар.) о + (ар, — 44) ®%, + (р» — 9,) (4% — рвь) | 
+ (4, —6) (т®? — 408) + (а — рз) (р, — тв) =0; (69) 
умножая внешним образом поочередно это уравнение на 4%, %,, ®., 
мы получим три соотношения: 


{2а (р. —49,) — РзЧ: — 4+ (4» + Гз)} о оо = 
- а(р» — 4,) 0 о + арз®о®, =0, 
{26 (р: — 9:) + Рз (Р: + Гз) - 9зРз} 6,0, — 
о .- ея 41) о Е 443959, = 0, | 
4 (а— р.) ®%®, — 4 (4; —6) ®.5, о 
+ {(498 — В) г, - (а— рз) г, — ини тать 


Если р.— 4, Е 0, то два первых из этих уравнений определят а и 6; 
исключая эти величины из всех остальных уравнений, мы получим 


6* 


(69*)} 
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те условия, которым должна удовлетворять конгруенция линий, могущая 
служить конгруенцией линий токов; если они выполняются, то вели- 


чины У, %', %?, %* определятся с произвольным постоянным множи- 


телем, одинаковым для всех четырех величин. Так как этот множитель 
не имеет существенного значения, то мы можем сказать, что всякая 
(допустимая) не минимальная конгруенция линий токов определяет 


единственный поток. 
2. Предположим теперь, что мы имеем минимальную конгруенцию: 


р.—4,=0; (70) 
тогда два первых уравнения (69*) не будут определять а и 6, но дадут 
два добавочных условия на конгруенцию: 

(р — 9эт) 656% — (РзЧ1 + 4:9») АТ = 0, (11) 
(44 + Рэг) ве + (РрьРь + 45») вю, = 0 
Возьмем дифференциал уравнения (68): 


4:аа— рзаб-+ аа4. — бар, + аТ =0; (68°) 


умножая это соотношение внешним образом на ®%,, мы получим 


Положим 
ар. — 4зг = а, + а, + (рз4, + 4з4-) 93, \ 
44: | рз" = 6,8, 6, — (р.р, | 9зР.) 5, (73) 
АТ = о - 6.08; | 


тогда, удовлетворяя уравнениям (67), (69*:3) и (68’), найдем 


да—5'— Зона М ва ат (д, +04») в, 
4$ Чз (74) 
Фар ® = а: | ра (ар, бр.) в? 


Рз Рз 
где 
® = 4.6; — рз®о, М =а(р:р, + 4зр,) +6 (р.а, - аза.). 


Внешнее дифференцирование обоих предыдущих уравнений приводит 
к одному только соотношению вида 


(40 — 6.01 — 0,02 — 0.03) о =0, 


из которого не получится никаких конечных условий на введенные 
уже функции; поэтому поставленная задача имеет бесчисленное множе- 
ство решений (с одной произвольной функцией от одного аргумента). 

Нетрудно видеть, что в силу условий (71) указанная выше форма ® 
будет. удовлетворять соотношению 


ч%— 0, (15) 


т. е. наша минимальная конгруенция линий является полуспециальной. 
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Кривизна линии конгруенции определяется формулой: 

1 22 
0? == Рз-Е Чз; 
отсюда; на основании условий (71), получим 


ар 
р 


__ 43Р2 + ЧзРз (Р1 — 92) — 91 12 з 
= = " ‘о, , (76) 


я 
[0] 
: р +93 


со 
но коэффициент внешнего производения правой части есть нормальная 
кривизна псля ([,) по направлению р.[,--4.[,, т. е. по направлению 
бинормали линии конгруенции. 

Таким образом, равенство (76) обозначает, что вдоль линии кон- 
груенции 


аш 1 
ЕЕ (76’) 
Легко установить, что, обратно, из условий (75) и (76) вытекают усло- 
вия (71). 
Итак, минимальная конгруенция линий может быть принята 
за конгруенцию линий тока только тогда, если 
1) она полуспециальная, 
2) удовлетворяет условию (72) и 
3) если логарифмическая производная радиуса кривизны линий 
конгруенции, взятая по направлению касательных, равна нормальной 
кривизне конгруенции по направлению ит бинормалей; 
при этом на такой конгруенции линий токов можно построить 
бесчисленное множество потоков (с одной произвольной функцией). 
Еще большую степень свободы выбора потока мы получим, если 
минимальная конгруенция будет прямолинейной (р,:=д.=0); тогда 
условия (71) выполняются, конечное соотношение (68) между а и 6 
пропадает и эти два компонента вихря будут связаны только тремя 
дифференциальными ‘уравнениями, именно, двумя уравнениями (67) 
и уравнением 
(4а — 6) ®?оз -{ (46 - ат) ов =0. (69*:3) 


В этом случае из уравнений структуры следует 


{а (р. —9,) + (2р,4, — р: — 41) 68} 95, = 
или 


Р:4>› — Р›4: = 0 (рз =—9 == 0), 


но это последное условие обозначает, что либо одна из форм р или 4 
равна нулю, либо обе эти формы линейно зависимы. Разберем последо- 
вательно эти случаи. 

Случай 1[: р=а=0. Поле (1,) допускает семейство ортогональ- 
ных поверхностей (ибо р, -| 4, =0), но а[, =0 во всем потоке, следова- 
тельно, это семейство состоит из параллельных плоскостей; поэтому 
во всех точках потока мы можем взять реперы с осями постоянных 
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направлений #, |], К и положить 
АМ =гах- 1 4у+ Каз. 


Вся основная наша система кинематических уравнений сведется к урав- 


нениям: 


97 
—- Е = В 3 — 
Уа=о у Уб=о ЕЙ 0, 


У=уЕ, аУахау=0 (У=У (т, У)), 


Все линии тока еуть прямые, параллельные оси 00, величина скорости 
У =У (5, у) — произвольная функция от хи у; семейство цилиндров 
У == сопзф будет семейством поверхностей полной энергии, вихревые 
линии будут сечениями этих цилиндров плоскостями, перпендикуляр- 
ными линиям тока. 

Случай П: р=0, 4-0, 4, =9,=0. Тогда формы 4 и г линейно 
зависимы и каждая из них есть полный дифференциал; положим 


а=^ 4$, г=—#ка$; 


мы можем считать, что векторы [,, Г[,, [, соответственно параллельны 
касательной, главной нормали и бинормали некоторый пространственной 
кривой Г, имеющей кривизну ^ и кручение в. Так как 


4 = 4:0. = ^ 4$, 


то поле [,($Ф) имеет ортогональное семейство поверхностей ф = с0п$%, 
т. е. семейство плоскостей. Пусть 1=1($) будет расстояние какой- 
либо плоскости этого семейства от начала координат, тогда мы 
можем принять 


М =зЬ + .-Ы,, 
а потому 
к . а а 
в, = 4 + (16+ А) 4, ®,=(л = 5 = 4 — ^5 43; 
в каждой плоскости ф = с0103 ливии тока будут прямыми постоянного 
направления /, ($). 
Основные уравнения (66), (67), (69*:3) сводятся к следующим: 


Е 46 &аФ=0, г,= — М, = -—Уц,, 


У А 
4а4: 4ф=0, даа 4. -- + абозо: — 763 Е аф а; =0; 


два последних соотношения дают уравнения: 


да 9 96 Об а д 
я {м -  я} +, м-ыь 


условия интегрируемости которых выполняются, ибо 


причем 6 — произвольная функция от & и ф. 
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Итак, конгруенция линий тока получается следующим образом: 
возьмем произвольно однопараметрическое семейство плоскостей, имею- 
щее ребро возврата Г; тогда в каждой плоскости семейства линии 
тока будут прямые, параллельные соответствующей касательной кривой Г. 

Случай П1: ри 4— зависимые формы; мы можем принять 


р = №, 4 = во, 
но из уравнения структуры 
р’ = ло ЕАО! = гро 
следует, что ®’о =0. Таким образом, мы можем положить 
р=Ааи, 4=—в ай, т=40. 
Принимая, что 
[= созо-+тзшо, [,= — то -+- 1 с035, 
на основании уравнений (4), найдем 
аа в (— —71) Чи, 
р 1 й р 
где 


Г . 4 а 1 
о ам —лаяпо-ы с080=-. 


Из этих уравнений следует, что 1) т, &, [, суть функции только от и 
и 2) 1, [,Е могут быть приняты, соответственно, за направления 
касательной, главной нормали и бинормали некоторой пространствен- 
| > е 1 1 

ной кривой Г, имеющей кривизну и кручение - . Условия, что иско- 
мая конгруенция линий тока прямолинейна: 

2..2 а 

ре, =0, 4%, =0 

сводятся к одному соотношению: 4и 1 =0; условие, что конгруенция 
минимальная: 

розу — 4053 == 0 
дает соотношение (^%1— в?) 4иоз =0. Два последних соотношения 
показывают, что формы 4и, ®!, ®, линейно зависимы, именно зависи- 
мость 

01 — ро? == А 4и; 


но в таком случае уравнение 
а р 
Ло, — рог = 0 


дает семейство поверхностей и ==с0108%, ортогональных к векторам 


< |-31 


мы = 


т. е. к полю векторов, выходящих из точек потока параллельно вектору 
Дарбу триедра Френе кривой Г, следовательно, это семейство будет 
семейством плоскостей. Указанное однопараметрическое семейство 
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плоскостей будет определено, если, например, мы зададим их рас- 
стояния от некоторого начала в виде произвольной функции пара- 
метра и. Прямолинейная минимальная конгруенция линий тока таким 
образом будет построена; основные кинематические уравнения потока 
будут совместны, как указано выше в общем случае. 


3. Будем искать теперь все случаи потоков, когда линий тока р— 
прямые; тогда прежде всего 


и уравнение (68) дает 
(ар, + 44,1? = 0. (78) 
При. условиях (77) из уравнений структуры мы получим 
ар, в. | (р:41 — Р.Р. — Р=Гз — 9:Гз) ФФ, =0, 
44.9 ®, + (— р-9» - 4:4. + 9.гз + Рэгз) АО =0, 


откуда, на основании (78), сейчас же найдем: 


(р, — а!) (р. + 9:) = 0. 


Итак, если конгруенция линий тока прямолинейна, то она либо 
минимальная, либо допускает семейство ортогональных параллель- 
ных поверхностей (в последнем случае линии вихрей ортогональны 
к линиям тока). Первый случай нами разобран выше, остановимся 
на втором. Направим [; и [, по линии кривизны поля ([,), тогда 


р. =9,=0, (79) 
а уравнения структуры будут 
@рь®% + ру, — (Рр» + 41) Гз®о®ь + (Р» + 9,) г.в» = 0, 
до — (рь 4.) туозоз + роз + (+4) т, 90. = (0 
Отсюда получаем 
(Рь + 9,) г: =0. 


Если р,+4,=0, то при условиях (79) линии кривизны неопре- 
деленны, поэтому семейство поверхностей 


ве 
в = 0 (81) 
состоит либо из семейства параллельных плоскостей, либо из семейства 
концентрических сфер; если г, =0, то семейство «= 0 есть семейство 
Ламе. 
В первом случае мы можем считать каждый из векторов Г, Г,, Г, 


постоянного направления (соответственно по осям неподвижной системы 
координат) и тогда 


Р=ЧЕгЕ==О0, 
аУ = —о' 4+ ®'4у, 4%'ахау=0, 45’ахау=о0, в=0 
или 
поза и ооОДневИ 
Ол х ао’ 


где У — произвольная функция от хи у. 
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Во втором случае мы можем принять АМ =а(В1,) и тогда 
.=А4, = — Ар, ,=4В, 
4 =4=0, 4.=, Р=рь=0, р.=—т 
а уравнения (69*) дадут: 
й — ©). 0-0) 


т. е. мы получаем потенциальный поток по лучам, выходящим из 
неподвижной точки. 
Наконец, в третьем случае, если г, =0, то уравнения (69*) и (80) 
дают 
а 1 2 2 23 
ар» = $ ( — го, + г.в, )—2а (р. — 41) о - Р2%,, (=р +4.) 
= 1 2 213 0.2 1 
44, = $ (— т, ®, + г:®,) —26 (р, —4,) %, — 01%,. 
Внешнее дифференцирование этих уравнений и получаемых конечных 
соотношений приводят к условиям 
0—0, 5 =, =0. 
Если 5=0, то мы получим два предыдущих случая; если же г=0, 
р. + 0, 4=0 (или симметричный случай: г-=0, р=0, 4, +0), то вся 
наша система сводится к условиям 


1 


Ре - м -=ЯК, 4, = С0И8Е, 
М =Г+ ВГ,, =, ф =0, УЯ= 6008 


и мы получим потенциальный поток по прямым, расходящимея пер- 
пендикулярно к некоторой постоянной оси. 

Итак, линии тока могут быть прямолинейными только либо 
в случае минимальной конгруенции (случай п. 2), либо для потенциаль- 
ного потока (три случая, указанные выше). 

4. Исследуем теперь вопрос, при каких условиях величина скорости 
постоянна во всем пространстве потока. Из уравнения (66) прежде 
всего следует, что 


а=р., 6 = 4, р. —4, =0; 


последнее условие обозначает, что конгруенция линий токов — минималь- 
ная. Условие (68) дает 


4(р, + 9:) в, =0, (78) 
а два первых уравнения (69*) примут вид 
(Ар: — 4эГ) ву, — (Рз4: + 939+), = 0, 
(44: Е Рзт) оъ®ь + (р»р + 4»), = 0. 
Возьмем форму 


(71’) 


Ка 43®5 — 2:08; 
нетрудно проверить, что внешняя производная этой формы удовлетво- 
ряет условиям 
(фу =0, (6/8 =0 (0/0, (82) 


506 С. С. БЮШГЕНС 


из которых два первые выполняются на основании уравнений (71°), 
а последнее —на основании уравнения (78) и уравнений структуры. 
Соотношения (82) означают, что 


(«)'=0, (82') 


т. е. что конгруенция линий тока есть специальная минимальная 
конгруенция. Обратно, если поле (1,) есть специальное минимальное поле, 
то из уравнения (82) и уравнений структуры вытекают условия (71°) и (78'), 
а тогда способом, аналогичным способу п. 2, легко обнаружить, что 
кинематические уравнения потока будут совместны. 

Итак, специальная минимальная конгруенция может быть принята 
за конгруенцию линий тока, и только в этом случае мы получим 
постоянную величину скорости во всем пространстве потока. 

Из уравнения (66) следует, что величина скорости будет постоян- 
ной вдоль каждой линии тока, если выполняется условие 


р. —9, =0, 


но в п. 2 мы подробно выяснили, при каких условиях конгруенция 
линий тока может быть минимальной. Таким образом, все потоки, 
найденные в п. 2, будут обладать тем свойством, что величина скорости 
остается постоянной вдоль каждой линии тока. 


$ 5. Винтовой поток 


1. Винтовым потоком будем называть такой стационарный поток, 
в котором вихревые линии совпадают с линиями тока, иначе говоря, 
поток, в каждой точке которого направление вихря совпадает с напра- 
влевием скорости. 

Винтовой поток характеризуется условиями 


ФУР =0, (83) 

2% = го У = И; (84) 

так как дивергенция вихря равна нулю, то из этих уравнений следует 
У вгаа & =0. (85) 

Таким образом, линии токов винтового потока располагаются на семей- 


стве поверхностей 


& = я — 0186, (86) 
т. е. на таком семействе поверхностей, для (точек) каждой из которых 
отношение величины вихря к величине скорости постоянно. 

Выберем какое-нибудь семейство поверхностей токов винтового 
потока и пусть поле нормалей этого семейства будет полем векторов /,; 
тогда это семейство поверхностей будет изображаться уравнением 


= 0, (87) 
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которое должно быть вполне интегрируемо; следовательно, в нашем 
случае 


р: + 4. =0. (88) 
Скорость потока может быть представлена в виде 
У =У (1, с03-- [, п в) (89) 


и тогда уравнения (83) и (8%) преобразуются к виду 


ау : : 
[созе Чу — то (а +7) 02 0 [ по бу 0089 (ав + 5} оз в -- 
+ (ряпс— 4508 6) в: в? =0, 
&, ©? {бло у +008 (4+ т)} — 02 (ртс —4с03 9) 
+ 2 с03 с ®, 9? 8 =0, ; (90) 
— 00 2 [сова Чу — та (4а +1) } + 9? 3 (рп — 9 с03 в) + 
+ 2 11 0%, 0? 68 =0, 
ош [по 97 +08 в (49- Зо ЧТ пс (а = 
— 6565 У г) Н®о%х 1 с089 у — пс (4в-т) г =0. } 
Примем для краткости 
Г. = р» 1? в - (р, — 4») 311 с с08 < — 4, с05* в, 
М = р, 11° < — (р, 4,) 91п с с08с -+ 4. 03° в, 
№’ = р. созс | 49: тов, № = р. то — 4, с036; 
тогда, на основании уравнений (90), мы можем положить 


ай Ее № 2 3 
У ых ОЙ ЗЕ То Е Го, (91) 


ав + г= (1+ № яп в) &1 — (&+ № соз с) в — (М 4$ 2) в, 


где &, у должны быть выбраны так, чтобы выполнялись условия инте- 
грируемости этих уравнений. Уравнения (91) являются основными урав- 
нениями винтового потока. Величина Г. будет изображать нормальную 
кривизну линии тока на поверхности тока (87), ибо для смещения вдоль 
линии тока 


мы как раз получим 


1 о 41 
в = — (1, созс-{ 1, в1п в) 


__ рам Оо. р 
45 


Таким образом, первое из уравнений (91) показывает, что логариф- 
мическая производная от величины скорости по нормали какой-либо 
поверхности тока равна нормальной кривизне линии тока на этой 
поверхности. Нетрудно убедиться, что величина М будет на поверхности 
тока геодезическим кручением линии, ортогональной к линии тока, т. е. 


и 
За 


9 (+5) 
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С помощью уравнений (91) можно найти те условия, которым 
должно удовлетворять какое-либо семейство поверхностей токов винтового 
потока, в частности, семейство А = сопз%, а также найти те случаи, когда 
на данном семействе поверхностей токов можно построить бесчисленное 
множество потоков; однако решение этих задач требует весьма длинных 
вычислений. 

2. В качестве одного из примеров приложения уравнения (91} 
рассмотрим те случаи, когда семейство поверхностей токов состоит 
из семейства плоскостей или семейства сфер. 

а) Допустим, что семейство поверхностей тока состоит из семейства 
параллельных плоскостей, тогда [, = сопз&; можно принять, что и векторы 
Г, и Г, постоянны, а потому 


Р==Ч==гГ==0 
и система (91) принимает вид 
4АшУ = ат 74у, 4‹=тах —ау-— 2Каз; 
отсюда следует, что 


О Е 


ду? 

Таким образом, из всякого плоского безвихревого потока мы можем 
получить плоский винтовой поток. В сэмом деле, если х(х, у) иф.(т, у) 
представляют собой потенциал скорости и функцию тока какого-либо 
безвихревого потока, то, полагая 


ШУ=ф (5, у), = — (т, у)—2 | 44, 


ИЛИ 
ШУ ф(2, у), э=9(2,у)—2 \ #42, 


мы получим винтовой поток, линии тока когорого располагаются в парал- 
лельных плоскостях. 

Повидимому, не представляет особых трудностей и исследование тех 
случаев, когда семейство поверхностей токов представляется и другими 
семействами плоскостей. 

Ь) Перейдем теперь к рассмотрению случая, когда семейство поверт- 
ностей тока винтового потока представляет собой семейство концен- 
трических сфер. 


Возьмем на единичной сфере какую-нибудь ортогональную систему 
координат 


аГ: =е4и*- г 4е*, 


векторы /, и Г, направим по касательным к координатным линиям: 
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тогда 
р=—У вас, а=Уечи, 
ПВ У? 1 1 УЕ 
т = УЕ о И В 4с. 


Уравнение структуры сводится здесь к одному условию гауссовой 
кривизны сферы 


не) 
Какая-либо точка потока может быть определена вектором 
М = ВГ,, 
где А— третье независимое переменное; отсюда следует, что 
аМ = В (а1, — р/,) + 1,48, 
а потому 
о: = Аа=АВУе4и, о:= —Вр=ВУ 84, «=аВ. 


Основные уравнения (91) принимают вид: 


5 = ВУ еда +18 У 84 — 4%, 
4«-+г=чВ У е4и — ВУ в45— ав, 
‘их условия интегрируемости будут: 
а((ВИе) ав-+а(чВУ =) 4ь=0 
а(1ВУе) 4и—а (ВУ =) а--+ ре о аВав—0. 
Первое яз этих уравнений показывает, что функции Аб и Вл не зависят 
ют А, а тогда второе уравнение распадается на два условия: 
а(тВУе) аи —а (ВУ в) ас У ев аи 4 =0, 
акаВ =0. 
"Таким образом, мы можем принять 
ый о 
вуе ди’ Я ВУ; до ? (А), 


и функция ф должна удовлетворять единственному условию: 


И=*)+2(И/-%)-У=. (93) 


Итак, существует бесконечное множество винтовых стационарных 
потоков, имеющих семейство поверхностей тока в виде семейства 
концентрических сфер. 

Величина скорости и угол с последней с координатной линией 
о = с0п36 на сфере определяется уравнениями: 


41 (УВ) =4Ф, 43+ г=и = 29 ие" 7% ф_—2%(В)ав, (94) 


Иен в 


(92) 


= 
6 = 


условия интегрируемости которых выполнены. 
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а. по И ОЕ ИАН ВИ НВИНЕВЕ ВЕНЕВ 
Если Ё непостоянно, то семейство концентрических сфер будет 

некоторым специальным семейством поверхностей токов, именно семей- 

ством 


« 

Е = — 
У 
Величина К, в силу своего произвола, может быть взята и постоянной, 
тогда мы получим частный случай винтового потока, для которого 
отношение величины вихря к величине скорости всюду постоянно. 

В качестве специального примера найденного винтового потока 
рассмотрим случай, когда на каждой сфере все линии тока составляют 
постоянный Угол с с линиями © = сопзё (на сфере), т. е. потребуется. 
чтобы 

дс дв 
—=0 


= —- —© 
ди 2 90 ` 


В этом случае второе из уравневий (94) дает 
9% ( дтУе 
аира: 


откуда 
93 шУе _ 0 УЕ 
909 "Ошо › 


т. е. здесь на сфере мы должны взять любую изомет рическую систему: 


Ие= ИЕ= Х (и, 5). 


Уравнение (92) обращается тогда в уравнение кривизны сферы и мы 
получим 


У=ж, °=-2 #48, 


где С — произвольное постоянное и = (А) — попрежнему произвольная 
функция от В. 

3. Отнесем теперь винтовой поток к конгруенции его линий тока. 
Пусть Г, направлен по скорости потока: У ==УГ,; уравнения движения 
(83) и (84) дадут здесь соотношения 


ат В 
495 о — р® в, -- 7 6, = 0, 


ау 
рей ®* -у 96, =0, 


ат 
— 96% + у 6% =0, 
— 2кооо, = роз, - 90% 6%, 
откуда 
ат 
у = 49: % — Ро, + (р, — 41) %, 


(95) 
2К = — (р. + 4). 
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Условием интегрируемости первого из этих уравнений будет: 


(44, + рэг) ®, — (4р, — 4.г) в? {+ а (р, —4,) ®— 
— (Р-Р + 4:4) ®% + (р, — 9,) (48% — ро) =0 (96) 


и это будег единственным условием, которому должна удовлетворять 
конгруенция линий, чтобы она могла быть принята за конгруенцию 
линий тока некоторого винтового потока. 

Возьмем вектор кривизны 4.1, — р,[, линии конгруенции и прибавим 
к нему вектор по касательной, отложив на нем среднюю кривизну 
р. —4. конгруенции, т. е. составим вектор 


= 431, — Рз/» + (р. — 4,) 15; 
тогда первое из уравнений (95) примет вид 


ЧИ 
п условие (96) обозначает, что вектор Г дает поле градиентов некоторого 
семейства поверхностей. 

Итак, для того чтобы некоторая конгруенция линий могла быть 
принята за конгруенцию линий тока винтового потока, необ тодимо 
и достаточно, чтобы поле инвариантных векторов конгруенции, 
построенное указанным способом, было полем градиентов какого-либо 
семейства поверхностей. 

Умножая уравнение (96) на ®: и используя уравнения структуры, 
мы получим. из него следствие: 


4 (р, + 4) ®, в: =0, 


т. е. & постоянно вдоль каждой линии тока; это опять дает известную 
теорему, что линии тока лежат на поверхностях 


= я = с0186. 


Минимальная конгруенция (р, — 4, =0) может быть принята за кон- 
груенцию линий тока винтового потока, если форма 


Ф = 4:6, — Рз 6% 
будет полным дифференциалом, т. е. если минимальная конгруенция 
будет специальной. 

5. В качестве одного из применений уравнения (94) поставим себе 
задачей определить такой винтовой поток, для которого величина ско- 
рости была бы всюду постоянной; в этом случае необходимо, чтобы 


рз = 4: =0, р. —4:=0, 
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т. е. конгруенция должна быть минимальной прямолинейной (такую 


мы нашли в п. 2 $ 4). Очевидно и обратное, если минимальная прямо- 
линейная конгруенция удовлетворяет условию 


—Ж=р, +9. ЕЕ 0: 


то ее можно принять за конгруенцию линий тока винтового потока 
и для последнего величина скорости будет всюду постоянной. 


Поступило 


Научно-исслед. институт математики 
10. У. 1947 


Московского гос. университета 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 


12 (1948), 513—554 


М. А. ЛАВРЕНТЬЕВ 


ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА ТЕОРИИ КВАЗИ-КОНФОРМНЫХ 
ОТОБРАЖЕНИЙ ПЛОСКИХ ОБЛАСТЕЙ 


Доказывается существование и единственность квази-конформного от- 
ображения, соответствующего сильно эллиптической системе уравнений, 

для двух заданных плоских областей. 

В 1943 г. мною было введено общее понятие квази-конформного 
отображения, соответствующего : данной системе дифференциальных 
уравнений в частных производных (!’): гомеоморфное отображение 
области О на область А 


и=и (т, у), о=5(т, у) (1) 


называется квази-конформным отображением, соответствующим систе- 
ме уравнений 


› дд’ ду’ дх’ оу 


ди ди до 45 
Ф, А: о } 


Ф, [2 у, и, о — ие >) = 0, | @ 


если функции и(х,9) и 0(х, у), осуществляющие это отображение, 
удовлетворяют системе (2). 

В той же заметке было введено геометрическое понятие сильно 
эллиптической системы (2). Напомню это определение. Выделим для 
произвольной пары соответствующих точек отображения (1) главную 
линейную часть этого отображения: 


Оо (9 


о — 0 =0, (2 — 4) 0, (У— Уь). 


Рассмотрим в плоскости и, 0 единичный квадрат с вершиной в точке 


= и сторонами %%:, о», 
*— 


и — = (и, —)е $ 


и обозначим через у угол, образованный вектором %.%, с осью и: 
и. — Фе. 
При отображении (3) рассматриваемый квадрат будет соответствовать 


некоторому параллелограму Пу; пусть при этом точки %., ®,, 9, 
соответствуют точкам 25, 21, 2». 
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Положим 


14 22—25 
И е *, а УГ И’. У. .А-=4, 


где ЛД — определитель преобразования (1) в точке 2, =. + у, 


А 2% у 


х би 
При любом фиксированном у введенные величины И’.,, &,, И’, и 0., полно- 
стью определяют параллелограм П, и могут быть элементарно выра- 
жены через коэффициенты преобразования (3). 

Соотношения (2) могут быть заменены двумя соотношениями между 
характеристиками отображения ТУ, в, И’ и 0: 


(4) 


Система (2) называется сильно эллиптической, если при любом 
фиксированном у в представлении (4) нашей системы будут выпол- 
няться следующие условия: 

1° Функции Р, и ЕЁ, однозначны и непрерызны при всех значе- 
ниях аргументов. 

2° Существует положительная постоянная #Ё такая, что при всех 
значениях аргументов имеем 


И’, = Е» (Г, “у; ‚у, и, 5), 
бу == РО) (У, в; <, у, и, 0). 


бе О. 


3° При любых фиксированных 9., 5, у,и‚,о функция Ё, монотонно 

возрастает относительно Т.,И, > 0: 
9Е 
а А — 0: 

Квази-конформные отображения, соответствующие сильно эллипти- 
ческим системам, обладают многими свойствами конформных` отобра- 
жений. Часть этих свойств была отмечена в моих заметках (*), (?) и (3). 
В данной статье я имею’в виду дать доказательство основной теоремы 
теории: 

Каковы бы ни были две области О и А, ограниченные кусочно глад- 
кими кривыми, и две положительно занумерованные тройки точек гра- 
ницы 0:31, 3..2 и А: м, 9, %, * и какова бы ни была сильно эллип- 
тическая система (4) с равномерно непрерывными частными производ- 
ными функций Е, и Е,, всегда существует единственное квази-конформ- 
ное отображение, соответствующее (4) и переводящее ПО в А с соот- 
ветствием тройки 3:,5.,,2, тройке %., %,, %.. 

При доказательстве сформулированной теоремы мы будем сущест- 
венно опираться на ряд предложений, установленных пами раньше (3). 
Приведу эти результаты. 


* Положительному обходу областей Р и А соответствует встреча точек з и 
в порядке 1,2, 3, 4,... 
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ТЕОРЕМА 1. Если квази-конформное отображение (1) соответ- 
ствует системе (4), то характеристаки этого отображения Г =У и а= 
удовлетворяют следующей системе уравнений: 


и ду да 
г. = а, м Эь Е 43» | 


да (5) 
=Ь 5 ди ИНЬ, в + 8» ) 


где коэффициенты а и 6 суть ‘функции координат и характеристик 
И 5 


т _ 9 90 У \ 
Ч: | ‚оу, Е да № 
аз НИ ЕЙ сова УЗ 5 =} 665 0— 
т р 
Иа г. т. (5') 
10 @ ГО 
р, ый 8], 
= в сова оу та. 


Если дополнительно известно, что система [(2) сильно эллиптична, 
то система (5) эллаптична и 6, > 0: 


— 44,6, — (6, —а,)* > &> 0, 


где К — некоторая положительная постоянная. 

Для дальнейшего, наряду с характеристиками У и «, мы будем 
пользоваться «плотностью» А и «наклоном» т линий тока. 

Примем в отображении (1) х и за новые независимые перемен- 
ные, тогда у и ип окажутся функциями хи 5: 

у=у(х,5), и=и(х, 5). (6) 

Первое из уравнений (6) при о =сопз& будет давать «линии тока» — 
линии области О), которые при отображении (1) переходят в прямые, 
параллельные оси и. Величины В и т мы определим как производные 
) соответственно по 0 и по 1: 


Если система (2) сильно эллиптична, то функции АВ и ` будут 
удовлетворять эллиптической системе уравнений: 
дВ _ дт у 
дд 9’ ` (7) 
98 д* д° ! 
д РВ РВ 


где коэффициенты а, 6, с могут быть выражены через ранее выведенные 
величины. Полагая 


а = (в &— с 8), 
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будем иметь 
а=1? со3* а [а,6, — (а, + аа) (6, -а.]], 


> д 1 
Ь = У с03 9 [“+4.+у + а] ; 


с [В а, бо У В +В (+44) |, 


причем 


— рые > И 60а > 0. 


где А— положительная постоянная, определяемая постоянными, харак- 
теризующими условия сильной элЛиптичности системы (2). 
Заметим, что коэффициенты а, 6, с можно рассматривать как задан- 
ные функции координат и величин В и т: 
о ЖИ 


— 05а’ 


<= фо. 


Система уравнений (7) эквивалентна одному уравнению: 


г 90 9?у 
РЕ. (8) 


а 


В случае, когда в системе (2) функции Ф не зависят от у и и, 
коэффициенты а, 6 и с будут зависеть только от независимых перемен- 
ных 10 и от частных производных первого порядка функции 
у= 9(2, 5). 

Наряду с отмеченными свойствами сильно эллиптических систем, 
для доказательства основной теоремы нам понадобится еще ряд новых 
свойств линейных систем. 

$ 1. Линейные системы. Введем одно новое геометрическое поня- 
тие. Пусть в единичном круге |5| < 1 заданы две непрерывные функции: 


ии (2, 9), э=5(, у). (9) 


Мы скажем, что отображение (9) квази-однолистно в единичном круге, 
если функции и и © можно доопределить в круге |2|<2 так, чтобы 
соблюдались следующие условия: 

1° новые функции непрерывны в замкнутом круге |;|<2; 

2° расширенное отображение переводит взаимно однозначно окруж- 
ность |2|=2 в некоторую окружность | %|= А так, что положитель- 
ному обходу |2| <2 соответствует положительный обход |%|< В. 

Пусть теперь функции и (5, у) и о (5, у) заданы в произвольной одно- 
связной области В и А есть образ О). Мы скажем, что отображение (9) 
квази-однолистно в О, если Ди А можно гомеоморфно отобразить 
на единичные круги || <Ти || <1 так, что получающееся отсюда 
отображение |<| < 1 будет квази-однолистным в круге | <|<1. 

Во всем дальнейшем мы будем рассматривать отображения (9) при 
условии, что функции и(х, У) и 5(5х, у) обладают в отображаемой обла- 
сти кусочно непрерывными частными производными. 
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Введем обозначения: пусть ). есть спрямляемая простая замкнутая 
кривая, расположенная в области О. Положим 


у- И)" во 


А 


4и ао . 
где производные 3. и 5. берутся по элементу дуги 45 линии ^, а О (^) 


есть область, ограниченная кривой »Х. 
Установим два элементарных предложения относительно введенных 
понятий. 
ЛЕММА 1. Если отображение (9) квази-однолистно в 0 (^) и если 
в О (^) 
и’ о’ < В, 
то 
5 (^) <«В°. 


В самом деле, в силу инвариантности квази-однолистных отобра- 
жений относительно гомеоморфных преобразований, мы можем предпо- 
лагать, что линия ^ переходит в окружность |%|=А так, что положи- 
тельному обходу Д(^) соответствует положительный обход |%|< В. 
Но путем интегрирования по частям интеграл 5(Х) можно свести 
к интегралу по ): 


$0) =5 \ эщьау + поз, (12) 


я 


который, очевидно, дает площадь круга |и|< А. 
ЛЕММА 2. Имеем 
т (13) 

В самом деле, доказательство (13) сводится к классической вариа- 
ционной задаче: найти максимум (12) при условии (10). Искомый 
максимум осуществляется, когда образ Х есть окружность, что неме- 
дленно дает (13). 

Опираясь на установленные элементарные предложения, нетрудно 
получить два; важных для дальнейшего, свойства решений систем эллип- 
тического типа. 

Рассмотрим систему линейных уравнений: 


де ‘ди ди 
аа на Ь РР С 1, 
— 1 дх 1 ду 1 (14) 


ди ди 
ду — э:. + в ду "в 
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где а, 6, с ‘суть заданные функции независимых переменных, причем 
при всех значениях аргументов имеем 


— 44,6, — (6, —а,)* > Ё>О0, (15) 


а все функции а,6,с ограничены постоянной К. 
Установим следующее основное предложение. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть функция и = } (2), 
и=и (т, у), о=5 (т, у) (16) 
удовлетворяют в единичном круге |2|<1 системе (14) и пусть отобра- 
жение (16) квази-однолистно в том же круге, причем 


шо < 1. 


Гогда во всяком круге |2|<т, <1 функции и и о будут удовлетворять 
- условию Гельдера 


11 (8-5 №) — 1 (2) < СИГ, (17) 


где коэффициенты С и « зависят только от постоянных К, Ки г.. 
Отображая круг |2| < 1 конформно на самого себя так, чтобы точка 2 
перешла в начало координат &=0, мы можем свести доказательство 
неравенства (17) к случаю 2=0 и } (0) =0. 
Заметив это, рассмотрим однородную систему 


до ди ди 

т ЕТК, Н 
еее ди ь ди ( ) 
ду — 2 9. 0) 


Выражая частные производные и и о через характеристики Г, И’, 
а и 6, систему (18) можно заменить двумя следующими соотношениями 
между характеристиками: 


их | — 6, с03* &-{ (а, —6,) созазт & + а, зт?а}, 
(19) 


об { — 6, с05? а -- (4, —6,) с08 а $11 а -- а) 3113 а}? 
— (а, сова а, “п а)? - (В, соза- 6 вта)8 
где 


а 6, 


а, Ф, 
Из условия (15) следует, что Д >> #. Таким образом, отношение Уи эт 6 
ограничены сверху и снизу постоянными, зависящими только от ви К: 
й 1 . ; 
в ТЫ п0> А, №=А, (К, К). 


Систему (14) можно также привести к виду (19). Для этой цели 
достаточно коэффициенты а, 6,, а,, 6, заменить соответственно вели- 
чинами у 
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или величинами 


С 
а,, 6, 5 , а», 6, Е. 
9 Е 
Отсюда заключаем, что в каждой точке, где не имеют места нера- 
венства 
1 ЯТ 7 . 1 
5№<т <, 910>- А, (20) 
ди 
дх 
сящей только от ри К: 


частные [производные 


ди в 
и |5. | меньше некоторой постоянной, зави- 


ди 


|<, [|< А. (21) 


Но так как частные производные © по х и у связаны с частными 
производными и при помощи (14), то мы можем считать, что при нару- 
шений (20) имеем также 


до 
9х 


<*, 


д 
|< ®,. (22) 


Установленное свойство отображения (16), соответствующего системе (14), 
можно еще формулировать следующим образом: пусть 45 есть элемент 
длины дуги в круге |2| <1 и пусть 4с есть элемент длины дуги, соот- 
ветствующий, в силу (16), элементу 45; при этих обозначениях, если 


с 
те (23) 


то в точке элемента 45 имеет место (20). 


Для дальнейшего нам будет удобно придать условиям (20) несколько 
иную форму: обозначим через 45 площадь образа бесконечно малого 
квадрата со стороной 4$; тогда из (20) или (23) будет следовать 


49 > р =). 45, (24) 


где р, может быть элементарно выражено через #,;; при №, >0 имеем 


р» > 0. 
Обозначим теперь через Г, (г) длину ны Е [3 =7: 


о ТИС Ее 


д=тг608ф, у=гыпф, 


а через 5 (г) — «площадь» образа круга |2| < г: 
9) = \ \ ах ац. 
№[<г 
Далее, обозначим через ЕЁ множество точек окружности, в которых 


отношение элементов длины дуг образа окружности |2|=г и окруж- 
ности |2|=г удовлетворяет (23). 


И 
Ох 
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В силу (24), будем иметь 
45 4с\? 
Че Рь { (4) @&—# \ “. (25) 
Е СЕ 
Опираясь на (25), нетрудно оценить снизу 1 через Г. (7). Для этой 


цели обозначим через # меру Ё. Наша задача сводится к определению 
минимального значения функционала 


при условии 


Определим сначала условный минимум [ при фиксированном (; 
получим 


Г-К. 8)? 
пер“. 


Нам остается найти минимум /, при О<ё< 2тг. Если 


> 25 (4+ И) (26) 


то искомый минимум реализуется при ё=0 и будет равен 


Та 
Гола = Роэ * 


Таким образом, при выполнении (26) будем иметь 
Я 


аг Г (27) 
откуда, в силу (13), получим 

п 

ч.2 25 (28) 


или после интеграции с учетом того, что 5 (1) > т, найдем 
5 (г) < сг?Ро. (29) 


Мы доказали (29) в предположении (26). Покажем, что в общем 
случае при некоторой постоянной №, зависящей только от №, и р, 
будем иметь 


5 (г) < Ё,чг?то. (50) 
В самом деле, допустим от противного, что при некотором г, 


5 (по) > вытгёРо; (34) 
тогда, в силу леммы 2, 


Г. (",)>2У =5 > 2=У В, г, 


Е 


т. е. если 
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то неравенство (26) будет иметь место при г=7,, авсилу (28) и той же 
леммы, неравенства (31) и (26) будут иметь место для всех г, гг, 
что невозможно, ибо 9 (1) <1. 

Обозначим теперь через 8(г) диаметр образа Х окружности Га [==г 
и через т (г) — максимум |} (2)| при |2|=г: 


тр) — шах] (те | 


=п 


пусть, кроме того, р(г) равно расстоянию /\ до точки %=0, если Х 


не охватывает х=0, и р(г)=0, если /) охватывает %=0. Нетрудно 
видеть, что 


о (32) 


Из последних двух неравенств следует, что для доказательства 
теоремы нам достаточно получить оценку для 5 ("). Так как Г, > 28 
то, в силу (27), будем иметь 


Р 
в. (33) 


ат т то к 
0 


Оценим 8(г) в произвольной точке г,; при этом мы, очевидно, 
можем заранее допустить, что 


о.) — 2 Г.. (34) 


Положим в (33) г=2т,, тогда, в силу (32) и (34), правая часть (33) 
будет уменьшена, если функцию 8(г) положить равной 


о при О<т<гх,, 


9-1 29 5 (г,) при г, <г<2г.. 


Таким образом, 


5 (27) > 5* 8? (^,) ш 2, 


откуда, принимая во внимание (30), окончательно получим 


215 2 
< пир <. 


Этим теорема полностью доказана. 

Заметим, что если пра отображении (16) единичная окружность 
переходит в единичную окружность, то неравенство (17) имеет место 
в замкнутом круге |2|<1. 

Опираясь на доказанную теорему, нетрудно установить ряд сле- 
дующих вспомогательных предложений, существенных для дальнейшего. 
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Мы будем рассматривать линейную систему 


2в _ 6 
дх 09’ 
ав _ (35) 


д< д 
35 = а. -Нь-6, 
удовлетворяющую следующим условиям: 
—4а—- "> Е>0, |а|-+|6|-|с|<К. (36) 


Кроме того, мы будем предполагать, что функции а, 6, с от независи- 
мых переменных 2, © кусочно непрерывны и обладают кусочно непре- 
рывными производными во всей плоскости. 

ЛЕММА 3. В полосе |©|<1 существует решение (35) 


<=/( = (а, (о, 5) 
такое, что 
[1 (2) < М, 112+) —1[(2)| < МИР, 
где постоянные М, М№ и у, 0<у<\1, зависят только от постоян- 
ных Ё, К. 
Для доказательства построим вспомогательную систему с числовым 
параметром ^: 


08 0 
9% 00’ 
ЭВ = а д Ь д* Ас с. 
ар д + 5-6 
и будем сначала предполагать, что вне прямоугольника Т: |5| <1, 
12| < п имеем 
с ==0. (38) 


В силу линейности системы (37), нам достаточно установить лемму 
для \ достаточно малого, при этом малость параметра Х должна, оче- 
видно, зависеть только от постоянных К, К и п. 

Построим квази-конформное отображение $ = }, (2), соответствующее 
системе (37) при ^=0, полосы |5 |< 2 на единичный круг |(|<1 при 
условиях 

р (0) =0, {1 (+ <) = +1. 

В силу условия (36) и известных свойств квази-конформных ото- 
бражений, при $ = }, (2) область полосы |0 |< 2, внешняя к Т, перейдет 
в круге || <1 в область А, содержащую кольцо 


а ЖЕ 


где г. будет зависеть только от п. 
По функциям Р и т построим в полосе ||<2 функцию у-==у, (х, о): 


д 
к, В; (39) 


произвольной постоянной при интеграции (39) мы распорядимся, для 
определенности, так, чтобы у(0, 0) =0. 
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Заметив это, рассмотрим уравнение 


| 929 
дд — 


9?у ду 
а ИЕ Ь 952 | ^с=0 (40) 
и обозначим через у=у(х, ъ, ^), у(0, 0, ^) =0, его интеграл в. полосе 
|°|<2, совпадающей с 9,(х, ©) на прямых о= +2. Очевидно, имеем 
у(х, о, 0) == у, (х, о). 

При ) бесконечно малом функция у(х, ©, ^) будет иметь близость 
первого порядка с функцией у, (х, ©), следовательно, при бесконечно 
малом ) функция 


ду (х, о, А ‚ ду (т, 5, 
а О-В, 


квази-аналитическая в полосах 1 <«|ъ5|«_ 2, будет однолистна в части 
|| <2, внешней к прямоугольнику || < = ‚ |12| <п-1. В силу опре- 


деления квази-однолистности, функция }(2, ^) будет квази-однолистна 
в полосе |[®|<2 для достаточно малых ^. Квази-однолистность будет 
во всяком случае иметь место до тех пор, пока }(2, ^) — образ прямо- 


угольника Г — будет расположен в круге |< | <1— = . Применяя в функ- 


ции } (2, ^) следствие теоремы 1, мы получим, что }(2, Х) будет квази- 
однолистна в полосе |5|<2 при всех значениях ^, ^<^.,, где № 
зависит только от постоянных Ё, К и п; повторное применение того 
же следствия дает нам заключение леммы при условии (38). 

Нам остается избавиться от ограничения (38). Для этой цели 
оценим }(2,) при |5| > п, когда }(2) соответствует решению (40) при 
нулевых граничных условиях и при условии (38). В силу доказанной 
части леммы, всюду в полосе имеем 


17 (2)1<М, [1(@+%№-—1(8) |< МР. 


В силу условия (38), функция % = } (2) осуществляет квази-конформ- 
ное отображение полуполосы 5:х>п, 0«о<1, на некоторую рима- 
нову поверхность. 

Пусть © (1, 0) есть эллипс, который главной линейной частью 
отображения %=}(2) (в окрестности точки х,0) переводится в круг. 
Отобразим полуполосу 5 квази-конформно на единичный круг |5| < 1 
при следующих условиях: 

1) в каждой точке х, о бесконечно малый эллипс, подобный 
и подобно расположенный с © (т, 5), переводится (с точностью до малых 
высших порядков) в круг; 


й 
2) точка х,--- переводится в точку с =0; 


3) точка = + с переводится в точку $=1. 
В силу известных свойств квази-конформных отображений, при 
рассматриваемом отображении отрезок, соединяющий точки п и п-ь, 
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перейдет в дугу | окружности |5|=1 длины е-№(%-п), где А, зависит 
только от Ё и К, а отрезок, соединяющий точки 1, и 2,1, перейдет 
в линию Г, отстоящую от 1 на расстоянии, не меньшем некоторой 
постоянной #., не зависящей от х, и п, коль скоро х.—п>1. 


Рассмотрим теперь функцию #(2) как функцию 5: 


и=Ё (5). 
Функция Р (5) аналитична в единичном круге |< |< 1, кроме того, нат 
|2 (9 1< М, 
а во всех точках окружности |(|=1 вне у ее мнимая часть равна нулю: 
Гор (28) =0. 


Следовательно, на Г будем иметь 
ОСЬ Ме ®, 
а при 2 > % 
17 (&-5 8) — 1 (2) | < С Мет | |, (41) 
где С — абсолютная постоянная. 
Фиксируя п, мы можем, в силу (41), построить искомое решение 


при помощи ряда 
+ со 


У», 
где }, (2) суть решения нашей системы, соответствующие разобранному 
частному случаю. 
ЛЕММА 4. Пусть при |®|<1*5=р=В-+< есть решение си- 
стемы (35), удовлетворяющей условиям (36), такое, что 


‚1(0) =1, [х(2, = <. 
При этих условиях в любой полосе |®| <^<\1 имеем 


11 (2+ — 1 (2) [< №, | № |, ] 
[* | < Кь н (42) 


< т | 


где №, К. зависят только от К, Ё,, К, К, а постоянные Ё,, К, зависят 
только от КЁ, К,, К. 

В самом деле, наша система уравнений удовлетворяет условиям 
леммы 3, следовательно, существует решение этой системы ], (2), огра- 
ниченное в полосе |®| <1 и удовлетворяющее в этой полосе условию 
Гёльдера с постоянными, зависящими только от ки К. 

Заметив это, построим. функцию: 


Е (2) =}) —1 (2). 
Функция Р (2) будет удовлетворять однородной системе уравнений (38) 
при ^=0; кроме того, мнимая часть Ё (2) будет ограничена на ‘прямых 
= 1, но тогда, в силу теоремы 2, наша функция Ё (2), а значит 
и } (2), будет удовлетворять (41) и (42). 
Лемма полностью доказана. 
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Кроме установленных свойств линейных систем, для доказательства 
основной теоремы нам понадобится ряд свойств линейных уравнений 
‚и линейных систем, которые я приведу без доказательств. Все эти 
свойства содержатся или непосредственно вытекают из известных пред- 
ложений, изложенных в курсах уравнений математической физики (*) 
и статьях М. А. Лаврентьева (°), 3. Я. Шапиро (°), Б. В. Шабата (?). 

Начнем с результатов, относящихся к теории линейных уравнений 
второго порядка. 

Мы будем рассматривать уравнения вида 


д д 
ААВ и =0, (43) 
д д , 
РАВ = (6 1), (44) 
где А есть оператор Лапласа: 
Е 
У — ое Гот? 


а А, В, | суть функции &, 7, заданные в полосе О<л<1. 

Свойство 1. Пусть в уравнении (43) коэффициенты А и В огра- 
ничены постоянной с., а их первые и вторые производные ограничены 
постоянными с’ и С": 


Варе, [Во к ога, е,, |отааВ|<с, ... (45) 
и пусть заданы две функции у, ($) и у(5), причем 
у, [У <, |<, |<, |<. 


При этих условиях в полосе 0 < 1 < 1 существует решение (43) у (5, т), 
принимающее на границах соответственно значения у,(1) и у(7). 


Е ду ду 
Частные производные функции у (5, 1): 8 И 99 будут при этом ограни- 
чены сверху и снизу, равномерно непрерывны в замкнутой полосе 
0<1<1, причем как верхние и нижние границы, так и показатель 
равномерной непрерывности могут быть оценены только через постоян- 


ные си . 
Если у(&) ==0, а у, (2) не превосходит з, то 


У (5, 1) < ® (1 —с:1), 


где постоянная с, зависит только от постоянных с, и С°. 

Свойство 2. При обозначениях, принятых выше, производная 
ду й Е’ 
—= стремится к нулю вместе с с, си №. 


05 
Свойство 3. Пусть в уравнении (44} коэффициенты А и В удо- 


влетворяют прежним условиям и пусть у(ё, 1) есть решение (44) при 
нулевых граничных условиях: 


у (5, 0) =0, у(5, 1) =0. 
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Тогда, если функция } дифференцируема и всюду в полосе 9<1<1 


1,1) |<», то 


С 


|5# | < е, <Ке, 


где постоянная К зависит только от постоянных Сь, С’, С". 
В дальнейшем нам понадобятся также два свойства решений 
у(х, с) уравнений Я 


г ИА + В 95% и = ©: (46) 
где А, В, С суть функции х, удовлетворяющие условиям 
ад ь ; 
ее [С | < (47) 


и условию эллиптичности 
4А— Ве >0. 
Свойство 4. Если при о= + 1 
9у (т, = 1) 7 
а и, 
то всюду в полосе |с|<1 имеем 
ду , 
[58| <& +К.. 
Свойство 5. Если 
ду (=,—1) ‚ ду (х, 1) | _ 
И < о ежмах НО м, 


[| <ао 

то при М достаточно большом, М> М, ($, сь, №’, =), всюду в полосе |у| < 1 
будем иметь 

ду (х, 5) 


7 | < М. 


Свойство 6. Если коэффициенты уравнения (46) дополнительно 
удовлетворяют условиям 


а?А а?В ас г 
а |< № |995 |2 > 
и если 
НУ 
М = шах |2 —. ЕО | > шах РИ +1, 


то при \ достаточно большом, >), (У, е, е,), будет 


9? (х,5) 
дх? 


< М. 


Перейдем к группе свойств квази-конформных отображений, соот- 
ветствующих линейным системам. 
Мы будем рассматривать квази-конформные отображения (полосы 


0<1<1 плоскости $, 1 на области нлоскости х, у), соответствующие 
системе 


ду _ 0х ду (48) 
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где коэффициенты а и 6 суть заданные дважды дифференцируемые 
функции четырех координат х, у, Е, 7. Кроме того, систему (48) мы будем 
предполагать эллиптической: 


— 46, а, — (6, а, >у>0, 


где у— постоянная, не зависящая от координат. 

Отметим прежде всего следующую общую теорему: 

Свойство 7. Какова бы ни была односвязная риманова поверх- 
ность 5 гиперболического типа, всегда существует квази-конформное 
отображение (соответствующее системе (48)) полосы 0<1<1 на 5; это 
отображение единственно с точностью до трех действительных постоян- 
ных. Если коэффициенты а и 6 ограничены по модулю постоянной 
К, а поверхность 5 принадлежит полосе |у|<Н, то в полосе 
й<1<1—1, #№>0, функции х и у удовлетворяют условию Гёльдера 


1+4) —1(91< К1 4$ |", (49) 
(С=ЕЯ, 19 =2+4) 


где К их> 0 зависят только от у, Ё, Н, В. 

Если дополнительно допустить, что все первые частные производные 
коэффициентов а и 6 ограничены постоянной к’, то в полосе й < ч<1—в 
все частные производные хи у будут ограничены постоянной, завися- 
щей только от у, №, Н, №, К’, причем 


де а 
7 (1—9)° 


Е (50) 


<Кш 


Остановимся 060бо на случае, когда 5 есть единичная полоса 
0 < у< 1, а при отображении 


2=1(), 2==-4, 


точки & = - со переходят в точки х= + ©°. 
Свойство 8. Если все первые частные производные коэффициен- 
тов 4 и $ не превосходят =’, то в полосе О<\т<1 будем иметь 
6+46)—/ (5 - 
в 
[< 
где Ки К зависят только от =’, у и максимумов модулей коэффициен- 
тов а и 6. 

Свойство 9. Если все первые частные производные коэффици- 
ентов аи 6 не превосходят =’, а их вторые частные производные — г”, 
то в полосе О<1<1 будем иметь 

9х й ‚ =” ’ и 
а = Е = =. 
бе | < Ке(1+“ш5,), ®' < 


Отметим в заключение еще два свойства, устанавливающие зави- 
симость между вариацией отображения и вариацией коэффициентов 4 и 6. 
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Свойство 410. Допустим, что наряду с системой (48) мы имеем 
бесконечно-близкую систему 


ОР 2 6 пд 9) 

Ра. Е + 81 дЕ? (51) 
био Е ду | 

[-] — <> ВЕ 2 0= 


и пусть ==} (©) дает отображение, соответствующее системе (51), единич- 
ной полосы 0 «<< 1 на единичную полосу 0 < у< 1: 


(Г = о, 1-0. 
При этих условиях, если первые и вторые частные производные коэф- 


| 
фициентов а и $ не превосходят 7 и если вариации 


ва, а, а, ...,86, 23, — 6, 


не превосходят в, а их первые и вторые частные производные не пре- 


восходят т’ то вариации всех вторых частных производных ф, у по Е т 


О + т И 
не превосходят А (К = соп8%, велико сравнительно с единицей), а ва- 


риация первых производных не превосходит Ке. 

$ 2. Приближенное решение и его свойетва. В силу рассмотрений 
$7 нашей статьи (°), задача построения квази-конформного отображения 
криволинейной полосы на полосу 9 «о < 1 сводится к задаче Дирихле 
для квази-линейного уравнения второго порядка. Мы рассмотрим сначала 
случай, когда основная система уравнений не содержит явно координат 
у и и. В этом случае квази-линейное уравнение будет иметь вид 


9?у 9?у ОЕ 
903 020 бд (52) 
где а, 6 и с суть функции А, ‹ и координат х,о: 
д 
| 
0% ? да” 


а=а(В,*, 1,5), Ф=6(ВА,*,х,0), с=е(В, <, 2,5), 
равномерно непрерывные вместе с их первыми двумя прсизводными в 
плоскостях А,хи х,0. 

В силу предполагаемой сильной эллиптичности основной системы, 
уравнение (52) будет эллиптично: 
—4а—6>0 (В=9. (53) 
В ближайших параграфах при конструировании решения мы будем 
дополнительно предполагать, что при В достаточно больших, В > С, 
а=—41, 6=0, 
а при А достаточно малых, А < ц,, 
—4а—- > АЪ 0. 
Кроме того, будем предполагать, что а и 6 слабо зависят от коор- 


динат: модули всех первых частных производных аи Ь по тгисне пре- 
восходят числа у: 

да 
дх 


д 
д 


«а |5 (54) 


КВАЗИ-КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ ПЛОСКИХ ОБЛАСТЕЙ 529 


Функцию с будем предполагать малой со всеми ве частными производ- 
ными по всем четырем аргументам: 
дс 


ее, 28 < \ -..) 


у. (55) 


до 


От этих ограничений мы в дальнейшем освободимся. 

Переходя к конструкции решения уравнения (52), мы начнем с по- 
строения «приближенного решения» задачи Дирихле для этого уравнения. 
Это приближеннсе решение мы будем строить в единичной полосе 0 <® <1 
в предположений, что искомая функция у(51,0) задана на границах этой 
полосы: 

у (2, 0) = у, (2), у(т,1) = у, (2), (56) 
причем функции у, и у, будем предполагать дважды дифференцируемыми 
и такими, что 

0 < №. < 9, (1)— % (+) < Ё,, 
14| < А, || <, 
[< А, |<. 


Фиксируем положительное число Т и положим 


а=а. (12) =2-(П т, 2,0), 6=0, (2) =5(8.,*., 1,0), ы 
: Ей а те. 0). и (57) 
где 
а х+Т ЕТ ) 
В, ар | (у, Оч, (014, | 
Е Е $ (58) 
— \ “ У ве (@-+7)—ч, (д + (+ 7) — и, (0) 4. 
ХТ ЕТ 


Дифференцируя А, и *., мы можем получить оценки для четырех 
первых производных А, и х, по 2: 


<", т, 
А < ты, ты» Е. 
18| < ть, <, 
В <, а. 


Наряду с приведенными оценками, нам в дальнейшем понадобятся 
еще оценки для вариаций производных ВА. и х, в зависимости от вари- 


аций У, И У. 
Итак, пусть 
ву, =0, [8,|<е; 


тогда, очеридно, 
[ть %| < р», 
= 


(60) 


2 Известия АН, серия математическая, № 6 
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Построим теперь дифференциальное уравнение 


02 22 92 
а — 4 (2) 5—6 (со, (1). (61) 


Интеграл этого уравнения, правильный в полосе 0 < о < 1 и принимаю- 
щий на границах полосы значения (56), мы будем рассматривать как 
«приближенное» выражение интеграла уравнения (52) при тех же гра- 
ничных заданиях. При сделанных гипотезах относительно а,6 и с урав- 
нение (61) есть линейное уравнение эллиптического типа, допускающее 
дважды непрерывно дифференцируемое в полосе 0 «о < 1 решение при 
любых дважды дифференцируемых граничных условиях. 

Кроме известных свойств интеграла у(5, 0) уравнения (61), приве- 
денных нами в нашей статье (°), нам понадобится следующее вариацион- 
ное предложение: 

ЛЕММА 5. При фиксированных достаточно малых значениях кон- 
стант К’, К” и при любом достаточно большом фиксированном Т, если 
вариация 9,(1) не превосходит = и стремится к нулю при |х|-> о, 
а вариация у, (1) равна нулю: 


6. (2) | < °, па у. (+) =0, бу, (2) =0, 


12] —>со 


то при любом ь > 0 вариация у (5,5), с = с0108&, не будет превосходить 
те: 


|8 (2, о) | < те, 
где т зависит только от о, и при любом в 
т =т (5) < 1. 


Для доказательства приведем, прежде всего, уравнение (61) к кано- 
ническому виду: 


4 ЗУ ду _ 
Ау Е +В = С. (62) 
Соотношения между старыми переменными хо и новыми 5 т: 


ск (о), а) (63) 


будут осуществлять квази-конформное отображение единичной полосы 


0<ь<1, на единичную полосу О«<л< 1, соответствующее линейной 
системе 


97 бо ОЕ бо 9 

0х А ] 

де авь а 

д5= — оз А д’ в 


КВАЗИ-КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ ПЛОСКИХ ОБЛАСТЕЙ 531 


Коэффициенты .4 и В будут при этом иметь следующий вид: 


1 = |- Е 
А=у (а, хе Е 6% Е | 


1 
В = у (@, "= ть 7»), у (65) 
й 
М= Е . 
— 4 5 = Ехо ее 58 ) 


Аналогичное преобразование мы проделаем для уравнения (61), 
соответствующего провариированному граничному условию; полагая 


у (т, о) = у(х, 5) + 89 (х, 5), 
получим 


УРА Во, (66) 


где т, А, В, С определяются по формулам (64) и (65) при варииро- 
ванных значениях а, и 6. 


Заметив это, фиксируем произвольную точку М (х.,5) и оценам в 
этой точке вариацию 61 (5х, 5). Произвольной постоянной в отображении 
(63) и провариированном отображении 


Е=Е(2,5), ч=1(х, о) (67) 


мы распорядимся так, чтобы точка М при первом отображении перешла 
в точку М, (0, 1) и чтобы при обоих отображениях некоторая точка х, 
оси х перешла в начало координат. 


Искомую вариацию бу представим как сумму пяти вариаций: 
буд, 0, +6, 8. +5, 


За 8, мы примем вариацию интеграла у ($, 7) уравнения (62) в точке М 
при начальных функциях Аи В, когда вариируются только граничные 
условия: от условия 


у (5, 0) —% [+ (5)] 


мы переходим к условию 
у (5, 0) —=\% [+ (9) + 8% [1 ()]. 


За 8$, мы примем 8у в точке М, уравнения (62), когда вариируются 
только Аи В. За 8, мы примем 8у в точке М, уравнения (62), когда 
вариируются только граничные условия в соответствии с переходом от 


координат &, у к координатам &, 1, 


бу, = У [2 (5)] — %» [2 ($)]. 
За 8, мы примем 8у уравнения (62) при переходе от точки М, к точке 


М, (&, 1), соответствующей точке М при отображении (67). За 8, мы 


примем бу, когда вариируется только правая часть (62). я 
* 
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Мы покажем, что при сделанных гипотезах главным членом 6у бу- 
дет являться член 8,, который, согласно отмеченному в предыдущем 
параграфе свойству 1, имеет вид 

[8, | <: (1 — 2), (68) 


То 


где с> 0, но, в силу свойства 8 отображения (63), отношение -„ ограни- 


чено сверху и снизу постоянными, зависящими также только от посто- 
янных #’, К” и Т, следовательно, в (68) мы можем 7, заменить на 5: 
16, |<=(1—с5). 
Докажем теперь; что все остальные 8 при больших Т малы срав- 


нительно с г или, что то же самое, с з1,. 
Вариируя уравнение {62), для 6, получим: 


96 96 дух дух 
48, НА е+Вур= А 25 В. (69) 


РЕ 07 


Нам нужно оценить 8, в точке М, при условии, что на границах еди- 
ничной полосы &, обращается в нуль. Для этой цели оценим правую 
часть (69); мы можем при этом ограничиться случаем, когда 


[у (0) —у, (0) |< 2С. 


й: - д А © 
В силу свойства 1 линейных уравнений, = т = ограничены величинами, 
ь 


зависящими только от постоянных С, &’, Ё”, следовательно, порядок 

малости правой части (69) будет определяться 6А и 8В. В силу (65), 

ЗА и 6В суть суммы произведений функций а и 6 на вариации вторых 
Е 


частных производных $ и \ под и ь, а также произведений тех же 
частных производных на вариации а иб: 


06 ‚ 936 
еее бы (10) 
е ТО 925 
а дз + > бо аа >. - (71) 


Рассмотрим члены (70). По условиям задачи а, и 6, ограничены, 
а в силу (59), (60) и свойства 9 линейных квази-конформных отобра- 

т 0?Е 5 
жений, все вариации 8; будут иметь порядок т. 

Перейдем к членам (71). В силу свойства 8 линейных систем, 
9?Е 


— а члены да,, 86, будут иметь порядок в. 


будут малы вместе с 


1 
Т ’ 
Таким образом, окончательно 

ду» 9ч 5 
ЗАО ЗВ | <=, 


где К — постоянная, зависящая только от постоянных С, К’, К". 
Отсюда, в силу линейности (69), заключаем, что 


за 


98, 
от 


и в интересующей нас точке М 
. =) 
|8,|< К, т . 
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Перейдем к оценке 8,. В силу определения 8, и условий, опре- 
деляющих квази-конформное отображение (63) и его вариацию, наша 
задача сводится к оценке вариации решения уравнения (62) при переходе 
от граничных условий 


у (5,0) = у, (&), у(,1)=у, () 


к условиям 


у (5, 0) — % [Фо (5)], у (5, 1) РА [Ф, (5)], 


где $ =$», () и =ф, (&) суть функции, определяющие соответствия меж- 
ду границами единичных полос плоскостей Е, чи &, 1. Эти функции об- 
ладают тремя первыми производными, причем, в силу свойства 9, имеем 


$ (0)=0, |%(9-И< Ка, |9 @©1<“®, 
|: @—11<Ке, 1% ®1<Ке. 


Кроме того, очевидно, что 


|: (0) |< Ке, 


где К зависит только от постоянных . 
1 с 
Отсюда, принимая во внимание малость (', К, т ‚ мы, в силу свой- 


ства 6 линейных уравнений, получим, что 8, мало сравнительно с е\.. 
Оценим 8,. В силу свойства 9 квази-конформных отображений и 
дополнительных условий, наложенных на отображения (63) и (67), бу- 


дем иметь 


1% |< Кеть, ть 9, 


в са д @ 
но, по условиям задачи и свойству 7 линейных уравнении, — мало, а 


д 8, 
> ограничено постоянной, зависящей только от постоянных й, следо- 


вательно, 6, будет мало сравнительно с е\.,. 
Нам остается оценить 9,. В силу определения 8,, 


нае, 
ААВ =8С. 


Но так как по условию с, а следовательно, и С, слабо зависит от всех 
аргументов, то 8С будет мало сравнительно с вариациями В, и т... 
Таким образом, в интересующей нас точке 


18: | <Кето: 


Наше предложение полностью доказано. 

8 3. Лемма о склеивании. Рассмотрим в плоскости х, о полосу 
|| < 1; пусть на границах этой полосы © = = 1 нам заданы функции 
у= у, (1) и у=у, (1), удовлетворяющие условиям леммы 5. В силу 
известных свойств линейных систем, какова бы ни была дважды диф- 
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ференцируемая функция у,(2), для которой |у,— |, | У, — У], |% |, 
[у.| ограничены, всегда можно построить функции у, (х, 5), у, (х, о) 
такие, что функция у, удовлетворяет в полосе —1<0< 0 уравнению 
(61) и принимает на прямых о=0, о= —1 соответственно значения 
4» (5) и у, (1); функция у, удовлетворяет (61) в полосе О<о< 1 и при- 
нимает на прямых с=0 и с=1 соответственно значения у, (5) и у, (1). 
При этом мы естественно предполагаем, что коэффициенты а,, 6, и с, 
в уравнении (64) определяются по формулам (57) и (58) для нижней 
полосы через у, (1) и у, (2), а для верхней полосы -- через у, (2) и у, (2). 

Установим следующую лемму: 

ЛЕММА 6. При сделанных гипотезах относительно ‘у, ($) и у, (5) 
и при Т достаточно большом, существует дважды дифференцируемая 
функция у,(х) такая, что вдоль оси х 


ду, (х, 0) — ду» (т, 0) 
90 до : 


причем, ‘если |у,(2)| и |9,(5)| ограничены постоянной К’, а |у, (1) |, 
| у; (2)| ограничены постоянной №, то 


[9% (2) | < № -+ь, (>), | (2) | < в» (№, №, у), 


где и, стремится к нулю вместе с у, а в, — вместе с №’ и у. 

Для доказательства воспользуемся альтернирующим процессом 
Шварца. Фиксируем число й и рассмотрим две полосы В,: —1<о<Ь 
и В,: —Р<о< 1, в каждой из которых строим свою последователь- 
ность функций. Через у,” (5,0) обозначим решение уравнения (61) в 
полосе В,, принимающее на о=й значение 0, а на прямой = —1 
значения 71, (5). Через 9:7 (х, ©) обозначим решение уравнения (61) 
в полосе В,, принимающее на о= — й значения У“ (5, —Й), а на 
© =1 значения у, (5). Через у” (5х, ©) обозначим решение уравнения 
(61) в полосе В,, принимающее на ©-==й значения у:"^ (х, И), а на 
$ = —1 значения у, (2); у,” (х, 0) есть решение уравнения (61), равное 
у,” (х, —1) на о= —й и равное у, (1) на о=1. 

В силу свойств 4, 5, частные производные по х всех функций у” 
не будут превосходить №’-+-), а вторые частные производные по х не 
будут превосходить ,, где Х и в не зависят ни от п, ни от й. Отею- 
да, используя лемму 5, заключаем, что каждая из последовательностей 
(1) (2) (п) 


Мо Ч >» ее 


у ба 
будет равномерно сходиться соответственно в полосах В, и В,. Обоз- 
начим соответственно через у,(х, о, 1) и у,(5, о, й) пределы этих 
последовательностей. 
В силу свойства 1 линейного уравнения, построенные функции 
суть решения уравнения (61) и обладают равностепенно непрерывными 
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(относительно й) частными производными по 0; кроме того, по постро- 
ению, 


у: (1, —№, №) =у, (т, — №, №), У, (1, №, В) = у, (2, №, №). 


Отсюда заключаем, что при #й—>0 построенные функции в пределе 
дадут искомые решения у, (х, 5) и у, (х, 5). 

Вторая часть заключения леммы вытекает: из построения, леммы 5 
и свойств 4, 5 линейных уравнений. 

Из двух установленных выше лемм и свойств линейных систем 
нетрудно получить следующие вариационные предложения относительно 
функции у,(5) леммы 6: 

ЛЕММА 7. Пусть в условиях леммы 6 функция у, (т) получает 
бесконечно малое дважды дифференцируемое приращение 84,. Обозна- 
чая через бу, соответствующее приращение функции склеивания у, (т), 
будем иметь 


[6 9ь [ < в | 89, |, [бу, | < в» [89 |, 


где в, и р, — постоянные, зависящие только от постоянных Ё и у», при- 
чем в, < 1. 

$ 4. Принцип подобия. Уравнение (64), очевидно, инвариантно 
относительно подобного преобразования пространства х, ©, у, если 
интервал осреднения Т изменять с тем же коэффициентом подобия. 
Отсюда вытекает, что последние леммы можно формулировать для 
произвольной полосы с гравицами, параллельными оси х. 

Если ширина полосы будет равна ^, то в формулах (57) вместо А, 


и <, нужно подставить выражения 


х+1 $4 
1 


В} | [9,6 - и 61%, 


х—1 $—1 
ЖЕ $ 


= \ ^ \ [у» ($0) — у» ($) + 4, $40 — у, ($) 4. 


х—1 8—1 


Заключения трех последних лемм будут оставаться в силе, если 
при фиксированном №,, 


[уз (2) — у, (2) | < Ё^, 


будут достаточно малы следующие пять величин: 
4 Ц ” Са 4 
шах | у, |, тах|у,|, А шах|у,|, А ах|у,| из. 


$5. п-е приближение. Разобьем единичную полосу В: 0<%ь<1 
наи лос В, В, обл, 


ВЕ <Ь<- ел а... М. 


Функцию У (х, ©) назовем приближенным решением п-го порядка 
уравнения (52), если функция У будет обладать в полосе В непрерыв- 
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ными частными производными по хи 6 и если в каждой полосе В; 
(=1, 2,..., п) функция У будет удовлетворять уравнению (61) при 


^=-, и =У (2, —^ ; я =)- 


Определенное таким образом п-е приближение У будет, очевидно, 
зависеть от параметра «осреднения» #, которому мы придадим вид 
Т 


#=—. 
п 
Установим теперь следующую основную лемму. 
ЛЕММА 8. Пусть уравнение (52) удовлетворяет условиям (54), 
(55) и 
с (0; , х, 5) =0. 


Пусть, кроме того, заданы две функции у, (т) и у, (1), обладающие дву- 
мя первыми производными и такие, что 


|9 (2) — 4» (2) | < №, ) 
9, (2) =1,, В 9, ({)=Л, 
х> < х—>—< 
Вора, (= Рас (2-Е (72) 
х—> с х>-—< 
ие<е, ик, | 
[1% (2) | < №", |9: (*)|< К. ) 


При этих условиях, каковы бы ни были фиксированные числа 
1 
№, №...) № И достаточно малые у, К’, К, т, при любом п в полосе 


В существует приближенное решение У (1, ©) п-го порядка уравнения 
(52), принимающее на границах полосы, соответственно, значения: 


У (2, 0) = (5), та. 1) =у, (5). 


Заметим, прежде всего, что при у, (х) = у, (1) =0 решение триви- 
ально: У (х, 5) =0 при любом п и Т. 

Допустим, что искомое решение У, существует при граничных 
условиях ру, (1) и ву, (2), где у, и у, — функции, удовлетворяющие 
(72), а в — некоторое положительное число, меньшее единицы, и по- 
строим решение для граничных уеловий (+ Аь)у, (1) и у, (2) при Дь 
достаточно малом. Мы будем искать методом последовательных при- 
ближений значения У„-+л»„ на границах полос В;. Опишем процесс. 

Рассмотрим полосы В, и В,. Используя лемму о склеивании, по- 


строим в полосе 0<ь<= непрерывно дифференцируемую функцию, 
удовлетворяющую в полосах В, и В, уравнению (61) и принимающую 


2 и 
на границах о =0, >= соответственно значения (и РАВ) 4 (<) и 
у - ь 
ь (2, ). Обозначим через 2, (2, 1) значения построенной функции на 


5 4 1 3 
прямой =. В полосе о > строим, согласно той же лемме, 
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ь 1 3 
решение (61), принимающее на прямых =, — значения 2,(х, 1) и 
та 


и Те =). Значения построенной функции вдоль о = = обозначим че- 
рез 2, (1, 2). Продолжая этот процесс, мы получаем п—1 функций: 
ое, ВО: 
Повторим описанный выше процесс; заменяя граничные условия 
Ук (=, >) граничными русловизми 2, (х, #), мы получим новую группу 
п—1 функций: 
2 ) , ре», ит), 
Отправляясь от функций 2,, мы построим п—1 функций 5, ит. д. 


Покажем, что в условиях леммы при любом г=1,2,..., п-1 
последовательность функций 


я: 2), аа ао ы 


существует и равномерно сходится к дважды дифференцируемой функ- 
ции 2 (5, #), причем решение (61), построенное в полосах В; (&=1, 2,..., п), 
при граничных значениях 2(х, #) и 2(5, &-1) будет давать искомое 
решение У „+ ль. 

Для этой цели отметим предварительно некоторые свойства функ- 
ций У, и 5. 

Рассмотрим отображение единичной полосы 0 << 1 плоскости 
х, о на поверхность 5 плоскости А, *, осуществляемое функциями 


97, 97, 3 
а - 0 
Отображение (75) соответствует системе 
д _ В 
ООО: › 
ЭВ д 


где а,, в, и с, суть функции х, ©, равномерно непрерывные в каждой 
и 81 
из полос кок . Кроме того, эти коэффициенты равномерно 


ограничены и удовлетворяют условиям сильной эллиптичности. 

По условиям задачи, на границах полосы о =0, о=1 имеем |*|<®’, 
следовательно, в силу леммы 4, будем иметь: 

1°. Во всей полосе 90<о<1 


[*<| <Е-А, 


где ^ не зависит от п и стремится к нулю вместе с со. 

2°. При любом положительном й в полосе # «<< 1—й функции 
В и ‹ равностепенно непрерывны и удовлетворяют условию Гёльдера 
(равномерно относительно п). 
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3°. При любом хиъ, 090<ь<1, 
[В (, ®) | <КШъц-у, 

где К не зависит от п. и 

Из 1° и 3° непосредственно заключаем, что решения У„ в полосе 
0 <ь< 1 равностепенно непрерывны относительно п. 

Кроме того, в силу отмеченных выше свойств интегралов линей- 
ных уравнений и в силу 1°, имеем 

4°. Всюду в полосе О<%о<1 


ду 
<в(®, ) - п, (74) 


ы 
05? 
где р (Ё’, у) мало вместе с №’ и у. 
Заметив это, займемся функциями 2 (2, #). В силу леммы (7), 
имеем 


[Зина (©, Эр 0, (75) 


где 0 <1и зависит от постоянных Ё’и уиз условий леммы (7). Таким 
образом, построение функций 2„., будет возможно и все эти функции 
будут удовлетворять (75) при фиксированном 0, если 2; (]=1,2,..., т) 
будут обладать достаточно малыми производными 2}. Но в силу (74), 


$9 Е А 
|2; (5, О, (т, |< 5 , 


следовательно, применяя лемму (7) и свойство 1° решения У,, полу- 
чим 


Га ы д . 
|2; (=, 5) ати (т, +) | == КАр, 
[27 (х, #)| <Е А -+ КАь. 


Взяв Ё’, ум Дь достаточно малыми, мы обеспечим для каждого шага 
возможность построения функций 2„.:, и применимость лемм (5), (6) и 
(7) при фиксированном 0, не зависящем от т. 

Отсюда, в силу (74), следует равномерная сходимость последова- 
тельности 


С И И ЕН ще 
п, нь 
т-—со 


Кроме того, в силу (74), построенное «приближенное» решение 
У, :4» будет обладать в каждой из полос В, равномерно непрерывными 
частными производными по 4 и ©, причем на общей границе полос В, 


У дУ 
и В,,, производная -_ для В, будет равна 5 Для В), 1. 


1 
Таким образом, мы доказали, что для К’, -7 И › достаточно малых, 
при наличии решения У, при граничных условиях ву, (1), ву, (1) мож- 


но построить решение для граничных условий (в + Дь) у, (5), ву, (21). 
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1 
Следовательно, при й’, зи т Достаточно малых и при любых фикси- 


рованных Ки А" существует приближенное решение (52) при гранич- 
ных условиях у, (2), у, (1) любого конечного порядка п. 


$6. Предельный переход и общие свойетва квази-конформных 
отображений. Из перечисленных выше свойств приближенного решения 
У, (5, 5) п-го порядка уравнения (52) непосредственно следует, что 
функции У„ равностепенно непрерывны в полосе 0 «в < 1; а функции 


ду» ду 
=, р 


равностепенно непрерывны в полосе й «< 1—й при любом й>0. 
Из последовательности У„ мы можем, таким образом, выделить равно- 
мерно сходящуюся последовательность так, чтобы функции В; и *, 
также равномерно сходились. 

Обозначим через У (2, °) предельную функцию. При п-—> со «осред- 
ненные» коэффициенты а,, 6, ис, п-го приближения будут также равно- 
мерно сходиться к функциям а, (А, т, 2,0), 6 (В, т, х, ©) ис(В, х, т, 5), 
где А и х суть частные производные функции У соответственно по © 
и по х. 

Отсюда заключаем, что построенная предельная функция У (5, 5) 
будет давать искомый интеграл уравнения (52) при граничных усло- 
виях у, (1) и 9, (1). Этим самым доказана теорема существования (52) 
для достаточно малых Ё’иу и при любых фиксированных Ё и К". 
Кроме того, при доказательстве мы предполагали, что с обращается 
в нуль вместе с А. 

Отправляясь от построенного решения уравнения (52), нетрудно 
установить теорему существования квази-конформного отображения, 
соответствующего системе 


ШВ У, “м, 9), | 


7 
ВР, (У, а, +, 5) (96) 


полосы О: у, (х) < у< 9, (1) на полосу О9О<о< 1 при условиях: 

1° функции Е, и РГ, слабо зависят от координат х, о, т. е. первые 
и вторые частные производные Ё, и Ё, по координатам по модулю 
ограничены достаточно малыми постоянными; 


2 [1% <, 19| <№, < у, (2) —%(@) <К, 
где А, Ки А" — фиксированные постоянные; 
3° [|< <, 


где Ё’— достаточно малая постоянная. 
В самом деле, для этой цели нам достаточно показать, что при 
сделанных гипотезах относительно функций Р,, Р, и граничных Ффунк- 
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ций у, и 9, построенное нами решение уравнения (52) будет обладать 
положительной частной производной по 0: 


ду 
Авто 0. 


Установим предварительно несколько вспомогательных предложе- 


> 


ний. 

ЛЕММА 9. Пусть в условиях доказанной теоремы существования 
интеграла уравнения (52) нам даны два интеграла У (2, 5) и Т(т, 5), 
удовлетворяющие граничным условиям 


У (2, 0) =У(2, 0) =у, (2), 
У (2, 1) =9, (2), У(, 9 =у, (2+8, 8у,>0; 
тогда при любом 5, 95 < 1, имеем 
р -7(@ д У(2, 90 


© 1 
где р= тах 6у,:, и при => 


7 (=, -)-у (=, 5) «р» 


где \ — постоянная, меньшая единицы, зависящая только от постоян- 
ных, определяющих сильную эллиптичность. 

При тех же условиях в точке прямой е=1, где ву, достигает 
св0его максимума, и вдоль оси х имеем 


У ду 
до = ‘до’ 


а в точках прямой ©-==1, где 8, =0, 


Заметим, что в силу компактности семейства решений уравнения (52) 
при граничных условиях, удовлетворяющих условиям 1°, 2° и 35°, 
нам достаточно доказать лемму для решений У, обладающих двумя 
первыми равномерно непрерывными в полосе О«е< 1 частными про- 
изводными. Но в таком случае, в силу леммы нашей статьи (°), функции 


т (9) = ша {7 @, У) 


М (5) = мах (У (&, о) —У (2,5) } 
1х |<оо 


суть функции, соответственно, монотонно убывающая и монотонно воз- 
растающая в некотором интервале 0 «в ц,, где ъ, не меньше некото- 
рой постоянной, зависящей только от постоянных, характеризующих 
сильную эллиптичность системы, постоянных Й, К, К’, К” и вторых 
производных решения У (5, ©). Отсюда заключаем, что лемма имеет 
место при достаточно малой разности К — А и когда решение У (5, ©) 
рассматривается в достаточно узкой полосе О<о«<ь,. Переход от 
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полосы 0 <о<.ъ, к единичной полосе получается применением исполь- 
зованного нами многократно (*) приема. 
Опираясь на установленную лемму, нетрудно доказать ограничен- 
ность ш А для рассматриваемого класса решений уравнения (52). 
ЛЕММА 10. При условиях предыдущей леммы функция ш В, где 


ограничена в полосе 9 «о < 1 постоянной, зависящей только от по- 
стоянных, характеризующих сильную эллиптичность системы (76) 
и постоянных Е, К, Ё’, К". 

В самом деле, в силу леммы 4, нам достаточно доказать ограни- 
ченность шА на границах полосы 0«<ео<1. Кроме того, в силу 
леммы 9, имсет место следующий факт: если У (5,0) и У (2, 5) суть 
решения (52), соответствующие краевым условиям у, (7), у, (2) и у, (1), 
9, (х), причем 

Ч, (2) > у, (2), У, (2) = У: (2%), У (2) > У, (1), 


то в точке х, имеем 

р д 

0% до ° 

Отсюда заключаем, что для доказательства леммы достаточно построить 

решение (52) с ограниченной сверху функцией ш А при граничных 
Е ’ 


й 


условиях у, (5) и у9, (5) таких, что при [< (8 — А, Шри я — 7 
4 (2) >, при х <= - у, (1) < —Ё и всюду 


У (1) — у. (1) > К, 


и построить решение (52) с ограниченной снизу функцией ш А при 


граничных условиях у, (7) и У, (2) таких, что при |5 | <; % (1)< — №, 


при > 9, (1) < —№, при 2<— чу, (2) > № и всюду 


0 < у, (2) — у, (2) < &. 


Так как конструкция искомых решений (52) для оценки ШВ 
сверху и снизу принципиально одинакова, то мы ограничимся случаем 
оценки № А сверху. Построим вспомогательную систему 


=, (И, а, 0, 0), 
= АР’, (И, 9, 0, 0) 


и пусть 
9В _ 90° 
ох 90’ 7 
ва (77) 


0%. д® 
ры: РОН 
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— ее производная система. Пусть, далее, 
В = Их, дик = (00) 


— решение (77), реализующее квази-конформное отображение полосы 
—й<е< 1-й на круговую луночку, симметричную относительно 
оси А и расположенную справа от оси *. Функция 


У, (+, в) = | Вас тах 


будет, очевидно, интегралом уравнения 


Параметрами луночки и малым параметром й можно, очевидно, распо- 
рядиться так, чтобы функции У, (х, 0) и У, (х, 1) удовлетворяли усло- 
виям «мажорантных» краевых функций у, (7) и 9, (1). 

Заметив это, вернемся к основной системе (76), в которую введем 
дополнительный параметр ^: 


И’ =Р, (У, а, Ах, №0), 8) 


0—2, (И, а, Ах, №), 
и пусть в полосе —й<.<1+й У(х, в, ^) есть решение уравнения 


9?у 9? О 
ао р = С, (79) 


т 05" 

соответствующего (78) при граничных условиях У, (5, —Й) и У, (2, 1-Е №). 
Так как при ^—>0 функция У вместе с ее двумя первыми производ- 
ными будет внутри полосы —й<о< 1-й равномерно стремиться 
к функции У„, то при Х достаточно малом функции У (<, 0, ^) и 
У (5, 1, Х) будут искомыми мажорантными функциями. Решение урав- 
нения (79) при этих краевых условиях, У (5,5, ^), будет обладать 
ограниченной частной производной по ©. Лемма полностью доказана. 
Этим самым доказано также существование квази-конформного отобра- 
жения полосы у, (2) <у< у, (1) на полосу О9<ео< 1 при условиях 
существования интеграла (79). 

Переходя к общему случаю, когда в систему явно входят все четыре 
координаты, мы начнем с доказательства теоремы существования квази- 
конформного отображения достаточно узких полос или, что то же 
самое, с доказательства случая, когда функции Р, и ЕЁ, слабо зависят 
от координат. 


$ 7. Случай узких полое. Переход от разобранного частного случая 
системы (77) к произвольной системе 


=, (Г; “, Х, Ч» и, 5), 


бы (Иа Эа О . (80) 
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о 


мы проводим по аналогии с переходом от линейного уравнения 
к нелинейному. 

Построим прежде всего приближенное квази-конформное отображе- 
ние, соответствующее системе (80), полосы у, (2) < у< у, (1) на полосу 
с 

Рассмотрим полосу т: у, (2) <у<у, (2) и построим в этой полосе 


«среднюю линию» |: 
| х-+ 


1 


ХЕ 


где { — числовая величина, большая сравнительно с шириной полосы 
Ул (1) — у, (2). 
Обозначим через 8(2) длину нормали к 1, заключенную между 


% (2) и у, (2), и положим 
Х-+Е 


\ 8 (1) ах. 
, х— 

Отправляясь от построенных функций а(5) и %,(1) в соответствии 
с первым из уравнения (80), построим обыкновенное дифференциаль- 
ное уравнение, связывающее х и и: 


1 42 Е: 
*. (1) =Е, ее ее “, т, а (1), и, т), (81) 


1 


ИХ (+) = т 


где 


В силу условия сильной эллиптичности системы (80), дифференци- 
альное уравнение (81) обладает однопараметрическим семейством 
интегралов 


ии (т, С), 


устанавливающих гомеоморфное соответствие между х и осью и. Зна- 
чение С определится из условия соответствия точек я, и и,: 
ни. 

Приближенным (первого порядка) квази-конформным отображени- 
ем полосы тп на полосу с, «о < в, соответствующим системе (80), мы 
назовем квази-конформное отображение т на 5, < о < %;, соответству- 
ющее системе 

И а аи. 
д Иа (ах, Сао). 
Допустим теперь, что полоса п разбита на п полос к; 
у; (2) < У < 1,1 (1) 
и пусть каждая т, приближенно квази-конформно отображена, % = },(2), 
соответственно на полэсу 


ско (+1). 
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Функцию =] (2), равную {,; (2) в полосе п, мы будем называть при- 
ближенным квази-конформным отображением п-го порядка, если }(2) 
будет непрерывна во всей полосе т. 

Наложим теперь на функции Р,, Р, и границы у, (2) и 19, (7) 
дополнительные ограничения: 


К < у, (2) — у, (2) < #(1-+ >), 
1% (2) <, [9 (2)| <, 
Ге =, о“ 


при |и|>Т, где Т — фиксированное число, Ё, и ЁР, от и ве зависят. 

Рассуждая так же, как в $$ 2, ъ, 4, 5, мы приходим к выводу, 
что при №, ^, К’ достаточно малых и при любых фиксированных Ги #’”’ 
квази-конформные отображения первого, второго и п-го приближения 
существуют и обладают всеми основными свойствами соответствующих 
приближенных решений, построенных в $5. Отсюда, используя лемму 4 
при и-—>сои при достаточно малых АЛ и К’, заключаем, что при- 
ближенные решения будут равномерно сходиться к функции, реализующей 
квази-конформное отображение (полосы п на полосу с, < 0 < &,), со- 
ответствующее системе (80). 

Замечая, что свойство системы (80) быть сильно эллиптичной ин- 
вариантно при конформном отображении, мы получаем следующий 
результат: 

Пусть полоса п ограничена кривыми Г, и Г; квази-конформное 
отображение, соответствующее | системе (80), полосы п на полосу 
о, Зо <, возможно, если будут выполнены следующие условия: 

19 кривизны Г. и Г ограничены, 

29 длина нормалая к Г., заключенная между Г, и Г, заключена 
в пределах К и \Ё, где ^— любое фиксированное число, а Ё достаточно 
мало (в зависимости от функций Е,, Е, кривизн Г., Г и числа Ё). 

Переход от случая узких полос к случаю произвольных полос 
проводится альтернирующим процессом Шварца. Для доказательства 
сходимости процесса нам понадобится ряд свойств отображений, выво- 
дом которых мы сейчас и займемся. 


$ 8. Граничные свойства. Начнем с так называемых граничных свойств. 


ТЕОРЕМА 3. Пусть функции Е, и Е, сильно эллиптической сис- 
темы (80) обладают частными производными второго порядка по всем 
аргументам и пусть эти частные производные удовлетворяют условиям 
Гельдера. Пусть кривизны К,и К границ Г, и Г полосы О удовле- 
творяют условиям Гельдера относительно длины дуг Ги Г 


|К, ($ 45) — К, (5) | < С| 4$], 
[К ($ 4$) — К (5) [< СИАзМ. 


Пусть, наконец, 


ш=]р (=) =и т 
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дает квази-конформное отображение (соответствующее системе (80) ) 
области О на полосу № <о<й при условии соответствия бесконечно 
удаленных точек. При этих условиях функции и и о будут обладать 
в области О), включая ее границу, всеми вторыми частными производны- 
ми, удовлетворяющими в О условиям Гельдера. 

Если дополнительно допустить, что длина п($) нормали к Г., 
заключенная между Г. и Г; удовлетворяет неравенству 


№ (#,— 1.) <п ($) < К, (й, —1,) 
[< & [К] <ь, 


то, каково бы ни было число 1, 1> 0, при №, —\1, и е достаточно ма- 
лых, все вторые частные производные функций и и © будут по модулю 
меньше 1. 

Для доказательства отобразим конформно 


б=ё+м=Ф(2), х=2( 1), у=у(® т) 
область О) на полосу О0<1<#й,—й, при условии соответствия беско- 


нечно удаленных точек. Отнесем систему (80) к переменным &, 9. Отно- 
сительно новых переменных наша система примет вид 


ИТР, { К, ау, =, 1,9 (5, 1), и, 5) =Ф,, 
6-Е, У, аа), у, ти, =, 


лем =} (2). 


и что 


В силу условий, наложенных на Г, и Г, и известных свойств кон- 
формных отображений, функции Ф, и Ф, будут обладать частными 
производными второго порядка, подчиненными условию Гёльдера; 
кроме того, новая система будет, очевидно, также сильно эллиптична. 
Построим для этой системы производную систему 


а 
и И 
В 


бо — _ р» :. т. 

В силу формул (5’), функции а, 6,, с,, 

а, (д. ся, у, и, 5), = из у), в=е (Воду, 

будут по всем аргументам удовлетворять условиям Г6ёльдера. Кроме 

того, при г=й, и с=й, функция * обращается в нуль. Отображение 
В=В (2,0), 1=5(21,5) 


можно распространить принципом симметрии на полосу 
о — (#, — №.) <. < в + (й,—№), 

но тогда, в силу известных. свойств линейных систем и леммы 4, 

функции В и ‹х будут обладать в замкнутой полосе #й, <о<.й, частны- 

ми производными, удовлетворяющими условию Гёльдера. Этим доказана 

первая часть теоремы. 


3 Известия АН, серия математическая, № 6. 
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Из установленной равностепенной непрерывности вторых частных 
производных и дополнительных услоБий второй части теоремы непо- 
средственно вытекает ее заключение. 


$ 9. Вариационные принципы. Установим теперь для изучаемого об- 
щего класса квази-конформных отображений вариационные принципы, 
аналогичные принципу Шварца-Линделёфа для конформных отображе- 
ний. Начнем со случая. отображения узких полос. 

ЛЕММА 11. Пусть в условиях теоремы 3 ширина п($) полосы О 
удовлетворяет неравенствам 


оп < КА. 


Фиксируем на границе Г, полосы О точку 2, и рассмотрим квази-кон- 
формные отображения О на полосу О9ь < ®, 


_ ш-, в=На, 
1 (2) =} (2) =0, (+ =) =} (- оо) = + ©, 
соответствующие системе 
Т=Ё, (И, а, злу, и, 5), 
9=Р, (И, а, х, у; и, 5) 
и системе 
И = ЕЁ, (У, а, т, у, и, 5), 
9=А, (му, 0); 


где функции Г и Е обладают вторыми частными производными, удовле- 
творяющими условию Гёльдера по всем аргументам, и близки друг к другу 
в смысле близости 1-го порядка: 


а о Та 
дЕ, _дЕ де, _дЕ | 
1 |<, ..., | — —| «ев, } 

ду ди д% до 
При этих условиях и при № достаточно малом в точках з Ги Г, 
находящихся на расстоянии $ от точки 2, (5 есть длина дуги Г., заклю- 
ченная между 2, и 3; если з принадлежит Г., и $ есть длина дуги Г, 


(82) 


заключенная между зи концом нормали к Г, в точке 2.), имеем 
|Й— |< КА (8+4) +, (83) 
|1 (2) — } (а) | < К№ ($1). (84) 


При тех же условиях длина нормали т к линии тока у(х, о), заклю- 
ченная между у(х, 5) и у(т, о), удовлетворяет, неравенству 


т < КА ($ {+ 1)г. 


Для доказательства фиксируем число ТГ и допускаем дополнительно, 
что при |и|>Т функции ЕР иР от и не зависят и совпадают. Кроме 
того, отображая конформно область Р на полосу О<л<В при условии 
соответствия бесконечно удаленных точек, мы, не нарушая общности, 
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можем считать, что О есть прямолинейная полоса 0 < < й и что 2, =0. 
В силу теоремы 3, при й достаточно малом угол ® и кривизны линий 
тока у (х, о) и у (х, ©) можно считать сколь угодно малыми. 

Заметив это, обозначим через 7, максимум разности и (1, 5) —и (=, 5) 
при фиксированном о и при |х|<« о; через "7, — максимум разности 
%«— 9 также при фиксированном о и при [х| < © и через т=т (5) — 
максимум разности у(х, 0) — 9 (м, 0): 


т = шах [у (5, 5) — у (х, 5)]. 
[| <во 


Согласно выведенной нами формуяе [см. (°), стр. 298], имеем 
4?т а 
С > Ат- А, р + Ав + Ата, (85) 


где А, и 4, — ограниченные функции х, а А, и А, — линейные функции 
вторых частных производных функции у(х, 5); в нашем случае А, и 44 
сколь угодно малы вместе с й. 

Но так как, по условию, т (0) =т (1) =0, то из (85) заключаем 
что в переменных х, © 


9 (а, 5) — у (в, 5) | < 2* (п, +), 
[И (2, 5) — И’ (=, 5) | < № (1. +), 


где ^ мало вместе с Й. 

Покажем, что 7, и 1, имеют порядок е. Для этой цели восполь- 
зуемся связью между И, о, И’ и 0. Функция И определяется функцией 
И’ при помощи уравнения 


3 


(86) 


й& а: 
ИИ = В (вт, а, х, у(х, 0), и, 5) (87) 
при начальном условии 
в (жи, 6) =0, и(0,0)=0, 99—48 (9+9). (88) 


Составим для (87) уравнение в вариациях; тогда, используя (88) 
и условие, что & мало вместе с й, получим 


ая: (и—и)- В:В (1. + ®) + В, (&—а), (89) 


где В суть ограниченные функции от х. Интегрируя (89) вдоль оси х, 
при х=2Т найдем 

(и (2Т, 0) — и (2Т, 0) | <еТА(ч. +2). (90) 

С другой стороны, в полуполосе 0 < у<й, х>Т, имеет место (86), 


причем, согласно дополнительному допущению, в этой полуполосе функ- 
ции РЁ, и Ё, от и не зависят, следовательно, при х>2Т будем иметь 


|4—а| < #й (11 + 3); 
но тогда, используя (84) и полученную оценку (90), найдем 


12 (27, 5) — в (2Т, 5) | Зе ТЬ (т, + =) + #№ (1, + =) = КА (1. +®). 
3* 
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Проинтегрируем теперь (89) вдоль линии у = у(х, 0); при начальных 
условиях 
ш (2Т, 5) —и (2Т, о) =ит, иг < КА (1, |2) 
получим 


и—и-ейв 4» | о-ва {ВЫ (д, =) + В, (&—0)} ет. 
т 


Отсюда, замечая, что \(&—а) 4х имеет порядок й (1,-+=) и используя 
интегрирование по частям, окончательно находим 


|#—и| < КА (1.-+г), |х|<2Р. 


Следовательно, при й достаточно малом малая величина 7, имеет поря- 
док $. 

Приемом, только что описанным, без труда получаем следующий 
частный результат: 

Пусть в условиях леммы при Т<х<2Т функции Е иРоти не 
зависят и пусть при х<2Т и при > ЗТ функции ЕЁ и Е совпадают, 
а при 27 <х<ЗТ функции Ё отличаются от Ё вместе со всеми их част- 
ными производными первого порядка не больше чем на ев, 


|2, —Е,| <ь, 12, —Р,| <в, 


д, _ ЭР, | |97. ОЕ, 
97 а. въ | 


<: 


тогда при |1| < 7 будем иметь 


|У(2, в) — у (а, в) |<“ 


ан =3 
© 


И 


р 
219 = 
© 


|и—и| <е. 


> 


[«—а| <е_ 


где К > О— некоторая постоянная, не зависящая от Йй, Т и е. 

Сопоставление отмеченных двух частных результатов без труда 
дает заключение леммы. 

Опираясь на установленную лемму, нетрудно получить для изучаемо- 
го класса отображений принцип, аналогичный известному принципу 
Шварца-Линделёфа. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть область О ограничена линиями Ги Г, причем 
кривизны Г, и Г'удовлетворяют условию Гёльдера относительно длины 
дуг Г, и Г. Пусть длина п ($) нормали к Г., заключенная между Г, и Г, 
удовлетворяет не равенству 


Кой < п (3) < ВВ, 
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где К и Ё, — некоторые фиксированные числа. Рассмотрим наряду 


с областью О область О, ограниченную линиями Г, и Г, бесконечно близ- 
кими (соответственно) к Г, и Г. 


Пусть 8, (5) (3 (5)) есть длина нормали к Г, (Г), заключенная между 
Г. и Г (Ги |); мы будем предполагать, что 


[о ($) [< в, |4 ($)| <, (18% ($) | < ув, 
6. (55) =, 
6 (ле, 186), 1876), 
где № и у— фикси рованные числа, причем ^ < 1. 


Построим квази-конформные отображения (полос ) и О на полосу 
О<о< 1), соответствующие сильно эллиптической системе (80) при 


условиях соответствия бесконечно удаленных точек, точек 2, 2, грании 


Г., Г, и точки и=0 прямой о =0, где 2, лежит на нормали к Г., про- 
веденной из точки 3,. 
Тогда, если при |и|>Т 


то в точке $, будем иметь 
ТИ [1+ и-9+4=], (91) 


где А— постоянная, не зависящая от й. 

Пра тех же условиях вариации 8п произвольной линии тока 1, 
(линии, переходящей при отображении в прямую о = соп5ё) будет удовле- 
творять неравенству 

3% | <а- В (#—о)е (92) 


Г 
и при о=ъ — неравенству 


13% < "А е- Вйе, (93) 


где В — постоянная, не зависящая от И. 
Заметим, что для случая конформных отображений И’=У, 0=- 


= В<1, и неравенства (91) (92), (93) 


выражают известные принципы Монтеля и Шварца-Линделёфа. 
Для доказательства неравенств (94), (92), (93) начнем со случая й 
достаточно малых*. Переход от отображения Р на полосу О<Зо<й 


при любом й имеем 4А>— 


к отображению Д на ту же полосу мы осуществим следующим образом: 
мы отобразим ‘конформно область О на Ш, а затем Ш отобразим 
квази-конформно на полосу; каждое из этих отображений мы проде- 


* Степень малости будет зависеть от введенных ранее постоянных, в част- 
ности от Т. 
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паем с соблюдением начальных данных (соответствие бесконечно уда- 
ленных точек, точек &,, 2, и точки и=0), кроме того, квази-кон- 
формное отображение будет соответствовать системе (80), отнесенной 
к новым координатам, соответствующим конформному отображению. 

При первом (конформном) отображении вариация функции И’ будет 
удовлетворять неравенству 


ЗИ > И (1—^), № <в<КЬ. 


Займемся вторым отображением. В силу известных свойств конформ- 
ных отображений, при отображении О на О вариации координат будут 
иметь порядок =й1, где /— «расстояние» рассматриваемой точки до точки 2, 


Е = 
а вариация производной будет иметь порядок —, следовательно, вариа- 
Ё ) 


ция первых частей уравнений в характеристиках (5’) будет иметь 
5 
порядок -_, но тогда соответствующая вариация И’ будет иметь поря- 


док =Г. Отсюда заключаем, что при й достаточно малом имеет место (91). 

Неравенства (92) и (93) получаются известным приемом из нера- 
венства (91). Именно, мы рассматриваем точку 5 линии \,, в которой 
81 — вариация 1, — достигает наибольшего значения. Для этой точки, 
по (91), мы можем оценить 8И/, рассматривая отдельно отображение 
полос, ограниченных Г., |, и Г. 1, на полосу ширины © и полос, 
ограниченных \,, Г и 7» Т, на полосу ширины й — ь. Полученные таким 
образом неравенства дадут нам (92) и (93). 

Только что описанный прием дает также возможность индукцией 
перейти от случая малого Йй к любому й. В самом деле, фиксируя 
число #=й, настолько малым, чтобы в формулах (91), (92), (93) первые 
члены были главными, допустим, что эти формулы. имеют место при 
й = Ай., где Ё— некоторое целое число; докажем, что те же формулы 
будут иметь место при № = (#-- 1) й, (естественно, при новых значениях 
коэффициентов А и В). 

Рассмотрим линии Тк, и кв, Пусть в точке 2 линии 1, вариация 


этой линии (отрезок нормали к 1\„, заключенный между 1ль, И 1Тль,) 
достигает максимума и равна. Допустим, для определенности, что 9 >> 0. 
Линии 1, и Тк», Разделят соответственно] области Р и ДР на области, 


которые мы обозначим через Д,, О, и О,, О,. Рассматривая отображе- 
ния областей О, и О,, согласно (91), в точке 2 будем иметь 


< АН. 
№ 


С другой стороны, по индукции, рассматривая отображение обла- 
стей О, и О, в той же точке, будем иметь 


И И’ [ке Ам}. 
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Следовательно, 
у == 5 Айт, 


А+ Ас. 


Полученная нами оценка у непосредственно дает нам (94) для 
й = (+1) №, и, по индукции, (92) и (93). 


$ 10. Теорема существования. Опираясь на установленные теоремы, 
нетрудно дать доказательство основной теоремы существования, сформу- 
лированной нами в начале статьи. Для возможности применения тео- 
ремы 4 мы начнем со случая, когда при |и| > Т, где Т— произвольное 
фиксированное число, функции РЁ, и РЁ, соответствуют конформному 
отображению 


Кроме того, область О мы будем считать полосой, ограниченной двумя 

линиями Г., Г, кривизны которых удовлетворяют условию Гёльдера. 
Возможность квази-конформного отображения Д на полосу О << 

доказана нами в условиях теоремы 4 при Й достаточно малом. 

Для доказательства теоремы в общем виде мы, используя альтер- 
нирующий метод Шварца, будем последовательно расширять класс 
областей, для которых имеет место теорема существования. 

В силу инвариантности сильной эллиптичности относительно кон- 
формных преобразований, мы можем, не нарушая общности, считать, 
что Г, есть ось 2. Область, ограниченную осью х и линией Г, будем 
в дальнейшем обозначать через Д (Г). 

Введем класс областей, зависящий от двух параметров: 

Пусть К=К ($) есть ‘кривизна Г, рассматриваемая как функция 


длины $ дуги Г, и пусть 
[К 6-49 —К (9) | < 148". 


Пусть, кроме того, 


и=1@, (+) = 


есть функция, реализующая конформное отображение области О на 
полосу О<о< А, ис, есть максимум | [[ (2) ||. При этих обозначе- 
ниях мы скажем, что область О), ограниченная осью < и линией Г, 
принадлежит классу А (р, й), РС: В (5, 1), если будет выполнено следу- 


ющее условие: 


а < р. 


Нами выше доказано, что, каковы бы ни были фиксированные 
числа ар и постоянные, характеризующие сильную эллиптичность 
системы, при й достаточно малом соответствующее квази-конформное 
отображение области О, РС В(, №), на полосу О < < й существует. 


552 М. А. ЛАВРЕНТЬЕВ 


Отметим еще два следствия теоремы 4 и принципа подобия: 

1. Если квази-конформное отображение области О, ДС. РВ (6, №), на 
полосу существует, то при любом < 0 область Д (1„ ), где |. есть 
линия тока, соответствующая прямой о =^й, будет принадлежать классу 


В (2., АП): 
р (1 ем (в, ^й), 


где р, зависит только от р. 

2. Если теорема существования имеет место для класса В (, №), 
то она имеет место также для класса А (о, ЛИ), Х< 1. 

Для доказательства основной теоремы вам достаточно показать 
возможность перехода от областей класса А (0, |) к областям класса 
В (о Др, А Ай). Начнем с описания процесса, причем рассмотрим 
отдельно переход от А(р,№) к В( | Др, №) и переход от В (5, 1) 
к А (о, ПАЛ). 

Итак, допустим, что квази-конформное отображение области Д, 
РС А(ь, №), на полосу (0 <. < возможно. Фиксируя положительное 
достаточно малое число 8, построим линии тока к-з и ]»_в, соответ- 
ствующие прямым о=й— 26 и з=й— 5. Пусть теперь нам дана область 
р (Г), 2 (Г) САб-Аь, 1), бесконечно близкая к области О. Построим 
две последовательности отображений: пусть функция % = }, (2) отображает 
область О (]»-, В. ограниченную “ль и Г, на полосу #— 26 <. <, 
причем прямая е=йр—0 соответствует линии \1,; функция = р, (2) 
отображает область Д(у,) на полосу О<е< 1—8, причем прямая 
й —26 соответствует линии 1,; функция = }, ($) отображает Д (у, Г) 
на полосу й—28 <о<йЙ.и т. д. Мы получим, таким образом, две 
последовательности линий и отображений: 


|1, /з›..., Узп-а›...› 
1: (2), ФГ, Рай 
>, 14, ---)› эп» **.> 


1» (2), 1. (2), ... ‚1 (а), .. 


Для второго случая — перехода от ВА (, 1) кВ (р, В + АЙ) — построе- 
ние последовательностей у и } вполне аналогично, только вместо полос 
й— 28 <о<пи0<ь</—68 мы будем брать полосы + Ай — 28<ь< 
< А+АЙ и ОЗ ь< А-а 5. 

Заметим, что в обоих случаях Др, Ай, 8Г малы сравнительно с 5; 
кроме того, каждое из отображений мы, естественно, подчиняем усло- 
вию соответствия бесконечно удаленных точек, точек 2=0 и %=0 
(при отображениях ],„) и (при отображениях ]*п-1) ТОЧКИ 2,„.: ЛИНИИ 


Т2п+: И точки на оси 0, где 2,„„: есть точка, переходящая в точку оси о 
при отображении }»„. 
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Чтобы доказать возможность перехода от В (р, й) к В (2-4 Ао, й АЙ), 
нам достаточно установить: 

1) возможность построения всех функций [и 

2) сходимость процесса. 

Заметим, что при 8 достаточно малом и при бесконечно малых 
вариациях Г (Г и Г имеют близость второго порядка) сходимость про- 
цесса есть простое следствие теоремы 4. 

Нам, таким образом, остается доказать возможность построения 
функции },. 

`Существование функций },„., с нечетным индексом всегда возможно 
при достаточно малом 8, ибо все линии тока принадлежат классу 
В(р., ЛЮ). 

Займемся функциями с четными индексами. Их построение будет 
возможным при условии, что область Д (1,_5) и все бесконечно близ- 


кие к ней области Д (]»_ё) (] имеет с | близость второго порядка) 
можно отобразить на соответствующую полосу. В силу этого и отме- 
ченного выше свойства 1° классов областей В (р, #), индуктивное при- 
менение процесса Шварца будет всегда осуществимо в следующей 
форме: фиксируем число р и определяем число р,. Через р, определяем 
число Й, так, чтобы для любой области класса А (р.,й,) отображение 
было возможно. Далее, описанным выше процессом увеличиваем й 
и расширяем области при условии, что каждая из областей О будет 
принадлежать классу В (р,,й) и обладать дополнительно следующим 
свойством: подобласть 2 (1.»), ограниченная линией тока 1.» области О, 
принадлежит классу А (р., ЛИ). 

Таким образом, теорема существования доказана при условии, 
что при |и| > Т функции Р, и Р, основной системы переходят соот- 


т 
ветственно в И’ =У и 9 = 5 : Георему в общем случае мы получим, 


заставляя Ф стремиться к бесконечности. Сходимость процесса есть 
прямое следствие известной компактности семейства. 

Переход от полос к произвольным областям, ограниченным кри- 
выми, обладающими непрерывными кривизнами, осуществляется при 
помощи конформного отображения этих областей на полосы. 


Поступило 
10.ТУ. 1948 
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М. М. ДЖРБАШЯН 


ОБ ОДНОЙ ЭКСТРЕМАЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ ИЗ ТЕОРИИ 
ВЗВЕШЕННЫХ ОРТОГгОНАЛЬНЫХ ПОЛИНоМоВ 


(Представлено академиком М. В. Келдышем) 
Рассматривается решение одной экстремальной задачи, связанной 
с теорией полноты взвешенных ортогональных по площади круга 
полиномов комплексного переменного. 
Пусть заданная в круге |2| <1 ограниченная положительная функ- 
ция й (2) ‘остается постоянной на окружностях 


Ср ([&— (1 —р)|=р), О<р<1. 


Обозначим через (5) значение функции й (2) на окружности С, и допу- 


стим, что ^ (р) не убывает при О<р<1. 
Обозначим через А; класс функций }(2), голоморфных в круге 


2| <1 и удовлетворяющих условиям: . 


ло а= ву < +, 
12 1<1 


вр (2 (2)1 12) — 0 (2) "42 4у=0, 


э 
19} |521 


где {0} — всевозможные полиномы. 
В настоящей работе доказываются следующие теоремы. 


ТЕОРЕМА ГТ. В семействе А, минимум интеграла 


вр = (2 (2) 17 4249 (4) 
121<4 
при условии }(х)=1 («|< 1) реализует функция 
2 (4-9 Ф (ва) р 
а ао (2) 
где 
Ф (в) = (хр { =) | 46 | 
г , (3) 
ты | 
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и 
ь |1 -—а |“ 
= =. 4 
вши (4) 
Полиномы р,„(2) (п=0,1,2,...) определяются единственным образом 


следующими двумя св ойствами: 


1) рп (2) — полином степени п с положительным старшим коэффи- 
циентом; 


а 0, если т= п, 
2) сор» (9 2, @) Чаи | ы 
5 ; если т = п. 


ТЕОРЕМА П. При |“«|<1 ряд 


Ка) =, УР. @)Ры (=) 


в=1 
равномерно и абсолютно сходится в любой замкнутой части круга 
|2| <1, причем 
Ф (2, а) 


К (2, ЕТУ ТЕТ 5 (5) 


ТЕОРЕМА 1Ш. Функции семейства А; представляются в следую- 
чем параметрическом виде: 


Ф (3, %) 


(1—*)? 


ен а а 45 (и=и+ 1), (6) 


[12| 


где Г (%) — произвольная функция, удовлетворяющая условию 


(+) 1 2+) ди 45 < + с. (7) 
10 |<1 


Среди всех функций ЕР (%), представляющих данную функцию }[(2) 
класса А’, по` формуле (6), минимум интеграла (7) реализует функ- 
ция ] (%). 

1. Пусть О< 2х, <1 изд, - 1, =1. Пусть С,(1,) — окружность, каса- 
тельная к С; в точке Р(1—25) и точки 2, и х, симметричны относи- 
тельно нее. Таким образом, точки 2, и 1, одновременно симметричны 


х 1—*, _ 
относительно всех окружностей С, (х,), 5 <р<1. 


Определим новый вес й(2, 1,), принимающий постоянные значе- 
ния / (р) на окружностях С, (х,). 


ЛЕММА 1. Среди всех функций } (2), голоморфных в круге 8] < 1 
и удовлетворяющих условиям 


(а, 20 рагау <, Ка=1 (“|< 1, 
[2 |< 1 
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Е 


минимум интеграла 
в 2) =} Ва, 2) |1 (2) аз ау 
1211 


реализует функция 


_ (1—21а) (а—2\) Ф (2, а, х) 
р (2, Е (2—2;,) Ф (3, а, 2!) ь (8) 
где 
Ф(в а, в) = (1—1) У М, (9) 
п=1 п 4 
ь А (р) [^з (р)] (20 —1-2,) [(26 —1) <, +1] 
ее 
— ВЕ а-2:. В Е ; 0 
лее 1—ха ' в (веиана), о 
р 
= Ба Сы 14 
№ (2,) = и (}, 1.) = Ф (а, а, 21) : ( ) 
Доказательство. Функция 
2 1 — 21а)? у 14 — х.а`\? 
ие АИ е- 


конформно отображает круг |2| <1 на круг 


о: 


НЙ 


1—2, 


5 <<!) перехо- 
дят в концентрические окружности внутри указанного круга радиуса 


При таком отображении окружности Сь(т,) ( 


(22 —1-2,) |1 — 2,2 |2 
ИН (0<”< 2). (3) 
Имеем 
в (7, 2.) = \\ в [9 (%); 21115 (*)] 39° (®) 4142 (®=и+ п), 


1 2|<В1 


где $ (%) — обратная к х=ф(2) функция. В этом интеграле вес й [$ (%), х,1 
принимает постоянные значения ^(р) на окружностях || =г«А,. 


Пусть 
И (#1 (в) = Хали" (я =) (14) 
п®=0 
— 21) (1—я21а). 
=) = Че, 
тогда 


#ф (в) $ (а) =1 
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И 


|<) В\ 
в (2) = У [а | | (р) мп ат, 
п=0 0 


где р определяется из (13), как функция от г. Но, по неравенству Шварца, 


сэ 
р в (7, 2,) [о |1" 
| Хуа == тии . 


Е 
п=0 п=0 \ А (0) г?" +1 ах 
6 
Отсюда следует; что 
Е т 2п . ? 
ве (2) = шв в (а) = 25: У, (14) 


п=0 \ 1 (о) 727 +1 аг 
0 


причем этот минимум достигается при 
В1 
=: А) м1 4" (п=0,1,2,...), 
0 


где 4— постоянное. Подставив эти значения а, в (44), определяем 4 из 
условия 


Рф (а, $" (&.) =1, 


затем, подставляя значения %, %’(%), гиа, в (14) и (14’), получаем 
утверждение леммы. 

2. Мы должны совершить предельный переход при х,—>1 в фор- 
мулах (8) и (11). Для этого необходимы некоторые вспомогательные 
соотношения и оценки. 

Легко установить следующие предельные соотношения: 


.— Ал, (2) 4-08 ‚ее к ыы РИ 

Иа Вх О о о 1-2 р р. 
а — ГА } 
ше) (5—1) =9 (0). (15') 
х1-> 


Заметим также, что при |«| <1и |2| < 1 
у 
|, (|< 1 я 0<г. 0) <1 (35 <р<1). 


Из приведенных соотношений вытекает, что если з > О— произвольно 
малое фиксированное число, то при з<р<1 


т [^. (2) — г, (о) —0 (15”’) 


равномерно относительно р и, кроме того, 


а А [0 2 р 


т _^=” ®)_ —А(, 2) +А (а, 8) (1 т п 
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А—х, 


Пусть ^ (4) =т > 0, е<4<1 и зар^ (5) =М 
получаем оценки: 


тогда при => 


) 


= 5 
п 4 М п-1 
| \ (р) т (2) а) (ра < (2-8 \ а (р) ат, (в) = 
—х1 1-х1 
2 т 
М 1786) 
ЕЕ (16) 
1 а П 
р т = 
6) ЕЕ 21-м \ га * (6) аг, (в) = 
Е а 
__ т 1— г (а) р 
_ & ва-м). (16°) 


Предположим, что 2 и я вещественны; тогда при 2, —>1, в силу (15), 
будем иметь 


1 


1 
ры > "латы, а) | вы" > 


о | 


т 1 [*, (2)]"°® @) 


2 в) (16") 


ЛЕММА 2. При |«| <1 в каждой замкнутой части круга |2|<1 
имеем равномерно 
А а, 1) =4Ф (2, а); (17) 
х1->1 
где Ф(2, ®) определяется из соотношения (3). 


Доказательство. Известно (*), что если Е(х) определена при 
х>0 и, начиная с достаточно большого х, монотонна, причем интеграл 


\ Е (1) ах 
0 
существует, то 


Пар я Р(п = \ Е (2) аз. (+) 


Обозначим г=ей; тогда 


тт" =} д*е-2я 


(К, п) = Ша их ян Г ежт 41, (18) 


где р > О— любое число, а Ё > т > 0. 
Впоследствии через А,, А,,... будем обозначать числа, не зави- 
сящие от в, а через С,, С,, ...— числа, зависящие от г. 
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Далее, обозначим 
— 

в, (= - 
ак г. 


О ея 


Легко проверить, что для любого г >> 0 Р, (1) монотонно убывает 


начиная с некоторого &ь. 
Положим /[ (2) = [(а) =0 и обозначим г, (2) =е`" (й > 0); тогда будем 
иметь. 
М" 1-м УР, (4) 
пы 4 
а 


= 


М: 


Ф, (2,) = (Е — 21) 


п п=1 


п, согласно (*) и (15), 


= 
Пи Ф, = Но - Пой Е, (п®) = 
ГИ (=;) = д =: Е В—-+0 ый: ( 3 


е-ё аз (19) 


аа 
о 


о 


Очевидно, что 
Ф(г, а, =.) < (1—2) У- Ге (8 =Ф, (2,) (19 
=1 п 4 
\ А (2) [» (Р)] (22 —1-х,) [(22—1) <, +1] 


[5 


и ввиду (16) и (16”), 


ря 


14Ф, (2,) — Ф, (2) |< 4, (1—2 Уи а 


о 


) 


1 
Е х  (Р) _ а 
п (1—2?) \ (5) [[ а Г (2) | —\ ы 
где 
= тах {[, (2)\*®, к, (4)}, 
и, в силу (15), 
‚1—2? 4 
и га — С (20) 
х1-> 
Из соотношений (20), (15”) и (18) получаем 
(21) 


Пи {4Ф, (,) —Ф, (х,)} =0. 


х1->1 
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Е Е оо р ое ыинаААВ Инв ОНИ НВ ИИ 
Далее, в силу (16), 


Ф (2, ©, т.) > 


>(-#)У- [г =Ф, (=.) (49) 
И 
и если 
о.) =и- У и - 
мо р КО м А 
: тв] 


то получаем оценку 
> льва 
14Ф, (2,) — Ф: (51) |< А, (1 — 2) м т тп)? -| с. (1— =) + 


Е! 


1 
т, бе р) 2, а 
+т (1—2) (Ч ма А | [к б— п, (е) |+ 


5 108 


т: (2) 


М 


Д-+ (2, а) 1 
Ен 4% == 


о 


Как указывалось выше, 


Ц 7, = Ни 1, =0. 


х:1>1 х1—>1 


В силу (15) и (15"), имеем 


[^, (2)]*®> — г, (2) 


ЕВ 
1—2 


Им 
х1—>1 


— 0, По 


а в силу (18) и (20), Пш Г, =0. 
х1—>1 
Пусть М — произвольное натуральное число; тогда, на основании (18), 


х 


в с 2, @а) 
а я 4 
при М-—> со получаем ры 
Таким образом, 
Ни (4, (х,)—Ф, (2,)} =0. (22) 
х1> 


4 Известия АН, серия математическая. № 6, 
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Легко показать, что для любого в > 0 функция 


—Ё 


Е, (#=1 - 
ао т А- (2, =) 


= 


г () 


: 


монотонно убывает при # > &. Следовательно, [обозначая 
г: (2) =е-^ (#>0), 


получаем соотношение 


[*>) 


__ й 2 Е, (пй) == 


ой Е = Е т 


И м 
=А де. ро 
(2, 7) И — т м „хе ( ) 
аш. ы ее : 
5 


из неравенств (19’) и (19") и фравенств (19), (21), (22), (23) получаем 


со Е УЕ + 
и <НиФ< Вы Ф< 
у — во(о) 46 М г (®) х1>1 х1—>1 
В 
5 
НА е- 4 
ий (24) 


— 1 (0) 4 
Е 


Замечая, что при =—>0 о (з) —> ©, мы из (24) предельным переходом 
при =—>0 получим 


: = е-"а 
Пт Ф (5, а, 2,) = 4А . м : 
1—1 
$ < д (0) =- — © 
О 


Отсюда простой заменой переменного { получаем (17). Таким обра- 
зом, лемма доказана, если Г (2) =1(%) =0. Пусть |&| <1 и |2|< 1; 
тогда, пользуясь соотношением (15””), тем же способом получаем 


Е = у * е- 41 

Пш|Ф (2,9, 2,)|<4-А а 

х1>1 =* (—-1 # 46 
| \ а (. г 

0 


рде 
^ —А #8) ИН 
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Следовательно, при х, —>1 функции Ф (2, х, 2.) составляют нормаль- 
ное семейство в круге || < 1, |«| 1. Обобщая теорему Витали для 
функций двух переменных, отсюда получаем предельное соотношение 
(17) при |«|<1и |2| < 1. 

Из соотношения (17) следует также 


Но а 1—са \3 Ф (5, 9. 
=) = (ее, (25) 
. ®|1—< |“ р 
о ть (аа 25 
Во = №1 ро (2,) Фо (25’) 


Доказательство теоремы Г. Надо показать, что функция 
о (2), определяемая из (25), является решением поставленной экстре- 
мальной задачи. Покажем сначала, что |+ (2)С А; в круге |2|<1. 
Заметим, что в силу построения веса Й (2, х,), 

й (2, 1.) > 1 (2) при |2| < 1. 
Следовательно, 
ие) (2, 2) 42 у < в» (2) 
12|<1 


и так как предельное соотношение (25) выполняется равномерно в каж- 
дой замкнутой части круга |2| < 1, то, в силу (25’), имеем 


К (2) 11, (2) ® 2 ау <. (26) 
р 12 |<1 
Покажем теперь, что 
22) 11. (2) —0 (2) г азау=0. 
$112 
Действительно, так как при любом 1, <1 р (2, 1,) С А,, то, обозначан 
С» (=) = \ \ № (2) 1 (@, 2) р» (@) аз ау, 
2|<1 


имеем равенство Пар севаля: 


УС. (ве = $ [И в 2) 4 ау < 


п=0 12 |<! 


< №42, 2) 1 (2, 2) вау ь, (в). 
12[<1 


В силу (25'’), отсюда следует, что при 2, —>1 
[С (201 <2Ую (т=0,1,2,...). 


Хорошо известным диагональным процессом можно выбрать такую 
последовательность стремящихся к единице значений т,, чтобы одно 
временно выполнялось: 

Вю С, (1,) =С, (п=0,1,2,...), 


11-1 


дж 
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причем очевидно, что 


И У (27) 
п=1 


Но в каждой замкнутой части круга |2| <1 имеем равномерно 


1» (2, 21) = Х С, (2) р» (2) (28) 


п=0 


п, как будет показано ниже, ряд 


> [Р.Е (27) 


п=0 


равномерно сходится при |2| <г< 1. 
По неравенству Шварца, 


У С» (т) р (два) У | Р. (29) 
п=А-1 п=А-+1 
Пользуясь соотношением (27) и сходимостью ряда (27’) и совершив 
предельный переход в (28) при х,—>1, получаем 


1» (2) = — С.Р (2), (30) 
п=0 
причем, в силу (27), имеем также 
К 
Ниш ( \ й (2) | [+ (2)— У Сыр (2) атау=0, 
< п=0 


что доказывает принадлежность }, (2) к А,. 
Пусть | (2) — любая функция класса А,, } (а) =1,. 


Нш (№ (2)1/ (2) — 0, (2) Раз4у=0, 
п-о 
21<1 
причем О, (®) =1; тогда, очевидно, 


ис», 2) 10. (драг ду > вь (=). 
12|< 


Отсюда, по неравенству Минковского, 


т (2) Равау))' > () 112) — 0, (8) "4=4у) + 


+ (+, 20+ (} во-ье, =) ©, @14= ду) 


[2 < 
Предельным переходом при 1, —>1 и п-> со получаем 


У мс (е) г ах ду > ве. (31) 
12 |< 
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Из неравенств (26), (31) и из того, что }, (2) С А,, следует 


в = шв (= {№ (2) |1, (2) "4249. 
|2 |<1 


Единственность экстремальной функции },(2) доказывается обычным 
способом. * Таким образом, теорема | доказана. 
Доказательство теоремы ПП. Доказанная выше теорема 1 


содержит хорошо известный факт (*), что среди всех функций, голоморф- 
ных в |2| < г и удовлетворяющих условиям 


17)? аэ ау < о, у а (32) 


12 [<Р 


минимум интеграла (32) реализует функция 
ак Е! 
(о), (:3) 
причем | 
ф (7—1 а12)? 28: 
У л.д аа = Е. (35/} 
|2 |<г Е 
Пусть 


©, (2) = [ У рк(а) р» (2) |: У. рь(@) |; 
0 


К= К=0 
тогда при |а| «г будем иметь 


: =} № (2) 10, (Рагу > (2) 10, (2) аг ау > 


мн, | 121<4 92, 
К=0 
—. о. О. Разая > (5) а. 


Из этого неравенслва следует, что ряд 
в 
У рьаР 
К=0 


равномерно сходится в любой замкнутой части круга |2|< 1. Саедова- 
тельно, ряд 


-К (2, <) = У) рк(а) Рь (2) 


К=0 


равномерно и абсолютно сходится при |2| <г<1, |“| < г<1 и пр?ед- 


"(С + -). <> (42-52); рэвенство имеет место только при а = 5. 
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ставляет аналитическую функцию от 2 ия в круге |2| <4. Очевидно, 
что функция 

К (3, а) 

Ре 


К (а, а) 


принадлежит к классу А; и 


\{ #212 (а) а=4у= >в. (34) 


4 
[< Аа 


Покажем, что Р» (2) = }› (2). Действительно, пусть }(2) С А; и } (а) =1. 
Пусть, далее, 


Но }\ с) 11@)— 2. (фразау=0, Р, (а) = 4. 
Ух 121<1 
Тогда 


(метана >({Фьбр, фраг) — 


12 |< 


ы -+ 
- (ег, (4тау) > (Уирк@)Р) (п), 
К=0 


12]<1 


где г (п) —>0 при п-—> со. Отсюда при п со получаем 


в- о) 22 49> 


12 |< ‚ в) 
и 
1 
—. 34’ 
К (а, а) (34) 
Из (34) и (34') следует, что 
ь ®|1—а|“ 
к ее =] а а) >) 
я 
РЖ Ф (2, а) _— К (а, К (=, а) | 
/. (®)= (15), Ф (а, 2) К(а,а) г” 


Гз (35) и (35’) следует утверждение теоремы П. 
Доказательство теоремы 1Ш. Пусть Е(%)-— произвольная 
функция, удовлетворяющая условию 


\\ В (®) [Е (*) | аи 4% < =. 
|1 |<1 
Составим числа 


ак = \ й (®) Е (%) рк (*) аи ас; 


Г |<! 
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тогда, очевидно, 


У |4к < \\ В (%) [Е (№) | ди аъ, 
К=0 


12 11 
причем равенство выполняется только для функции 


1) = У) крь(®) = \ № (*) К (, ®) ва а, 
К=0 | 10 |<1 
принадлежащей к классу А;, в силу сходимости ряда > [ак}?. Имея 
к=0 
в виду равенство 
т Ф (2, #) 

К (2, и) = 

— п (1— 2)? (1—9)? 
получаем доказательство теоремы ПТ. 

3. Приведем некоторые следствия из доказанных выше теорем. 

Г. Положив й (2) =1, т. е. ^ (5) =1, находим р (#) =ёе!, 


РН в 1-2 ы 
Ф (2, &) = \ а в Е вЫ И 
0 (1 — 92)? 


1—= а \2 
= (+=), вы, =ка=1а = Рае. 
4 — “2 
: |2 |< 
Такова функция, реализующая минимум интеграла 


в(д= 44 


12 |< 
в семействе А, функций, удовлетворяющих условию 1 (“) =1. 
П. Положив 
го. << < В 
Х (2) = { 
1 при гт<р<1, 
мы для области луночки ДО, (|2— (1 —г)| >> г, |2| < 1) получаем 


1-—в2 


о 
я (1—9) (1-2) 


Ф (2, а) = Е. (36) 


Экстремальная функция }, (2) совпадает с предельной функцией поли- 
номов, реализующих минимум интеграла 


\ ИР, (2) р а=ау, Р‚ (а) =1 
ро 


среди всех полиномов Р, (2) степени п (°). Кроме того, голоморфность 
функции |, (2) в |2| <1 показывает также, что система полиномов не 
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— 


полна в Д, в смысле средних квадратичных. Этот факт ранее был уста- 
новлен А. Л. Шагиняном иным путем (*). 


ПТ. Положим 
8-1 
р (2) = |ехр (=) . 
Легко видеть, что й (2) принимает постоянные значения, равные 


^ (2) =ехр (1 +) 


на окружностях 
[2—(1—р)|=р, О<р<1. 
Имеем р(1) =(1-+е!, 


1-а: 
Фа) = а+0е аа о &—2), 
и 
откуда 
а ба К аа 2- (112) : 
мы о (37) 


Отсюда, в частности, будет следовать доказанная М. В. Келдышем (°} 
теорема о том, что система полиномов не полна в смысле средних квад- 


1 
ратичных при наличии веза |ехр (+=) | . 
Ереванский гос. университет Поступило 
им. В. М. Молотова 20.1.1947 
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А. А. МАРКОВ 


0 ЗАВИСИМОСТИ АКСИОМЫ В6б ОТ ДРУГИХ АКСИОМ СИСТЕМЫ 
ВЕВМАУЗ’а — бООЕГ’я 


(Пресставлено академиком В. И. Смирновым} 
Достигается упрощение системы аксиом Вегпауз’а—Сб4де!’я путем 
исключения из этой системы аксиомы В6. 

В 1937 году Р. Вегпауз(*) опубликовал некоторую систему аксиом 
теории множеств. Она была затем видоизменена К. Сб4ерем(?), поло- 
жившим ее в основу своего доказательства совместимости обобщенной 
континуум-гипотезы с аксиомами теории множеств. 

Мы установим здесь возможность небольшого упрощения системы »} 
Вегпауз’а — Соде?я. А именно, мы покажем, что аксиома В6* может 
быть исключена из системы »\, так как она выводится из других аксиом 
этой системы. 

В самом деле, пусть АЬ— произвольный класс. Согласно В5, суще- 
ствует класс С такой, что 


а (х, у) [ Зух>е2С.==.1е 4]. 
Согласно В8, существует класс О такой, что 

б [О.С 
Согласно В4, существует класс В такой, что 

в (1) [хе В.==.(Я у) (<ух>:1]]. 


Заметим теперь, что согласно С1, существует хотя бы одно мно- 
жество, в силу чего 


г (у) (<ух>еС).2.(Я У (<ух>е:0. 


Мы получаем 


д (я 9 шед.—. уз: [а] 
ь (2)[2е А... (9) (<ух>е(С]] [+] 
ж (2) А... (Я )(<у2>еС]] [е, г 
. (2, у [<уз>еС.2.2е4] [а] 
и (2) [Я у)(<у=>е0).>.1е4] [2] 
к (2) [(Я у)(<уз>еС).=.1е 4]. [и, ж] 


* Мы придерживаемся обозначений @64’я. 
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Принимая во внимание определение 1. 14 (см.®)), получаем, наконец, 


<х у>:В.==. (Ч 2) (<ёху>е0). [в] 

==.(Я 2)( < ёух>з0С). [6] 

л =. < ух: А [к] 
м (ао вВ. =. < у 4|. [п] 


Таким образом, мы доказали, что 
(4) (Я В) (х, у) [ < зу>зВ.=.<уд>е4], [м] 


а это и есть аксиома Вб. 

Заметим, что использование аксиомы С1 в этом выводе не является 
существенным. В самом деле, эта аксиома нужна была нам лишь для 
того, чтобы утверждать существование хотя бы одного множества. 
Но при отсутствии множеств формула [м] имеет место тривиальным 
образом, и мы опять получаем Вб. 

Указанное здесь упрощение системы У может оказаться полезным 
при ее исследовании. 


ЛИТЕРАТУРА 


+ Р. Вегпауз, А зузет 0{ ах1отайЙс зе{-Веогу, Рагё 1. Х., БушЬ. Говтс, 2 
(1937), 65 — 77. 

? К. абае1, Те сопз1${епсу о{! Ве ах1ом оЁ сво1се апа о! Фе сепегаеа 
сопИлаит-БуроВез1$ ИВ фВе ах!1001$ 0{ зеф Веогу, Апп. 0{ Ма. Эа ез, 
3 (1940); русск. перевод в Усп. Мат. наук, Ш:1 (1948), 96—149. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


Серия математическая 


12 (1948), 571—573 


С. Н. БЕРНШТЕЙН 


ПРИМЕЧАНИЕ К МОЕЙ РАБОТЕ «ПЕРЕНЕСЕНИЕ СВОЙСТВ | 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ НА ЦЕЛЫЕ ФУНКЦИИ 
КОНЕЧНОЙ СТЕПЕНИ» 


(Известия Ак. Наук СССР, сер. матем., 12 (1948), 421—444) 


При доказательстве леммы 2 (стр. 441) добавления (стр. 440 — 444) 
пазванной работы мною было использовано дополнительное допущение, 
которое не было указано в формулировке этой леммы. После требу- 
емого дополнения рассматриваемая лемма гласит: 

Если С, (1) и С. (1) — целые функции, соответственно степени рид, 
причем а=ф,— 9$, есть угол между направлениями, где 


Та г-! 108 | Ср (те) | = р, Ни ов | Са (ие!) | = 4, (1) 
то С (1) = С, (2) С. (1) — степени №, где 
> ИР? + 9* +24 сова = | реа + дей |, (2) 
при дополнительном условии, что 


—_® тя 
Пи л-1 108 | С» (гез1-9) | 
Го 
существует в направленич ф, —Ф вектора ре! -- де! о. 
Действительно, благодаря дополнительному условию, имеем в на- 
правлении ф. —Ф=Фф+а—ф 


Пт г-1 108 | С (ге1-%)) | = Вт г-! 1 | Ср (гей1-$)) | | 


+ Пшл-1 1оз | Са (ге 1-9) |> р созф | 4 608 (а— $) = 
= | рей — де! о |. 


Соответствующим условием нужно дополнить следствия 3 и 4 (добав- 
ления), первое из которых не понадобилось нигде в рассматриваемой 
работе, а последнее было использовано лишь в одном месте ($2, 
стр. 425) в частном случае, когда С» (2) =08 рх. В этом случае допол- 
нительное условие соблюдено, так что, в частности, справедливо 
утверждение ($ 2, стр. 423): 
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Если С(1) — любая целая функция степени 4, то степень й пройз- 
ведения С (5) =с08 рх С. (1) удовлетворяет неравенству 


>И тг. (28) 
В самом деле, 


№ х-1 102 |с03 р ге"? | = р|шФф|, если зп © =0, 


Го 


но, каково бы ни было $,, по крайней мере один из двух углов 


. п 
п п 2 к к 5 
а=|Ф, - "| < 5, и мнимая часть соответствующего вектора рег  -|- дей о 


отлична от нуля. Поэтому, применяя (2), где соза>. 0, получаем (2 13). 
Отметим, вообще, что для существования предела 


Нтх-1 108 | Ср (ге?) | =р|91щ$|, если зпо=0, - (3) 
Т—со 
который обеспечивает применимость неравенства (2 Ъ18) к произведению 


С (1) =Ср (2) С. (5), достаточно, чтобы корни аи (вещественной) функ- 
ции С, (1) Е $ удовлетворяли неравенствам 


<е (—-®<<т<о), (4) 


| тк 
в 


где с — произвольно данная постоянная. 
В случае, когда С. (1) также принадлежит классу 3 (или по край- 


ней мере Шт у-!1о8 | С. (19) |=4, т. е. ф.= =) ‚ равенствой =р-+4 
со 
(следствие 3) имеет место при менее ограничительном, чем (3), условии 
Пт у {108 |Сь (| = р. 
у >00 


Для этого достаточно, чтобы корни а„ (вещественной) функции С, (2) Е 3) 
удовлетворяли условиям 

. а 

Пт =, "Рае 


т=-Е со 


т 
(» таком случае а на основании следотвия 7 добавления ) ‚ кото- 


‘ < 
рые значительно шире, чем (4). Действительно, 


с» й=6, © (1—2) П (а аи) 
т=1 


(полагая, для определенности, а, = 0); в таком случае, при всяком 
= > 0 мы можем зафиксировать 6 >> 0 и т, > 0 так, что при всех у >, 
т_> т, множители С, (1) удовлетворят неравенствам 

У?р* (1-- =) 


т?к2 , 


АЕ УР Ш |1 У ба) 
т 


21.2 


ЗЕ 


— @т * ат 


крайние части которых соответствуют множителям бесконечного. про- 
изведения 11 (1 + г)ёру. Аналогичным образом, чтобы убедиться, что 
из условий (4) вытекает условие (3), нужно заметить, что С (+ х) 
удовлетворяет тем же условиям (4) при всяком х,(—с< <л < 5), 


ЦЕЛЫЕ ФУНКЦИИ КОНЕЧНОЙ СТЕПЕНИ 573 


а потому, применяя предыдущее рассуждение и учитывая, что С, (1) Е 3, 
мы можем заключить, что при любом з > 0 


ев в < С» (а, 22) | < 629+ (— < <, = 9-9), 


если у>Ь достаточно велик. 
Отмечу в заключение неравенство 


ес 
р а т 
пы, (5) 


П=со 


усиливающее для функций С, (5) Е (3) неравенство 


ИЕ КА 
| 


ИЕ, 


т 


2р 


которое составляет содержание леммы 3 (стр. 441) добавления, 

и подобно последнему, может быть получено при помощи формулы 

Иенсена. Из (5) следует также, что 
Пт 


| 
ев 9) |! р 
п=оо 


Поступило 
3. [Х.1948 


= 


А 


— 


й 


к. м. карту" А нь оц иен 


оо ‘уаеоьым Чеуыновае нива ВУ ‚ИН 


в у 


‚* рае чаше” Грн ть 


ни <: я Гнбль у 
<Я о. Ро 2 эмимиту 


вать» 7дирыы даа ры ы 
4 2 ы к: он РМ Мм № ыь 


х х | `——_ > 
\ 45 Аа Ко; Зо м 21$ с $ 
Й . й чик 2 >. 


М ^ еайЕ ТИ 
ы "аа { я 


ох: сие” № р. быта, ИАА 


у Ай» а УВ, ЗУ И 
бак” КЕ Г Ак к - ‚ офтери 


= 


ое рр еь у . 


у 


УИ: 664 в. и, 


ыы 
‹ У р Я О 
у „= 
ей =”: у 
вв ы ЮО р фик -чы ыы у, У 


Ее. кавай рем 2 В 


1х О ес | + . +’ кг Е финьйый 
Мо ря бабу > | кое км И тив} 


и > ьъ Хх с нього 
и 


ь ом Е 
фо Ч 1 оббвь | ‘Аудит НЕ р 
. | в | ая бя | у се нвщя | 
ырниз > 


рен - р [8 у О м: ра я 
с оу ео 
р у | ы и “ ы 5 в. м . р ма 


28 ‚д гу [ ат р 


А. 0). бое ету. ме, 


& 2%, 


И | НАТ 9% к ЗлЕЫ помо уу ж 
от ест ау рис 


Учет ор о др из 


} хи 
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